
 मंडळांवरील 12 ʩा ʩाƥानात आपले ˢागत आहे ʉणून या ʩाƥानात आपण वतुŊळांचे कुटंुब नावाचा एक नवीन िवषय सुŝ कŝ 
जो सरळ रेषांǉा कुटंुबाǉा िवषयाशी िमळतीजुळती आहे, ʉणून येथे आपण सवŊ वतुŊळांसाठी सामाɊ समीकरणे िलिहǻाबȞल बोलू 
Ǜाचे समाधान होईल.
  एक सामाɊ गुणधमŊ उदाहरणाथŊ आपण कोणȑाही दोन िदलेʞा िबंदंूमधून जाणा̴ या सवŊ संभाʩ वतुŊळांचे समीकरण िलš शकतो िकंवा
उदाहरणाथŊ दोन िदलेʞा वतुŊळांǉा छेदनिबंदूतून जाणा̴ या सवŊ वतुŊळांचे समीकरण िलš 
शकतो ʉणजे हाच िवषय असेल.
 ʩाƥान तर आपण पिहʞा Ůसंगापासून सुŜवात कŝया 
िजथे आपण असे ʉणूया की आपʞाला दोन वतुŊळांची समीकरणे िदली आहेत Ǜांची समीकरणे एक शूɊ आिण दोन शूɊ बरोबरs s 
आहेत ʉणून एक आहे तर एक ही दुसरी पदवी बŠपदी आहे आिण जेʬा दोन हे आिण म̡ ये हे दुसरे िȪतीय अंश s s x y s x y 
बŠपदी असेल तर हे पिहले वतुŊळ एक शूɊ बरोबर दशŊवते आिण हे दुसरे वतुŊळ दोन बरोबर दशŊवते  आिण आपण असे s s zer o 
ʉणूया की ही दोन वतुŊळे एकमेकांना आिण या दोन िबंदंूनी छेदतात ʉणून आता आपʞाला या दोन छेदनिबंदंूमधून जाणा̴ या सवŊ p q 
वतुŊळांचे समीकरण शोधǻात ˢार˟ 
आहे उदाहरणाथŊ असे एक वतुŊळ हे वतुŊळ असू शकते जे मी आȅा काढत आहे दुसरे वतुŊळ असे काहीतरी असू शकते परंतु दुसरे i  
सिकŊ ट असे काहीतरी असेल कारण तुʉाला लवकरच समजेल की येथे असंƥ वतुŊळे आहेत जी काढली जाऊ शकतात जी या दोन 
िदलेʞा वतुŊळांǉा छेदनिबंदूǉा या दोɎी िबंदंूमधून जातील परंतु येथे उȞेश  एक सामाɊ समीकरण िकंवा समीकरण शोधणे Ǜामȯे 
काही पॅरामीटर असेल जसे की आपण ते पॅरामीटर बदलʞास आपʞाला या दोन िबंदंूमधून जाणा̴ या कोणȑाही वतुŊळाचे समीकरण 
िमळू शकले पािहजे यासाठी आपण मूलगामी अƗाची संकʙना वापŝ.
 आिण ȑावर थोडेसे ˝रण कŝया ʉणजे जर आपʞाला कोणȑाही दोन छेदणा̴ या वतुŊळांचे ˝रण झाले तर कोणȑाही दोन छेदणा̴ या
वतुŊळाचे ˝रण कŝया मूलगामी अƗ िविशʼ सरळ रेषेने िदलेला आहे जो छेदनिबंदूǉा दोन िबंदंूना जोडतो,les 
 ȑामुळे या Ůकरणात एक शूɊ आिण दोन शूɊाǉा समान असेल तर ही लाल सरळ रेषा असेल जी आिण दोɎीमधून जाते s s p q 
तर हा एक आिण दोनचा मूलगामी अƗ असेल पण नंतर समजा की आपʞाकडे एक सामाɊ वतुŊळ आहे Ǜाचे समीकरण s s s x 
चौरस अिधक वगŊ अिधक दोन अिधक दोन अिधक समान शूɊाने िदले आहे ʉणून आपʞाला शोधǻास सांिगतले y gx fy c 
जाईल  या दोɎी िबंदंूमधून जाणा̴ या अशा सिकŊ ट्सचे सामाɊ समीकरण आता या सरळ रेषेचे समीकरण िकंवा जे या दोन वतुŊळांचे 
मूलगामी अƗ आहे ते फƅ एक वजा दोन समान शूɊाने िदले आहे ʉणून जर आपण एक आिण दोन वजा केले तर आिण s s s s 
दोन शूɊाचे समीकरण करा ʉणजे दोन मȯे वजा मȯे अिधक 2 मȯे वजा मȯे अिधक वजा g 1 g 2 x f 1 f 2 y c 1 c
2 बरोबर 0.
 तर हे या दोघांमधील मूलगामी अƗाचे समीकरण आहे 
मंडळे आता ˙ʼपणे इतर कोणतेही असʞास या समीकरणाȪारे िदलेले सामाɊ वतुŊळ जे या दोन िबंदंूमधून देखील जाते, तर हे ˙ʼ आहे
की आिण असे कोणतेही सामाɊ वतुŊळ आिण िदलेले वतुŊळ एक देखील आिण ला छेदतील कारण आिण एक s s s p q p q s 
वर आहेत आिण आʉी िवचार करत आहोत  ती सवŊ वतुŊळे जी आिण मधून जातातs p q 
 ȑामुळे आिण सुȠा वर असले पािहजेत आिण ʉणून आिण हे िबंदू आिण दोɎी आिण एक साठी समान p q s p q p q s s 
असले पािहजेत आिण ʉणून आिण एक आिण ला छेदले पािहजेत आिण ʉणून वतुŊळांमधील मूलगामी अƗ समान शूɊ s s p q s 
आिण एक शूɊ वजा एक बरोबर शूɊ या सरळ रेषेने िदलेला असतोs s s 
 ȑामुळे या दोन वतुŊळांमधील मूलगामी अƗ मधून जाणा̴ या कोणȑाही वतुŊळातील असेल.pq 
 आिण हे वतुŊळ एक वजा एक बरोबर शूɊ असेल परंतु हा मूलगामी अƗ देखील एक सरळ रेषा आहे जी आिण मधून s s s p q 
जाते आिण या सरळ रेषेचे समीकरण वजा एक असेलs s 
 ȑामुळे हे वजा हे समीकरण असेल  हे असेल  असेल दोन मȯे वजा एक अिधक दोन मȯे ah sm inus s one g g x f 
उणे एक अिधक वजा एक शूɊ असेल परंतु नंतर हे लƗात घेतले जाते की आिण िबंदू या सरळ रेषेवर तसेच या सरळf y c c p q 
रेषेवर आहेत तसेच कोणȑाही दोन िबंदू आिण मȯे एकच एकमेव सरळ रेषा असते आिण ʉणून हे समीकरण आिण हे समीकरण p q 
समान सरळ रेषेचे Ůितिनिधȕ करत असले पािहजे , ʉणून आतापयōत आपʞाकडे 2 वजा मȯे अिधक 2 वजा वन g g 1 x f f 
आहे.

अिधक वजा मȯे शूɊ एक समान आहे ʉणून हे समीकरण जे आिण मधील मूलगामी अƗ आहे आिण हे दुसरे  y c c s s one 
सरळ रेषेचे समीकरण जे आिण दोन मधील मूलगामी अƗ आहेs one s 
 ȑामुळे हे दोɎी समान सरळ रेषेिशवाय काहीच नाहीत याचा मुळात अथŊ असा आहे की जर आपण हे पिहले समीकरण घेतले आिण जर 
आपण ते काही वाˑिवक मूʞवान वाˑिवक संƥेने गुणाकार केले तर 
ते समान समीकरण असʞाने तेथे काही वाˑिवक संƥा असणे आवʴक आहे जसे की आपण या पिहʞा समीकरणाचा गुणाकार q 
केला तर  आपण करणे आवʴक आहे  दुसरे समीकरण िमळवा कारण ते समान सरळ रेषेिशवाय दुसरे काही नाही q exa ctly 
आिण ʉणून काय धरले पािहजे की या पिहʞा समीकरणाचा ने गुणाकार केʞावर आपʞाला दोन वजा एक अिधक दोन q qg g x 

वजा एक मȯे अिधक मȯे िमळेल.qf f y q c 
  उणे एक बरोबर शूɊ आहे ʉणून ने गुणाकार केʞावर आपʞाला हे समीकरण नſी िमळेल Ǜाचा मुळात अथŊ असा होतो कीc q 
हे आिण हे गुणांकाने तंतोतंत समान समीकरण असावे आिण तसे होǻासाठी हे खरे असले पािहजे की एक वजा दोन समान असणे g 
आवʴक आहे  ते मȯे वजा एक एक वजा दोन मȯे वजा एक आिण एक वजा दोन समान मȯे q g g f f q f f c c q c 
वजा येथे लƗात ठेवा एक आिण आता सवŊ ǒात आहेत सामाɊ समीकरण शोधǻासाठी या c g g 2 f 1 f 2 c  1 c 2 
सामाɊ समीकरणासाठी आिण मȯे काही संबंध असणे आवʴक आहे, gf c 
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कारण हे ȑा सवŊ वतुŊळांचे समीकरण दशŊिवत आहे जे या दोɎी िबंदंूमधून जातात, तर आपण काय ते पाšया.
 हे आहे  हॅट गुणधमŊ आिण चे समाधान करतात ʉणून येथून आपण जे पाš शकतो ते ʉणजे समान असेल एक वजा w gf c g g 
दोन बाय अिधक एक ȑाचŮमाणे एक वजा दोन बाय अिधक एक आिण होईल एक वजा दोन Ȫारे q g f f f q f c c u q 
अिधक एक ǉा बरोबरी कराc 
 ȑामुळे आपʞाला जे िमळते ते सोपे केले जाऊ शकते ʉणून आपʞाला हेच िमळते ʉणून आता आपण Ůयȉ कŝया जर आपण या 
सामाɊ समीकरणाकडे परत गेलो तर आपण आिण याने बदलू.gf c 
 उजʩा बाजूस आिण जर आपण असे केले तर आपʞाला सामाɊ समीकरण िमळू शकेल जेथे उजʩा बाजूला असेल तर या q 
समीकरणात हा पॅरामीटर असेल आिण तो पॅरामीटर बदलʞाने ला ǉा कुटंुबातील िभɄ वतुŊळे िमळतील.q q 
  वतुŊळे ʉणून जेʬा आपण असे करतो की आपʞाला ˍेअर अिधक ˍेअर अिधक दोन मȯे िमळते ʉणून ऐवजी x y x g g 
आपण ही उजवी बाजू अिधक दोन मȯे ठेवतो ʉणून ǉा ऐवजी ही उजवी बाजू अिधक ठेवतो  आपण ही अिभʩƅी 0 y f f c c 
ǉा बरोबरीने ठेवतो आिण आता आपण काय कŝ शकतो ते आपण कŝ शकतो 1 अिधक वगŊ 1 अिधक बरोबर 1 अिधक x q q 
बरोबर चौरस वजा 1 बाय बरोबर चौरस िलहा ʉणजे हा वगŊ या दोन िभɄ पदांसह बदलेल आिण तीच गोʼ वगाŊसह करेलx q x x y 
आिण जर आपण ते केले तर  आपʞाला एक अिधक Ȫारे मȯे चौरस अिधक वगŊ अिधक दोन एक अिधक दोन s q q x y g x f
एक अिधक एक वजा एक बाय गुिणले वगŊ अिधक वगŊ अिधक दोन दोन अिधक दोन दोन िमळतील  y c q x y g x f y 
अिधक दोन बरोबरीचे शूɊ आता आपण या ˠाइडवर परत गेलो तर हे ˙ʼ आहे की शूɊ असू शकत नाही कारण जर शूɊ c q q 
असेल तर हे आिण हे जुळणार नाही कारण ˙ʼपणे हे नाही हे शूɊ नसलेले समीकरण आहे.
  तसेच शूɊ नसलेले समीकरण ǛाȪारे मला असे ʉणायचे आहे की या समीकरणात एक आिण दोन समान एक आिण ah g g f f
दोन नाहीत ʉणून एक दोन एक आिण दोन एक आिण दोन हे ˙ʼ आहे की एक आिण या दोघांपैकी g g f f c c g  g1 g2 
िकमान एक शूɊ नसलेला आहे ʉणून एकतर उणे शूɊ नसलेला िकंवा उणे शूɊ नसलेला आहे  शूɊ असूg1 g2 f1 f2 bo th 
शकत नाही कारण जर दोɎी शूɊ असतील तर कŐ ūे सारखीच असतील तर कŐ ūे सारखीच असतील अशा पįरİ̾थतीत आपʞाकडे जे आहे
ते एकाŤ वतुŊळे आहेत आिण जर आपण पिहʞा ˠाइडवर परत गेलो तर कŐ ūीभूत वतुŊळे एकमेकांना छेदणार नाहीत 
की आपण दोन वतुŊळांबȞल बोलत आहोत जे एकमेकांना इतके ˙ʼपणे छेदतात की येथे यापैकी िकमान एक गुणांक आहे जो शूɊ 
नसलेला आहे आिण ʉणून हे Ɨुʟक समीकरण नाही आिण ʉणून कधीही शूɊ होणार नाही कारण जर तुʉी याला ने गुणाकार q q 
केला तर िमळेल  एक शूɊ समीकरण आिण नंतर हे आिण हे समान समीकरण असू शकत नाही कारण जर तुʉी याला शूɊाने ने q 
गुणाकार केला तर शूɊ असेल तर जेʬा आपण या समीकरणाने गुणाकार केला तेʬा आपʞाला शूɊ समीकरण िमळेल तर हे q 
समीकरण शूɊ समीकरण नाही ʉणून हे खरे मूʞ असलेले शूɊ नाही आिण ʉणून आपण काय कŝ शकतो की आपण हे संपूणŊ q 
समीकरण ने गुणाकार कŝ शकतो, जेʬा आपण असे करतो तेʬा आपण येथे भाजक काढून टाकतो ʉणजे आपण काय कŝ q 
शकतो  मग िमळवा एक अिधक मȯे एक वजा दोन बरोबर शूɊ आहे ʉणून हे समीकरणाचे सामाɊ ŝप आहे जे आपʞाला q s s 
िमळते आिण आपण ते देखील िलš शकतो हे समीकरण एक अिधक मȯे एक वजा एक असे िलहा  एक अिधक Ȫारे दोन q s q s 
बरोबर शूɊ आिण आपण हे आह कŝ शकतो कारण आिण पुढे आपण हे देखील पाš शकतो की आपण हे अिधक समान शूɊ असे िलš
शकतो परंतु हे काही नाही तर हे समीकरण आहे जेथे हे एक वजा आहे आिण  हे वाˑव असʞामुळे हेही खरे मूʞ आहेk q q k q 
कारण हे शूɊ ǉा बरोबरीचे नाही वजा एक ǉा बरोबरीचे नाही ʉणून हे ȑा सवŊ वतुŊळांचे सामाɊ समीकरण q k 
आहे जे दोन वतुŊळांǉा छेदनिबंदू मधून जातात आिण दोन शूɊ बरोबर आहेत पण हे वजा एक ǉा बरोबरीचे नसावे कोणतेही s k 
वाˑिवक मूʞ वजा एक ǉा बरोबरीचे नाही असू शकते 
हे ˙ʼ करǻासाठी आपण एक छोटेसे उदाहरण घेऊ या ʉणजे आपण असे ʉणूया की आपʞाकडे चौरस अिधक वगŊ अिधक x y 
आहे दोन अिधक चार वजा चार समान शूɊ हा कŐ ū वजा एक घात वजा दोन आिण ितची िũǛा तीन आहे की दुसरे वतुŊळ x y h  s 
दोन समान चौरस अिधक चौरस अिधक सहा समान शूɊ असेल याला कŐ ū शूɊ ˢʙिवराम वजा तीन आिण िũǛा समान तीनx y y 
असेल जसे आपण ˙ʼपणे पाहतो दोन कŐ ūांमधील अंतर दोनǉा वगŊमूळाएवढे आहे जे िũǛेǉा बेरजेपेƗा कमी आहे कारण िũǛेची 
बेरीज सहा आहे आिण हे ˙ʼपणे मोठे आहे कारण िũǛामधील पįरपूणŊ फरक शूɊ आहे ʉणून ही पįरİ̾थती आहे  Ǜाचा मुळात अथŊ 
असा आहे की दोन वतुŊळे दोन िबंदंूना छेदत आहेत आिण आता आपण सवŊ संभाʩ वतुŊळांचे समीकरण शोधू इİǅतो जे या दोन वतुŊळांǉा
छेदनिबंदूǉा दोन िबंदंूमधून जातात 
ȑामुळे ȑा सवŊ वतुŊळांचे सामाɊ समीकरण होईल अिधक गुिणले समान 0 जेथे वाˑिवक आहे आिण वजा एक s 1 k s 2 k k 
बरोबर नाही ʉणून या उदाहरणासाठी बरोबर असेल ʉणजे एक चौरस अिधक वगŊ अिधक दोन चार s s s x y x pl  us y 
वजा चार अिधक गुिणले दोन ʉणजे चौरस अिधक वगŊ अिधक सहा समान शूɊ ˙ʼपणे जर आपण बरोबर शूɊ k s x y y k 
बरोबर ठेवले तर आपʞाला फƅ एक बरोबर असायला हवे आिण ʉणून िनवडʞास हे अनंततेकडे झुकते.s s k 
 समीकरण मयाŊदेत दोन समान शूɊाशी संबंिधत असेलs 
 ȑामुळे हे आणखी शुȠ केले जाऊ शकते, तुʉाला मािहती आहे की हे पुढे 1 अिधक वगŊ अिधक 1 अिधक वगŊ अिधक 2 kx ky x 
अिधक 4 अिधक 6 मȯे वजा चार समान शूɊ असे िलिहले जाऊ शकते.k y 
  हे अशा सवŊ वतुŊळांचे सामाɊ समीकरण आहे आपʞाला फƅ चे मूʞ बदलत राहावे लागेल आिण Ůȑेक वेळी वेगळे वतुŊळ िमळेलk 
पण हे वजा एक ǉा बरोबरीचे नाही याची खाũी कŝन घेतली पािहजे कारण जर वजा 1 असेल तर  ˍेअर आिण ˍेअरचे k k s y 
गुणांक 0 आहेत आिण ʉणून ǉा बरोबरीने वजा 1 जे आपण िमळवणार आहोत ते फƅ वजा बरोबर 0 आहे जे सरळ k s 1 s 2 
रेषेचे समीकरण आहे जे चा मूलगामी अƗ आहे.s 
  एक आिण एस दोन आिण ते समतुʞ वतुŊळ असणार नाही वतुŊळाचे आयन ʉणूनच आपण ʉटले आहे की हे वजा एक बरोबर नसावेk 
ʉणजे ते वतुŊळांचे कुटंुबाचा पिहला Ůकार होता दुस̴ या Ůकारचे वतुŊळांचे कुटंुब ʉणजे जर आपʞाला वतुŊळाचा अिवभाǛ शूɊ बरोबर 
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िदला असेल तर आपण ʉणूया तर ते या समीकरणाने िदले आहे आिण आपण ʉणू या की आपʞाकडे एक सरळ रेषा आहे जी या l 
समीकरणाने िदली आहे ʉणून हे दोन आपʞाला िदले आहेत आिण आपण असे ʉणूया की या दोन ही सरळ रेषा आिण हे वतुŊळ दोन 
िबंदंूना छेदतात िकंवा ते अगदी एका िबंदूवर ˙शŊही होऊ शकतो आिण मग आपʞाला ȑा सवŊ वतुŊळांǉा समीकरणामȯे रस आहे जे या
छेदनिबंदूमधून जातात जे 
या िदलेʞा वतुŊळाǉा Ůाइमǉा छेदनिबंदूमधून जातात आिण ही सरळ रेषा आता िदलेली सरळ रेषा हे ˙ʼ आहे की जर आपʞाकडेl 
दुसरे कोणतेही वतुŊळ असेल तर आपण असे ʉणू या की आपʞाकडे दुसरे कोणतेही वतुŊळ आहे जे या दोन छेदनिबंदंूमधून देखील जाते, 
तर हे ˙ʼ आहे की मूलगामी अƗ आहे ʉणून हे सामाɊ वतुŊळ समान असू Ȩा  शूɊावर मग हे ˙ʼ आहे की हे वतुŊळ आिण िदलेʞाs 
वतुŊळाǉा अिवभाǛ मधील मूलगामी अƗ ही सरळ रेषा असणे आवʴक आहे ʉणून समान शूɊ आिण अिवभाǛ शूɊ मधील s s 
मूलगामी अƗ 

शूɊ बरोबर असणे आवʴक आहे कारण  सरळ रेषा ही छेदनिबंदूǉा या दोन िबंदंूना जोडते ʉणून ही सरळ रेषा या िदलेʞा l l 
वतुŊळाǉा Ůाइमला आिण या दोन िबंदंूवर छेदते आता जर आपʞाकडे शूɊाǉा बरोबरीचे दुसरे कोणतेही वतुŊळ असेल जे या दोन p q 
िबंदंूमधून देखील जाते तर ते ˙ʼ आहे या दोन िबंदंूना जोडणारी सरळ रेषा ही 

समान शूɊ आिण अिवभाǛ शूɊ मधील मूलगामी अƗ असावी परंतु दोन िबंदंूना जोडणारी नेहमीच एक अनɊ रेषा असʞाने ही s s 
सरळ रेषा या सरळ रेषेचे समीकरण आहे.b 
 या समीकरणािशवाय दुसरे काहीही नसावे  नंतर उणे हे समीकरण देईल पण नंतर हे समीकरण दुसरे uation s s prime 
काहीही नसावे सरळ रेषेचे हे समीकरण आहे कारण ही दोन समीकरणे समान असली पािहजेत तेथे अİˑȕात असणे आवʴक l aq 
आहे शूɊाǉा बरोबरीचे नाही जसे की जर आपण हा सरळ गुणाकार केला तर या Ȫारे रेषेचे समीकरण आपʞाला वजा q s s 
Ůाइमचे समीकरण तंतोतंत िमळाले पािहजे जे हे आहे कारण आʉी असा युİƅवाद केला आहे की या दोघांनी समान सरळ रेषेचे 
Ůितिनिधȕ केले पािहजे ʉणून जेʬा तुʉी याला ने गुणाकार करता तेʬा आपʞाला िमळते आिण आता आपण पदाǉा मुदतीने q 
समीकरण कŝ शकतो.
 मुळात गुणांकानुसार गुणांक कारण हे समीकरण आिण हे समीकरण सारखेच आहे आिण ʉणून असे असले पािहजे की दोन पटq mq 

उणे Ůाइम समान असणे आवʴक आहे वजा Ůाइमǉा दोन पट आिण हे उणे ǉा समान असणे आवʴकg g nq f f pq c c 
आहे या समीकरणातून या तीन समीकरणांमधून िमळेल दोन समान दोन अिधक येथून आपʞाला दोन prime g g prime mq f
समान दोन Ůाइम अिधक घन िमळेल आिण येथून आपʞाला समान Ůाइम अिधक िमळेल.f n c c p 

आता वतुŊळांǉा कुटंुबाǉा सामाɊ समीकरणाकडे परत जाताना   q 
आपण या समीकरणामȯे दोन दोन आिण साठी या अिभʩƅी बदलतो आिण आपʞाला दोन ǉा ऐवजी समान g f c g s x 
चौरस अिधक वगŊ अिधक िमळेल आपण दोन अिधक िलš.y g prime mq 

मȯे   x plus 2 f prime plus nq y plus c prime plus pq equals 0.
 आिण मग जर आपण शɨ वेगळे केले तर आपण 

ˍेअर अिधक ˍेअर ɘस टू Ůाइम अिधक दोन Ůाइम अिधक असे िलš शकतो.x y g x f y c 
  अिवभाǛ अिधक मȯे अिधक अिधक बरोबर शूɊ पण हे लƗात ƽा की हे दुसरे काहीही नाही हा q mx ny p s prime 
बŠपदी अिवभाǛ आहे आिण हा पिहला अंश बŠपदी आहे आिण ʉणून आपʞासाठी अशी सवŊ वतुŊळे अिधक s l s prime ql 
बनतात.
 शूɊाǉा बरोबरी ʉणजे समान Ůाइम बरोबर बरोबर शूɊ ʉणजे आपण हा बदलतो ʉणून ची इथे खरी िकंमत आहे s s ql q q 
कारण आपण ितरकस बदलतो ʉणून आपʞाला वतुŊळांǉा या कुटंुबातून वेगवेगळी वतुŊळे िमळतात जी आिण या दोन िबंदंूमधून p q 
जातील आिण होते p q 
िदलेʞा सरळ रेषेने िदलेʞा वतुŊळाǉा Ůाइमǉा छेदनिबंदूचे िबंदू वतुŊळांचे दुसरे कुटंुब मोजले जाऊ शकते समजा आपʞाकडे दोन l 
िदलेले िबंदू एक एक आिण दोन दोन असतील आिण असे ʉटले जाते की आपʞाला हे शोधायचे आहे ȑा सवŊ वतुŊळांचे x y x y 
समीकरण िकंवा ȑा सवŊ वतुŊळांचे सामाɊ समीकरण जे या दोन िबंदंूमधून जातात तोपयōत हे दोन िबंदू एकसारखे नसतील तर या दोɎी 
िबंदंूमधून जाणारी अनंत वतुŊळं आहेत ती आपʞाला सामाɊ समीकरण कसे शोधायचे? या सवŊ वतुŊळांमȯे आपण पुढील वतुŊळाचा िवचार 
कŝ शकतो ʉणून आपण हे दोन िबंदू जोडू शकतो आिण आपʞाला या रेषाखंडाचा मȯिबंदू सापडतो जेʬा मȯिबंदूचे समɋय एकx 
अिधक दोन बाय दोन असतील  एक अिधक दोन बाय दोन आिण आपण या रेषाखंडाǉा अȯाŊ लांबीएवढी िũǛा असलेले x ny y 
वतुŊळ 
˙ʼपणे तयार करतो ते वतुŊळ या दोɎी िबंदंूना ˙शŊ करेल िकंवा ȑातून जाईल
 ȑामुळे िबंदू आिण असू Ȩा आिण वŝन आपʞाला दुसरे िमळते आपʞाला या वतुŊळाचे समीकरण िमळते ʉणून p qs o p q 
आपण हे दशŊवू या आपण वतुŊळाचे समीकरण सहज काढू शकतो आिण हे वतुŊळ ʉणू याने दशŊवू ʉणजे हे वतुŊळ फƅ s prime 
समीकरणाने िदले जाईल उणे कŐ ū िछū कŐ ūाचा समɋय वजा कŐ ūाचा समɋय संपूणŊ चौरस अिधक वजा कŐ ūाचा x x x x y y 
समɋय संपूणŊ चौरस चौरस िũǛाएवढा असणे आवʴक आहे आता चौरस िũǛा चौरस ʩासाचा एक चतुथाōश आहे आिण चौरस ʩास 

एक वजा दोन पूणŊ वगŊ अिधक एक वजा दोन पूणŊ वगाŊने िदलेले आिण या िबंदंूमधील चौरस अंतर हे दुसरे काहीही x x y y p q 
नाही , ʉणून हे फƅ आहे, ʉणून जर आपण ही संǒा या बाजूला आणली तर वजा होईल  येथे आिण नंतर शूɊाǉा बरोबरी ʉणजे हा 
चौरस अिधक हा चौरस वजा ही गोʼ शूɊ बरोबर आहे
 ȑामुळे हे या वतुŊळाचे समीकरण ˙ʼपणे आहे हे या Ɨणी आपण पįरभािषत करतो Ǜा Ɨणी आपʞाला हे दोन िबंदू िदले जातात s 

पįरभािषत केले आहे आिण आपण हे देखील पाहतो की आपण ही सरळ रेषा आिण ला prime is automatica  lly p q 
जोडून वाढवू या तर या रेषेचे समीकरण ने दशŊवेल असे ʉणू की सरळ रेषेचे समीकरण शूɊ आहे आिण  ते सरळ रेषेचे समीकरण l l 
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शोधणे देखील सोपे आहे कारण ʉणून हे सरळ रेषेचे समीकरण िदले जाईल वजा वजा समान ah y y one by x x one y 
वजा वजा आिण कोणते वजा मȯे एक वजा दोन अिधक वजा एक मȯे दोन वजा one y 2 x 1 x 2 x x 1 y y y y x 

एक बरोबरीचे शूɊ असे साधे केले तर आपण असे ʉणूया की हे आमचे आहेx l 
 ȑामुळे ʉणून l l 

आिण मधील या िसंगल िडŤी बŠपदी समान आहे आिण  ते शूɊाǉा बरोबरीचे आहे ʉणून आता आपʞाकडे जे आहे ते ʉणजे x y 
आपʞाकडे वतुŊळाचा अिवभाǛ शूɊ बरोबर आहे आपʞाकडे एक सरळ रेषा आहे शूɊ बरोबर आहे आिण आपʞाला मािहत l 
आहे की ही सरळ रेषा आिण हे वतुŊळ या दोन िबंदंूना छेदतात
 ȑामुळे मूलत: आपʞाकडे काय आहे  आʉी ȑा सवŊ वतुŊळांचे समीकरण शोधǻाचा Ůयȉ करत आहोत 
या वतुŊळाǉा छेदनिबंदूमधून जाणा̴ या सवŊ वतुŊळांचे सामाɊ समीकरण शूɊाचे अिवभाǛ आिण ही सरळ रेषा बरोबर शूɊ कारण l l 
या वतुŊळाचा अिवभाǛ रचनेनुसार शूɊ या सरळ रेषेला या दोन िबंदंूवर छेदेल आिण हे आʉाला िदले गेले आहे कारण आʉी या p  q 
वतुŊळाचा Ůाइम Ǜा पȠतीने तयार केला आहे आिण आʉी आिण मधून जाणा̴ या सवŊ सिकŊ ट्सचे सामाɊ समीकरण शोधǻाचा p q 
Ůयȉ करत असʞाने ते सामाɊ शोधǻासारखेच आहे.
 ȑा सवŊ वतुŊळांचे समीकरण जे अिवभाǛ शूɊाǉा छेदनिबंदूǉा िबंदूमधून जातात आिण सरळ रेषा शूɊ समान असतात आिण हेs l 
असे काहीतरी आहे जे आपण आधीǉा ˠाइडमȯे केले आहे िजथे आपण सांिगतले होते की सामाɊ समीकरण  सवŊ वतुŊळे s prime

Ȫारे शूɊ बरोबर िदली आहेत जेथे ही वाˑिवक िकंमत आहेplus kl k 
 ȑामुळे आपण हे कसे िमळवू शकतो
 ȑामुळे आता आपʞाला फƅ या डाʩा हाताने Ůाइम बदलायचा आहे हे समीकरण समजा ʉणजे हे मूलत: उणे एक अिधक s x x 

दोन बाय दोन पूणŊ चौरस अिधक वजा एक अिधक दोन बाय दोन पूणŊ चौरस वजा एक वजा दोन पूणŊ वगŊ अिधक x y y y x x y 
एक वजा दोन पूणŊ वगŊ चौरस होईल  ही गोʼ अिधक पट ही अिभʩƅी ʉणजे पट ही गोʼ अिधक ही ही बŠपदी y k k ah s 
अिवभाǛ साठी बŠपदी ʉणजे अिवभाǛ साठी बŠपदी ही एक अिधक गुणी सरळ रेषेसाठी एकल पदवी बŠपदी ʉणून या s k l 
अिधक पट हे समान असणे आवʴक आहे शूɊाǉा समान असणे आवʴक आहे ʉणून हे अशा सवŊ वतुŊळांचे समीकरण आहे जे या k 
दोन िदलेʞा िबंदंूमधून जातील एक एक आिण दोन दोन आिण हे खरे मूʞ आहे ʉणून आपण बदलत राš शकतो x y x y k k 
आिण आपण िभɄ होत राš शकतो िभɄ वतुŊळांनी आपण आȅाच काय चचाŊ केली आहे हे ˙ʼ करǻासाठी आपण हे उदाहरण घेऊ या 
ʉणून आपण असे ʉणू की आपʞाकडे दोन िबंदू आहेत ʉणजे दोन ˢʙिवराम 0 आिण दुसरा िबंदू जो 6 ˢʙिवराम वजा 4 p q 
आहे आिण आपʞाला ȑा सवाōचे सामाɊ समीकरण शोधायचे आहे.
 वतुŊळे या दोन िबंदंूमधून जातात ही या दोन िबंदंूना जोडणारी ही सरळ रेषा आहे मȯिबंदू हा िबंदू आहे Ǜाचे समɋय चार ˢʙिवराम 
वजा दोन आहेत ˙ʼपणे हे अंतर आठǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीचे आहे आिण ʉणून जर आपण मȯभागी वतुŊळ काढले तर op o 
िũǛा हे आठचे वगŊमूळ आहे
 ȑामुळे ते वतुŊळ असे काहीतरी असेल आिण ˙ʼपणे हे दोन िबंदू ȑा वतुŊळावर असतील कारण आʉी िũǛा मूळ आठǉा बरोबरीची 
िनवडली आहे जी या लांबीǉा अधŎ आहे आिण आʉी िनवडली आहे या रेषाखंडाचा मȯिबंदू या रेषाखंडाचा मȯिबंदू ȑा वतुŊळाचा 
मȯिबंदू असेल
 ȑामुळे ˙ʼपणे आिण हे या वतुŊळावर याǉा िवŜȠ टोकाला ʩास असेलp q 
 ȑामुळे हा ʩास असेल आिण या वतुŊळाचे समीकरण  अिवभाǛ हा वजा चार पूणŊ चौरस अिधक अिधक दोन पूणŊ वगŊ हा pq s x y 
िũǛेचा वगŊ आहे जो आठ आहे ʉणून हे या वतुŊळाचे समीकरण आहे जे िसम असू शकते  ɘीफाईड टू सॉरी ʉणून हे या वतुŊळाचे 
समीकरण आहे परंतु हे िलहीले जाऊ शकते कारण ते अिवभाǛ बरोबर वजा चार पूणŊ चौरस अिधक अिधक दोन पूणŊ वगŊ s s x y 
वजा आठ ʉणजे शूɊ ʉणजे चौरस अिधक असे िलिहता येते  वगŊ वजा आठ अिधक वगŊ अिधक वगŊ वजा आठ x y y x y x 
अिधक चार अिधक बारा समान शूɊy 
 ȑामुळे हे या वतुŊळाचे समीकरण आहे ȑाचŮमाणे आिण ला जोडणा̴या या सरळ रेषेचे समीकरण िलिहणे फार कठीण नाही .p q 

आिण या दोन िबंदंूना जोडणा̴या या सरळ रेषेचे समीकरण वजा शूɊाने भािगले वजा दोन समान िदले जाईल जे वजा एक  p q y x 
आहे आिण ʉणून या सरळ रेषेचे समीकरण अिधक वजा दोन समान शूɊ आहेx y 
 ȑामुळे ही सरळ रेषा िमळेल  Ȫारे िदलेले असेल अिधक उणे दोन समान शूɊ आिण आता आʉाला मािहत आहे की हे वतुŊळ l x y 
अिवभाǛ आहे आिण ही सरळ रेषा िडझाइननुसार ते या दोन िबंदंूना छेदतील ʉणून आʉी मूलत: ओ शोधǻाचा Ůयȉ करत आहोत l 

कुटंुब िकंवा वतुŊळांǉा कुटंुबातील ȑा सवŊ वतुŊळांचे समीकरण जे या वतुŊळाǉा अिवभाǛ शूɊाǉा छेदनिबंदूमधून जाते आिण सरळut 
रेषा शूɊ समान असते जी या सामाɊ समीकरणाने िदलेली असते बरोबर अिवभाǛ अिधक हे शूɊ बरोबर आहे Ǜाला l s s  kl 
आपण आिण साठी बŠपदी बदलʞास येथे आपʞाला चौरस अिधक वगŊ अिधक वजा आठ अिधक s prime l x y k x k 
अिधक चार अिधक बारा वजा दोन समान शूɊ िमळेल ʉणून हे सामाɊ समीकरण आहे अशा सवŊ वतुŊळांपैकी जे या दोɎी y k 
िबंदंूमधून जातील आिण कोणीही ते तपासू शकेल, ʉणून हे सामाɊ समीकरण आहे जे आʉी ȑा सवŊ वतुŊळांसाठी शोधले आहे जे पॉइंट्स

मधून जातील दोन ˢʙिवराम शूɊ आिण सहा ˢʙिवराम वजा  चार ʉणजे ˙ʼपणे हे वतुŊळाचे समीकरण आहे कारण p q x 
गुिणले चा गुणांक नाही चा गुणांक शूɊ आहे आिण वगŊ आिण वगाŊचा गुणांक समान पुढील वगŊ अिधक वगŊ वजा y xy s y g f c 
आहेत वजा आठ पूणŊ वगŊ बाय चार अिधक अिधक चार पूणŊ चौरस बाय चार वजा बारा वजा दोन आिण जो दोन वगŊ वजा 8 k k k k k
अिधक 80 वजा 48 अिधक आठ ला चार ने भागला जातो जो दोन वगŊ अिधक असतो बȅीस बाय चार जे शूɊापेƗा काटेकोरपणे k k 
मोठे आहे
 ȑामुळे ˙ʼपणे हे काही वतुŊळाचे समीकरण असले पािहजे आता हे दोन िबंदू खरोखरच या वतुŊळावर आहेत की नाही ते पाš या, 
ʉणून आपण बदलʞास हा िबंदू दोन ˢʙिवराम शूɊावर आहे हे तपासǻासाठी वतुŊळ डाʩा बाजूला समान दोन समान शूɊ x y 
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ठेवेल आिण हे बŠपदी समीकरण बरोबर दोन आिण बरोबर शूɊ आहे की नाही ते पहा की ते शूɊाचे मूʞमापन करते की नाही x y 
ʉणून या बŠपदीचे मूʞ या मूʞावर समान दोन आिण बरोबर 0 असलेले बŠपद 4 अिधक 0 अिधक वजा 8 गुिणले 2 अिधक x y k 
12 वजा 2 असेल जे 4 अिधक 2 वजा 16 अिधक 12 वजा 2 असेलk k k 
 ȑामुळे हे रȞ होईल आिण 4 अिधक बारा  सोळा वजा सोळा ʉणजे शूɊ खरंच डाʩा बाजूने हे बŠपदीचे मूʞमापन s  o ah 
शूɊावर होते याचा अथŊ असा की हा िबंदू या वतुŊळावर बरोबर शूɊ आहे याचा अथŊ असा आहे की आपण चे कोणतेही मूʞ s k 
िनवडले तरीही चे कोणतेही मूʞ िनवडले तरी आपʞाला काही िमळते  वतुŊळ आिण ते वतुŊळ या िबंदूमधून जाईल दोन ˢʙिवराम k 
शूɊ आिण तȖम गोʼ आपण या समीकरणास सहा ˢʙिवराम वजा चार या िबंदूसाठी चाचणी केली तर आपʞाला िमळेल,
 ȑामुळे आपण पुढील लेƁरमȯे हे ʩाƥान संपवू.
 आणखी उरलेले Ůकरण जेथे आʉी मंडळांचे कुटंुब शोधǻाचा Ůयȉ कŝ आिण नंतर आʉी मागील परीƗेतील मंडळांǉा कुटंुबातील 
काही आʬानाȏक सम˟ा सोडवǻाचा Ůयȉ  कŝ धɊवाद.
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