
 സർׯിളുകെളുׯറി12 تു׺ ْപഭാഷണ׹ളിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ 
കുടുംബം എؗ പുതിയ വിഷയം ആരംഭിുׯം, അത് േനർേരഖകളുെട കുടുംബം എؗ വിഷയ؋ിന് 
സമാനമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട അടിرാനപരമായി സംസാരിؗുׯത് എبാ സർׯിളുകൾുׯം 
െപാതുവായ സമവാകّ׹ൾ എഴുതുؗതിെനുׯറി׺ാണ്.  ഒരു െപാതു സ്ٔ؋ ഉദാഹരണമായി നമു്ׯ 
ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ സാധّമായ എبാ സർׯിളുകളുെടയും 
സമവാകّം എഴുതാം അെ׸بിൽ ര؇് നൽകിയിരിؗുׯ സർׯിളുകളുെട കവലയിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം എഴുതാം, അതാണ് ഇതിന്െറ വിഷയം. 
ْപഭാഷണം അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട സമവാകّ׹ൾ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ പറയെ؂, 
അതിന്െറ സമവാകّ׹ൾ ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّവും ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ s s 
ഒ്ؗ ഇതാണ്, ഇതാണ് ര؇ാമെ؋ ഡിْഗി േപാളിേനാമിയൽ ഉം ഉം എؗിവയിെല ര؇ാമെ؋ x y x, y 
ഡിْഗി േപാളിേനാമിയൽ ആയിരിുׯേآാൾ ഇത് ആദّ വൃ؋െ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ ഒ്ؗ s 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ര؇ാമെ؋ സർׯിളിെന ْപതിനിധീകരിുؗുׯ ര؇്  കൂടാെത, ഈ s o 
ര؇് സർׯിളുകളും എؗീ ര؇് ബിؕുׯളിൽ പരُ١രം വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, p, q 
അതിനാൽ ഈ ര؇് കവല ബിؕുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം 
കെ؇ؗു؋തിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ താൽؚരّമു؇് , ഉദാഹരണ؋ിന് അ؋ര؋ിലുت ഒരു വൃ؋ം 
ഈ വൃ؋മാകാം.  ഞാൻ ഇേؚാൾ വരയ്ؗുׯത് മെئാരു സർׯിൾ ഇതുേപാെലയായിരിׯാം, മെئാരു 
സർകّൂ؂് ഇതുേപാെലയായിരിുׯം  , കാരണം ഈ നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകളിലൂെടയും കടؗുേപാകാൻ കഴിയുؗ അനؓമായ നിരവധി സർׯിളുകൾ ഉെ؇്ؗ 
നി׹ൾ ഉടൻ മനشിലാുׯം, പേײ ഇവിെട ലّײം  ചില പരാമീئർ ഉت ഒരു െപാതു സമവാകّം 
അെ׸بിൽ ഒരു സമവാകّം കെ؇ു؋ക, ആ പരാമീئർ മാുئകയാെണ׸ിൽ, ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ അ؋രം ഏെത׸ിലും സർׯിളിന്െറ സമവാകّം നമു്ׯ 
ലഭിׯണം , 
അ׹െന െചإാൻ ഞ׹ൾ റാഡിׯൽ ആ٧عിസ് എؗ ആശയം ഉപേയാഗിുׯം. നമു്ׯ അതിെനുׯറി്׺ 
കുറ്׺ ഓർأിׯാം, അതിനാൽ ഏെത׸ിലും ര؇് വിഭജിؗുׯ സർׯിളുകൾ ഓർأിുׯകയാെണ׸ിൽ
, ഏെത׸ിലും ര؇് വിഭജിؗുׯ സർׯിളുകൾ ഓർأിുׯകയാെണ׸ിൽ.  ര؇് വിഭജന ബിؕുׯൾ 
േചരുؗ അദٔിതീയ േനർേരഖയാണ് റാഡിׯൽ അײം നൽകിയത്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ s 
ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّവും ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّവുമാണ് റാഡിׯൽ അײം എؗിവയിലൂെട s p, q 
കടؗുേപാകുؗ ഈ ചുവؗ േനർേരഖയായിരിുׯം. അതിനാൽ ഇത് എؗിവയുെട s one, s two 
സമൂലമായ അു׺ത؇ായിരിുׯം, എؗാൽ നമു്ׯ ഒരു െപാതു വൃ؋ം ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിന്െറ 
സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും കൂടാെത ര؇് ؛സ് ര؇് ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, x y gx fy c 
അതിനാൽ ഞ׹േളാട് കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚടുؗു  ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെടയും 
കടؗുേപാകുؗ അ؋രം സർകّൂ؂ുകളുെട െപാതുവായ സമവാകّം ഇേؚാൾ ഈ േനർേരഖയുെട 
സമവാകّം അെ׸بിൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും റാഡിׯൽ അു׺ത؇ാണ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് s 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവ കുറ׺ാൽ ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാുׯക, 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് ആയി ؛സ് 2 ആയി ൈമനസ് േല്ׯ ൈമനസ് g 1 g 2 x f 1 f 2 y c 1 c
2 േല്ׯ തുലّം 0 ആണ്. അതിനാൽ ഇത് ഇവ ര؇ും തأിലുت റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ 
സമവാകّമാണ്. മെئെؓ׸ിലും ഉെ؇׸ിൽ ഇേؚാൾ വൃ׹؋ൾ വّװമായി ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകളിലൂെടയും കടؗുേപാകുؗ ഈ സമവാകّം നൽകുؗ െപാതുവായ വൃ؋ം അേؚാൾ 
വّװമാണ്, ഉം അ؋ര؋ിലുت ഏെത׸ിലും െപാതു വൃ׹؋ളും നൽകിയിരിؗുׯ വൃ׹؋ളും s 

എؗിവയിൽ കൂടിേ׺രുെമ്ؗ വّװമാണ്, കാരണം എؗിവ ഒؗിൽ കിടുؗുׯ , ഞ׹ൾ p, q p, q s 
പരിഗണിുؗുׯ എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളും, അതിനാൽ എؗിവp, q p, q 

ലും കിടׯണം, അതിനാൽ എؗീ േപായിന്റുകൾ നും നും െപാതുവായിരിׯണം , s- p, q s- s-
അതിനാൽ എؗിവ എؗിവയിൽ വിഭജിׯണം. അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ s, s p, q 
സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײം, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗ േനർേരഖ സമവാകّം s s 
ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ s 
അײം ലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഏത് വൃ؋؋ിനും ഇടയിലായിരിുׯം. ഈ വൃ؋ം ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് pq 
തുലّമായിരിുׯം, എؗാൽ ഈ റാഡിׯൽ അײവും എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു p, q 
േനർേരഖയാണ് , കൂടാെത ഈ േനർേരഖയുെട സമവാകّം ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ s s 
ഇത് ൈമനസ് ഇതാണ് അതിനാൽ സമവാകّം  ഈ ആഹ് എസ്എം ആയിരിുׯം  ഒ്ؗ ര؇് inus s g 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ടു എഫ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯംg x f y c c 
എؗാൽ എؗീ േപായിന്റുകൾ ഈ േനർേരഖയിലും ഈ േനർേരഖയിലും കിടؗുׯതായി p, q 
ْശؑിׯെؚടുؗു. എؗീ ര؇് ബിؕുׯൾുׯമിടയിൽ ഒേര ഒരു േനർേരഖ മാْതേമയുൂت , p, q 
അതിനാൽ ഈ സമവാകّവും ഈ സമവാകّവും ഒേര േനർേരഖെയ ْപതിനിധീകരിؗുׯതാകണം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുവെര ഉتത് 2 ൈമനസ് േല്2 ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ  ؛സ് ൈമനസ് g g 1 x f f y c c
ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നും നും ഇടയിലുت റാഡിׯൽ അײമായ ഈ സമവാകّം s- s-

ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവയ് ׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײമായ മെئാരു േനർേരഖ സമവാകّം, , s s 
അതിനാൽ ഇവ ര؇ും ഒേര േനർേരഖയبാെത മെئാؗുമب അടിرാനപരമായി സൂചിؚിؗുׯത് 
എെؓؗാൽ , നأൾ ഈ ആദّ സമവാകّം എടുുׯകയും അതിെന ചില യഥാർ، മൂലّമുت യഥാർ، 
സംഖّ ഉപേയാഗി്׺ ഗുണിുׯകയും െചᅃٝാൽ അവ ഒേര സമവാകّമായതിനാൽ ചില യഥാർ، സംഖّq 

ഉ؇ായിരിׯണം, അതായത് ഈ ആദّ സമവാകّെ؋ ഗുണി׺ാൽ  നأൾ പരീײിׯണം q q 
ര؇ാമെ؋ സമവാകّം േനടുക, കാരണം അവ ഒേര േനർേരഖയبാെത മെئാؗുമب , അതിനാൽ ഈ 
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ആദّ സമവാകّെ؋ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയി ര؇് ൈമനസ് q qg g x qf 
ഒ്ؗ ؛സ് േല്ׯ ആയി ലഭിുׯം എؗതാണ്.  ൈമനസ് സി ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, f y q c 

അതിനാൽ െകാ؇് ഗുണി׺തിന് േശഷം നമു്ׯ ഈ സമവാകّം കൃതّമായി ലഭിׯണം , q 
അടിرാനപരമായി ഇതും ഇതും ഗുണകം െകാ؇് ഒേര സമവാകّ ഗുണകം ആയിരിׯണം, അത് 
സംഭവിؗുׯതിന് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് തുലّമായിരിׯണം എؗത് ശരിയായിരിׯണം. േല്ׯ g g q g 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് എؗത് േല്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ , ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് g f f q f f c c 
എؗത് േല്ׯ ൈമനസ് ആയി തുലّമായിരിׯണം, ഒ്ؗ ഇവിെട ഓർുׯക q c c g one g 2 f 1 f 2 
ഉം െപാതുവായ സമവാകّം കെ؇ؗു؋തിന് 1 എبാം ഇേؚാൾ അറിയെؚടുؗു, ഈ െപാതു c  c 2 
സമവാകّ؋ിന് യും യും തأിൽ എെؓ׸ിലും ബؖമു؇ായിരിׯണം, കാരണം ഇത് ഈ ര؇് gf c 
േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّെ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ,
അതിനാൽ എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം. ഇതാണ് േْപാؚർ؂ികൾ ഉം ഉം w  hat gf c 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത്, എؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് g g g 
ര؇് െകാ؇് ؛സ് ഒ്ؗ തുലّമായിരിുׯം, അതുേപാെല എؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് q g f f f q
 f c c ്ׯസ് സി  വ؉ിന് തുലّമാകുക, ഇതാണ് നമു؛ ം വൺ ൈമനസ് യു ടു ൈബ കّൂുإസ് ഒ്ؗ , െച؛
ലഭിؗുׯത് ഇത് ലളിതമാׯാം, അതിനാൽ ഇതാണ് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത്, അതിനാൽ ഈ െപാതു 
സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ْശമിׯാം, എؗിവ മാئിرാപിׯാം വലത് gf, c 
വശവും 
അ׹െന െചᅃٝാൽ വലതുവശ്؋ ഉ؇ായിരിؗുׯ െപാതുസമവാകّം നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ q 
ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഇതിന് ഈ പാരാമീئർ ഉ؇ായിരിുׯം , ആ പാരാമീئർ മാؗുئതിലൂെട ന് q q 
കുടുംബ؋ിൽ നി്ؗ വّതُّ ٝസർׯിളുകൾ ലഭിുׯം .  സർׯിളുകൾ 
അ׹െന െചുإേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ഇൻ ആണ്, x y x g 
അതിനാൽ എؗതിന് പകരം നأൾ ഈ വലത് വശവും ര؇് യും ആയി ഇടുؗു, അതിനാൽ g y f f 
എؗതിന് പകരം ഈ വലതു വശവും c 
അ׹െന എؗതിന് പകരം  ഈ പദْപേയാഗം 0 ന് തുലّമാുׯക , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇേؚാൾ െചإാൻ c 
കഴിയുؗത് നമു്ׯ െചإാം 1 ؛സ് ചതുരം 1 ؛സ് ന്െറ ന് തുലّമായി സ്കٔയർ ൈമനസ് 1 ൈബ x q q x 

ചതുര؋ിേല്ׯ എഴുതുക, അതിനാൽ ഈ ര؇് വّതُّ ٝപദ׹ൾ ഉപേയാഗി׺ാൽ ഈ സ്കٔയർ q x x 
മാئിرാപിുׯം , സ്കٔയറിലും ഇേത കാരّം െചുإം , നأൾ y 
അ׹െന െചᅃٝാൽ  നമു്ׯ എؗത് ഒരു ؛സ് െകാ؇് ആയി സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ടു s q x x y g
ഒ്ؗ ؛സ് ടു ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ തവണ ചതുരം ؛സ് ചതുരം ؛സ് ടു ര؇് x f one y c q x y g x 
 ൾ ഈ f yأിന് തുലّമാണ്, ന؋സ് സി ര؇് ഇേؚാൾ പൂജّ؛  ംുׯസ് ര؇് ര؇് ആയി ലഭി؛
ൈسഡിേല്ׯ തിരിെക േപായാൽ , പൂജّമാകാൻ കഴിയിെ്ؗب വّװമാണ്, കാരണം പൂജّമായാൽ q q 
ഇതും ഇതും െപാരു؋െؚടിب, കാരണം ഇത് പൂജّമبാ؋ സമവാകّമب.  പൂജّമبാ؋ ഒരു സമവാകّം 
കൂടിയാണിത്, ഇതിലൂെട ഞാൻ ഉേؐശിؗുׯത്, ആ ഈ സമവാകّ؋ിെല ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവ എഫ് g g 
വൺ, എഫ് ര؇് എؗിവ തുലّമب, അതിനാൽ ഒരു ര؇് എؗിവയിൽ g g f one, f two c one, c two 
നി്ؗ എ്ؗ വّװമാണ്  ഒരു ഇവ ര؇ിെലാെؗ׸ിലും പൂജّമب , അതിനാൽ ഒؗുകിൽ g g1, g2 g1 
ൈമനസ് പൂജّമب അെ׸بിൽ ൈമനസ് പൂജّമب േബാ  പൂജّമാകാൻ കഴിയിب, കാരണം g2 f1 f2 th 
ര؇ും പൂജّമാെണ׸ിൽ േകْؕ׹ൾ ഒؗുതെؗയാണ്, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ഉتത് േകْؕീകൃത 
വൃ׹؋ളും േകْؕീകൃത വൃ׹؋ളും നأൾ പറ؁ ആദّ ൈسഡിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ 
പരُ١രം േഛദിׯിب. പരُ١രം വളെര വّװമായി വിഭജിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകെളുׯറി׺ാണ് നأൾ 
സംസാരിؗുׯത്, പൂജّമبാ؋ ഈ ഗുണക׹ളിൽ ഒെؗ׸ിലും ഇവിെടയു؇് , അതിനാൽ ഇെതാരു 
നിشാര സമവാകّമب , അതിനാൽ ഒരിׯലും പൂജّമാകിب, കാരണം നി׹ൾ ഇതിെന െകാ؇് q q 
ഗുണി׺ാൽ ലഭിുׯം  ഒരു പൂജّം സമവാകّം , തുടർ്ؗ ഇതും ഇതും ഒേര സമവാകّമാകാൻ വഴിയിب, 
കാരണം നി׹ൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ പൂജّമാകണെമ׸ിൽ , ഈ സമവാകّം q q 
ഉപേയാഗി്׺ ഗുണിുׯേآാൾ നമു്ׯ ഒരു പൂജّം സമവാകّം ലഭിുׯം, അേതസമയം ഈ സമവാകّം 
പൂജّം സമവാകّമب, അതിനാൽ ഈ യഥാർ، മൂലّമുت പൂജّമب , അതിനാൽ നമു്ׯ െചإാൻ q 
കഴിയുؗത് ഈ സമവാകّം മുഴുവനായും െകാ؇് ഗുണിുׯക എؗതാണ്, q 
അ׹െന െചുإേآാൾ നأൾ ഇവിെട ഡിേനാമിേനئർ ഒഴിവാുׯം. അേؚാൾ േനടുക എؗതാണ് ഒ്ؗ 
 q s s ؗുׯലഭി ׯിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്؋ി ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് എؗത് പൂജّׯസ് ആ؛
സമവാകّ؋ിന്െറ െപാതു രൂപമാണിത്, നമു്ׯ ലഭിؗുׯ സമവാകّ؋ിന്െറ െപാതുവായ രൂപമാണിത്,
കൂടാെത ഈ സമവാകّം ഒ്ؗ ؛സ് ആയി ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒؗായി എഴുതാം  ഒ്ؗ കൂടി െകാ؇് q s q 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇ാׯി , നമു്ׯ ഇത് െചإാം കാരണം , കൂടുതലായി നأൾ കാണുؗത്, s ah, 
നമു്ׯ ഇത് ؛സ് തുലّ പൂജّമായി എഴുതാം, എؗാൽ ഇത് മെئാؗുമب, ഇവിെട ൈമനസ് ഒؗിന് k 
ഒؗായി ആണ് .  എؗത് യഥാർ،മായതിനാൽ എؗത് യഥാർ، മൂലّമുتതാണ്   കൂടാെത ര؇്q q k 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഈ െക ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായിരിׯരുത്, ൈമനസ് ഒؗിന് 
തുലّമبാ؋ ഏത് യഥാർ، മൂലّവും ആകാം ഇത് വّװമാؗുׯതിന് നമു്ׯ ഒരു െചറിയ ഉദാഹരണം
എടുׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾ ചതുരവും ചതുരവും ؛സ് ഉെ؇്ؗ പറയാം. ര؇് x y x
 ിന് തുലّമാണ്  െസന്റർ ൈമനസ് ഒരു പവർ ൈമനസ് ര؇് , y؋പൂജّ ്׺സ് നാല് ൈമനസ് നാല് ഈ എ؛
മ്ئ സർׯിൾ ര؇് തുലّം ചതുരം ؛സ് ചതുരം ؛സ് ആറ് തുലّം പൂജّം ആയിരിുׯം ഇതിന് s x y y 
െസന്റർ പൂജّം േകാമ ൈമനസ് മൂ്ؗ, മൂ്ؗ േറഡിയസ് എؗിവ നമു്ׯ വّװമായി കാണാം ര؇് 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് ആര؋ിന്െറ 
ആെകു؋കേയׯാൾ കുറവാണ്, കാരണം ആര؋ിന്െറ ആെകു؋ക ആറ് ആണ് , ഇത് ആരം 
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തأിലുت േകവല വّതّാസം പൂജّമായതിനാൽ ഇത് വّװമായും കൂടുതലാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് 
 ്؇എؗാണ് ഇതിനർ،ം, ഈ ര ുؗുׯളിൽ വിഭജിׯിളുകളും ര؇് ബിؕുׯിതി ര؇് സർر
സർׯിളുകളുെടയും ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ സാധّമായ എبാ സർׯിളുകളുെടയും 
സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ,  അതിനാൽ ആ സർׯിളുകളുെട െപാതുവായ 
സമവാകّം ؛സ് തവണ ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട യഥാർ،വും ൈമനസ് ഒؗിന് s 1 k s 2 0 k k 
തുലّവുമب, അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ ഒ്ؗ ചതുരവും s s x y 
ചതുരവും കൂടാെത ര؇് ൈമനസ് നാല് ؛സ് തവണ ര؇് എؗത് ചതുരവും x pl  us four y k s x y 
ചതുരവും കൂടാെത ആറ ് തുലّവും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, നأൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, y k 
നമു്ׯ എؗത് ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം , കൂടാെത തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് s s k 
അനؓതയിേല്ׯ നയിുؗുׯ സമവാകّം പരിധിയിെല പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇ിന് s 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് കൂടുതൽ ശുؑീകരിׯാൻ കഴിയും , ഇത് 1 ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് 1 kx 
 ിന് തുലّമാണ് ky x y؋സ് 6 െക ആയി എഴുതാം, ൈമനസ് നാല് പൂജّ؛ സ് 4؛ സ് 2؛ സ് സ്കٔയർ؛
അ׹െന അ؋രം എبാ സർׯിളുകളുെടയും െപാതുവായ സമവാകّമാണിത്, നأൾ യുെട മൂലّം k 
മാئിെׯാേ؇യിരിׯണം, ഓേരാ തവണയും വّതُّ ٝവൃ؋ം ലഭിുׯം, എؗാൽ ൈമനസ് ഒؗിന് k 
തുലّമെ്ؗب ഉറؚാׯണം, കാരണം ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ പിെؗ  ചതുര؋ിന്െറയും k s y 
ചതുര؋ിന്െറയും ഗുണകം 0 ആണ് , അതിനാൽ െനാؚം ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് നമു്ׯ ലഭിׯാൻ k-
േപാകുؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് ന്െറ റാഡിׯൽ അײമായ ഒരു േനർേരഖയുെട s 1 s 2 0 s 
സമവാകّമبാെത മെئാؗുമب. ഒؗും ര؇ും , അത് സമവാകّമായ സർׯിൾ ആയിരിׯിب ഒരു 
വൃ؋؋ിന്െറ അേയാൺ , അതുെകാ؇ാണ് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായിരിׯരുത് എ്ؗ ഞ׹ൾ k 
പറ؁ത്, അതിനാൽ ആദّെ؋ തരം സർׯിളുകളുെട കുടുംബമായിരുؗു മെئാരു തരം 
സർׯിളുകളുെട കുടുംബം, നമു്ׯ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ ൈْപം നൽകിയാൽ 
നമു്ׯ പറയാം.  അതിനാൽ അത് ഈ സമവാകّ؋ിലൂെട നൽകെ؂, നമു്ׯ ഈ സമവാകّം നൽകുؗ 
ഒരു േനർേരഖ ഉെ؇്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, കൂടാെത ഇവ l 
ര؇ും ഈ േനർേരഖയും ഈ വൃ؋വും ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ പറയാം അെ׸بിൽ 
അവ ഒരു ബിؕുവിൽ േപാലും ُ١ർശി׺ി؂ു؇ാകാം , അേؚാൾ  ഈ നൽകിയിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ 
ൈْപമിന്െറയും ഈ േനർേരഖയും ഈ കവലയുെട േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ 
സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّ؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്. നമു്ׯ മെئെؓ׸ിലും 
വൃ؋മുെ؇׸ിൽ , ഈ ര؇് വിഭജന ബിؕുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ മേئെത׸ിലും വൃ؋മുെ؇്ؗ 
നമു്ׯ പറയാം , റാഡിׯൽ അײം എ്ؗ വّװമാണ്, അതിനാൽ ഇത് െപാതു വൃ؋؋ിന് 
തുലّമായിരിׯെ؂  പൂജّ؋ിേല്ׯ അേؚാൾ ഈ വൃ؋ം നും നൽകിയിരിؗുׯ സർׯിളിന്െറ s-
ൈْപമിനും ഇടയിലുت റാഡിׯൽ അײം ഈ േനർേരഖയായിരിׯണെമ്ؗ വّװമാണ്, അതിനാൽ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ നും പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൈْപം പൂജّ؋ിനും ഇടയിലുت റാഡിׯൽ s s 
അײം പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, കാരണം  േനർേരഖ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളുെട വിഭജന l 
േപായിന്റുമായി േചരുؗു , അതിനാൽ ഈ േനർേരഖ ഈ നൽകിയിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ ൈْപമിെന 

ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ മേئെത׸ിലും p, q 
വൃ؋ം ഉെ؇׸ിൽ അത് വّװമാണ്. ഈ ര؇് ബിؕുകെളയും ബؖിؚിؗുׯ േനർേരഖ പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ നും പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൈْപംുׯം ഇടയിലുت റാഡിׯൽ അײമായിരിׯണം s s 
എؗാൽ ര؇് ബിؕുׯെള േയാജിؚിؗുׯ ഒരു അദٔിതീയ േരഖ എبായ്േؚാഴും ഉتതിനാൽ ഈ 
േനർേരഖ ഈ േനർേരഖയുെട സമവാകّം മാْതമായിരുؗു. പൂജّ؋ിന് തുലّമായ നും പൂജّ؋ിന് s 
തുലّമായ ൈْപംുׯം ഇടയിലുت റാഡിׯൽ അײം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ൈമനസ് ൈْപം s s s 
നൽകുؗു, അതിനാൽ നുأെട െപാതു വൃ؋؋ിന് ഈ സമവാകّം ഉെ؇്ؗ പറയാം.  അേؚാൾ uation 

ൈമനസ് ൈْപം ഈ സമവാകّം നൽകും, എؗാൽ ഈ സമവാകّം എؗ േനർേരഖയുെട ഈ s l 
സമവാകّം അبാെത മെئാؗും ആയിരിׯരുത്, ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഒؗുതെؗയായിരിׯണം 
എؗതിനാൽ, പൂജّ؋ിന് തുലّമبാ؋ ഉ؇ായിരിׯണം , aq 
അ׹െന നأൾ ഇത് േനരി؂് ഗുണി׺ാൽ  ഈ ْപകാരമുت േരഖാ സമവാകّം നമു്ׯ ൈമനസ് q s s 
ൈْപമിനുت സമവാകّം കൃതّമായി ലഭിׯണം, ഇതാണ് കാരണം ഇവ ര؇ും ഒേര േനർേരഖെയ 
ْപതിനിധീകരിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ വാദിു׺, അതിനാൽ നി׹ൾ ഇതിെന െകാ؇് ഗുണിുׯേآാൾ q 
നമു്ׯ ലഭിുׯം , ഇേؚാൾ നമു്ׯ പദെ؋ പദമനുസരി്׺ തുലّമാׯാം. അടിرാനപരമായി 
േകാഫിഫിഷّന്റ് ْപകാരമുت ഗുണകം, കാരണം ഈ സമവാകّവും ഈ സമവാകّവും സമാനമാണ് , 
അതിനാൽ എؗത് ര؇് മട്׹ ൈമനസ് ൈْപം ര؇് മട്׹ ൈമനസ് ൈْപമിനും q mq g g nq f f pq c 
ൈമനസ് നും തുലّമായിരിׯണം ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ഈ മൂ്ؗ സമവാകّ׹ളിൽ നിؗും c 
ൈْപം നമു്ׯ ര؇് ൈْപം ؛സ് ന് തുലّമായ ര؇് ലഭിുׯം. ഇേؚാൾ സർׯിളുകളുെട g mq g q 
കുടുംബ؋ിന്െറ െപാതുവായ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടു׹േآാൾ, ഈ സമവാകّ؋ിെല ര؇് ടു g f, c
എؗിവയ് ്ׯ ഈ പദْപേയാഗ׹ൾ ഞ׹ൾ മാئിرാപിുؗുׯ, കൂടാെത നമു്ׯ ചതുര؋ിനും x y 
ചതുര؋ിനും തുലّമായ ലഭിുׯം , ര؇് എؗതിന് പകരം ര؇് ൈْപം ؛സ് എ്ؗ എഴുതുؗു.  s g g mq 

 സ് x f nq y c pq q mx ny؛ ിׯസ് ആ؛ സ് തുലّമാണ്  ൈْപം؛ സ് ൈْപം؛ ׯസ് േല്؛ സ് 2 ൈْപം؛
 ൈْപം ആണ്, ഇത് േപാളിേനാമിയലിന്െറ p s بാؗുമئിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് മെ؋സ് പൂജّ؛
ൈْപം ആണ് , ഇത് ആദّ ഡിْഗി േപാളിേനാമിയൽ ആണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ െപാതുവായ സമവാകّം l 
അ؋രം സർׯിളുകെളبാം ൈْപം ؛സ് ആയി മാറുؗു പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ s ql s 
എؗത് ൈْപം ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ മാുئേآാൾ എؗത് ഇവിെട s ql q q 
യഥാർ، മൂലّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ ചരിവ് മാുئേآാൾ ഈ സർׯിളുകളുെട കുടുംബ؋ിൽ നി്ؗ 
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വّതُّ ٝസർׯിളുകൾ നമു്ׯ ലഭിുׯം, അത് എؗീ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗു  p, q 
എؗിവയായിരുؗു തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ ൈْപം, തؗിരിؗുׯ േനർേരഖയുമായുت p, q 

ഖ؈നബിؕുׯൾ നമു്ׯ നൽകിയിت؂ു ര؇് േപായിന്റുകൾ ഒ്ؗ ഒ്ؗ, ര؇് ര؇് l x y x y 
എؗിവയുെ؇׸ിൽ , അത് നമു്ׯ കെ؇؋ാൻ താൽؚരّമുെ؇്ؗ കരുതുക, മെئാരു കുടുംബ 
വൃ׹؋െള കണׯാׯാം. ആ സർׯിളുകളുെട സമവാകّം അെ׸بിൽ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും െപാതുവായ സമവാകّം, ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും 
ഒരുേപാെലയبാ؋ിടേ؋ാളം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെടയും കടؗുേപാകുؗ അനؓമായ നിരവധി 
സർׯിളുകൾ ഉ؇്, നമു്ׯ െപാതുവായ സമവാകّം എ׹െന കെ؇؋ാം  ഈ സർׯിളുകളിെലبാം 
നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് ഇനിؚറയുؗ സർׯിൾ പരിഗണിׯാം എؗതാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ 
ര؇് േപായിന്റുമായി േചരുؗു, മധّബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഒ്ؗ കൂടി ര؇് x x ny 
ആകുേآാൾ ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന്െറ മധّഭാഗം ഞ׹ൾ കെ؇ുؗു؋.  ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ര؇ായി , y 
ഈ േരഖാ െസഗ് െമന്റിന്െറ പകുതി നീള؋ിന് തുലّമായ ആരം ഉت ഒരു സർׯിൾ ഞ׹ൾ 
നിർأിുؗുׯ, ആ വൃ؋ം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെടയും ُ١ർശിുׯം അെ׸بിൽ കടؗുേപാകും, 
◌ിനാൽ േപായിന്റുകൾ യിരിׯെ؂  എؗിവയിൽ നി്ؗ നമു്ׯ മെئാ്ؗ ലഭിുؗുׯ , p, qs    o p, q 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ വൃ؋؋ിന്െറ 
സമവാകّം എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാം കൂടാെത ഈ വൃ؋െ؋ സൂചിؚിׯാം ൈْപം എ്ؗ പറയാം, s 
അതിനാൽ ഈ വൃ؋ം സമവാകّം വഴി നൽകെؚടും. ൈമനസ് െസന്റർ േഹാളുകൾ x x 
േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് േകْؕ؋ിന്െറ മുഴുവൻ ചതുര؋ിന്െറ േകാർഡിേന؛ ്ئസ് x x 

ൈമനസ് േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئം ൈമനസ് േകാർഡിേനുئം ചതുരാകൃതിയിലുت y y y y 
േറഡിയസിന് തുലّമായിരിׯണം ഇേؚാൾ ചതുര ആരം ചതുര വّാസ؋ിന്െറ നാലിെലാ്ؗ , ചതുര 
വّാസം ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂർ؉ ചതുരവും ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂർ؉ ചതുരവും നൽകുؗ x x y y p,

എؗീ േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ചതുര ദൂരമبാെത മെئാؗുമب , അതിനാൽ ഈ പദം ഈ q 
വശേׯ്؋ െകാ؇ുവؗാൽ ഒരു ൈമനസ് ഉ؇ാകും  ഇവിെടയും പിؗീട് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ഈ ചതുരവും ഈ ചതുരവും ൈമനസ് ഈ വُٝു വും പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
ഇതാണ് ഈ സർׯിളിന്െറ സമവാകّം വّװമായും ഇതാണ് ഈ നിമിഷം നമു്ׯ ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകൾ നൽകിയിരിؗുׯ നിമിഷം നിർവചിുؗുׯ ന്െറ ൈْപം ഓേ؂ാമാئിׯയാണ്  lly 
നിർവചിׯെؚ؂ി؂ു؇് , ഇത് കാണുകയാെണ׸ിൽ ഉം ഉം േചരുؗ ഈ േനർേരഖ വിപുലീകരിׯാം, p q 
അതിനാൽ ഈ േരഖയുെട സമവാകّം അതിെന െകാ؇് ْപതിനിധീകരിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ പറയാം l 
േനർേരഖയുെട സമവാകّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണؗും ആ േനർേരഖ സമവാകّം കെ؇؋ാനും l 
എളുؚമാണ് കാരണം ആഹ്, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖ സമവാകّം ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ y y x x 
നൽകും, ഒ്ؗ ൈമനസ് ന് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്  ൈമനസ് േല്ׯ ലളിതമാുׯക, y y 2 x 1 x 2 x x 1 

ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, y y y y x x 
അതിനാൽ ഇത് നുأെട ആെണ്ؗ പറയാം അതിനാൽ എؗിവയിെല ഈ ഏക ഡിْഗി l l l x, y 
േപാളിേനാമിയലിന് തുലّമാണ്  അത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമുتുׯത് 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു സർׯിളിന്െറ ൈْപം ആണ് നമു്ׯ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു 
േനർേരഖയു؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു േനർേരഖയു؇് , ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ ഈ l 
േനർേരഖയും ഈ വൃ؋വും വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ നമുׯറിയാം.  എبാ സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുؗുׯ എؗതാണ്  ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ൈْപം പൂജّ؋ിന് തുലّവും ഈ 
േനർേരഖ പൂജّ؋ിന് തുലّവുമാണ്, കാരണം ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ൈْപം രൂപക١يന ْപകാരം l 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ൈْപം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ ഈ േനർേരഖെയ 
ഖ؈ിുׯം ഞ׹ൾ ഈ സർׯിളിന്െറ ൈْപം നിർأി׺ രീതിയാണ് ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയത് , കൂടാെതp 

എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ സർകّൂ؂ുകളുെടയും െപാതുവായ സമവാകّം p, q 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിؗുׯതിനാൽ ഇത് ജനറൽ കെ؇ؗു؋തിന് തുലّമാണ്.  പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ ൈْപം, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗ േനർേരഖ എؗിവ േഛദിؗുׯ ബിؕുവിലൂെട s l 
കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം , ഇത് മുآെ؋ ൈسഡിൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം 
െചᅃٝ കാരّമാണ് .  എبാ സർׯിളുകളും നൽകിയിരിؗുׯത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ ൈْപം ؛സ് ആണ്, ഇവിെട യഥാർ، മൂലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എ׹െന s kl k 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ ൈْപം ഈ ഇടതു ൈക ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിേׯ؇തു؇്.  ഈ s 
സമവാകّം രൂപെؚടുു؋ക, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ൈബ x x x 
ടു ഫുൾ സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് പൂർ؉ ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് y y y x x 
പൂർ؉ ചതുരം ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മുഴുവൻ ചതുരം നാല് y y 
അ׹െന  ഈ സംഗതിയും ഈ പദْപേയാഗവും k 
അ׹െന മട്׹ ഈ സംഗതിയും ഈ േപാളിേനാമിയൽ ൈْപമിനുت േപാളിേനാമിയൽ ആണ്, k ah s 
അതിനാൽ ൈْപമിനുت േപാളിേനാമിയൽ ഇതാണ്, േനർേരഖയുെട ഏക ഡിْഗി s l 
േപാളിേനാമിയലിന്െറ ഒരു ؛സ് ഇര؂ിയാണ്, അതിനാൽ ഈ ؛സ് തവണ ഇതിന് തുലّമായിരിׯണംk k 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗ അ؋രം സർׯിളുകളുെട സമവാകّമാണിത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ, ര؇് ര؇് , x y x y k 
യഥാർ، മൂലّമുتതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ മാറിെׯാ؇ിരിׯാം , നമു്ׯ വّതُّമٝായി തുടരാം k 
വّതّസ് ത സർׯിളുകൾ , നأൾ ഇേؚാൾ ചർ׺ െചയ് ത കാരّ׹ൾ വّװമാؗുׯതിന് ഈ ഉദാഹരണം
എടുׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് േപായിന്റുകൾ ര؇് േകാമ 0 ഉം മെئാരു േപായിന്റ് േകാമ p, q 6 
ൈമനസ് 4 ഉം ഉെ؇്ؗ പറയാം, അവയുെട െപാതുവായ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ 
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ആْഗഹിുؗുׯ.  സർׯിളുകൾ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗത് ഈ ര؇് ബിؕുׯെള 
ബؖിؚിؗുׯ േനർേരഖയാണ് മധّബിؕു ഈ ബിؕു അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ നാല് േകാമ o 
ൈമനസ് ര؇് ആണ്, വّװമായും ഇത് ദൂരം എؗത് എ؂ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് , op 
അതിനാൽ നأൾ ഒരു വൃ؋ം വര׺ാൽ േകْؕം ആരം എ؂ിന്െറ വർ״മൂലമായതിനാൽ ആ വൃ؋ം o 
ഇതുേപാെലയായിരിുׯം , വّװമായും ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും ആ വൃ؋؋ിൽ കിടുׯം, കാരണം 
ഞ׹ൾ ഈ നീള؋ിന്െറ പകുതിയായ റൂ؂് എ؂ിന് തുലّമായി ആരം തിരെ؁ടുു؋ , ഞ׹ൾ 
തിരെ؁ടുു؋ ഈ േരഖാ െസഗ് െമന്റിന്െറ മധّഭാഗം ഈ േരഖാ െസഗ് െമന്റിന്െറ 
മധّബിؕുവായിരിׯണം, ആ സർׯിളിന്െറ േകْؕമാകണം, അതിനാൽ വّװമായും എؗിവ ഈp, q 
വൃ؋؋ിന്െറ വിപരീത അ؋്ئ കിടുׯം, അതിനാൽ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ വّാസവും pq 
സമവാകّവും ആയിരിുׯം  ൈْപം ൈമനസ് നാല് പൂർ؉ ചതുരവും ؛സ് ടു സൂآർ؉ ചതുരവും s x y 
നൽകും, ഇത് എ؂് ദൂര؋ിന്െറ ചതുരമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഈ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം സിം 
ആകാം ײമിׯണം.   ചതുരം ൈമനസ് എ؛ ؂്സ് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് എ؛ ؂്സ് y x y x 
നാല് ؛സ് പْؓ؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഈ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം y 
അതുേപാെല എؗിവ േചരുؗ ഈ േനർേരഖയുെട സമവാകّം എഴുതുؗത് വളെര ബുؑിമുت؂ു p, q 
കാരّമب എؗീ ര؇് േപായിന്റുകൾ േചരുؗ ഈ േനർേരഖയുെട സമവാകّം ൈമനസ് പൂജّെ؋p, q y 

ൈമനസ് ര؇് തുലّമായി ഹരി׺ാൽ നൽകും , അത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് , അതിനാൽ ഈ x 
േനർേരഖയുെട ഈ സമവാകّം ؛സ് ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖ x y 

എؗത് ؛സ് ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ൈْപമും ഈ l x y 
േനർേരഖയും രൂപക١يന ْപകാരം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ കൂടി വിഭജിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ അടിرാനപരമായി കെ؇؋ാൻ ْശമിുؗുׯ. കുടുംബം അെ׸بിൽ ഈ o 
സർׯിളിന്െറ വിഭജന േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗ സർׯിളുകളുെട കുടുംബ؋ിെല എبാ 
സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് .  ൈْപം ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , kl 
ഇവിെട ൈْപം, എؗിവയ് تുׯ േപാളിേനാമിയലുകൾ മാئിرാപി׺ാൽ നമു്ׯ സ്കٔയർ ؛സ് s l x y
സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് എ؛ ؂്സ് ؛സ് നാല് ؛സ് പْؓ؇് ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് k x k y k 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് െപാതു സമവാകّം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെടയും കടؗുേപാകുؗ 
അ؋രം സർׯിളുകെളبാം പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ എؗ േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ p 
എبാ സർׯിളുകൾുׯമായി ഞ׹ൾ കെ؇؋ിയ െപാതുവായ സമവാകّം ഇതാണ് ര؇് േകാമ 
പൂജّവും ആറ് േകാമ ൈമനസും  നാല് വളെര വّװമായി ഇത് ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ ഒരു q 
സമവാകّമാണ്, കാരണം മട്׹ യുെട ഗുണകം ഇب, യുെട ഗുണകം പൂജّമാണ്, x y xy s 
ചതുര؋ിന്െറയും ചതുര؋ിന്െറയും ഗുണകം അേത തുടർؗുت സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ y g f 
ൈമനസ് ആണ് െക ൈമനസ് എ؂് സൂآർ؉ ചതുരം നാല് ؛സ് െക ؛സ് നാല് പൂർ؉ ചതുരം നാല് c 
ൈമനസ് പْؓ؇് ൈമനസ് ര؇് െക , ഇത് ര؇് െക സ്കٔയർ ൈമനസ് 8 െക ؛സ് 80 ൈമനസ് 48 ؛സ് എ؂് 
െക നാല് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ര؇് െക സ്കٔയർ ؛സ് തുലّമാണ് പൂജّേׯ؋ാൾ കർശനമായി വലുതായ 
മുؚ؋ിര؇ിൽ നാെല؉ം, അതിനാൽ വّװമായും ഇത് ഏെത׸ിലുെമാരു സർׯിളിന്െറ 
സമവാകّമായിരിׯണം, ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും ഈ സർׯിളിൽ കിടുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ േനാׯാം, 
അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിൽ ര؇് േകാമ പൂജّം ഉെ؇്ؗ പരിേശാധിׯാൻ 
മാئിرാപിുׯകയാെണ׸ിൽ. സർׯിൾ ഇടത് വശ്؋ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇് െയ ഇടും , y 
കൂടാെത ഉت ഈ ബഹുപദ സമവാകّം ര؇ിനും പൂജّ؋ിനും തുലّമാേണാ എ്ؗ േനാൂׯ സമം x y x 
ര؇ിനും നും തുലّമായ ബഹുപദം 4 ؛സ് 0 ؛സ് ൈമനസ് 8 തവണ 2 ؛സ് 12 ൈമനസ് 2 y 0 k k 
ആയിരിുׯം, അത് 4 ؛സ് 2 ൈമനസ് 16 ؛സ് 12 ൈമനസ് 2 ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് k k 
റؐാുׯകയും 4 ؛സ് പْؓ؇ും  പതിനാറ് ൈമനസ് പതിനാറ് പൂജّം െസ  യഥാർ،؋ിൽ ഇടത് വശം 
ആഹ് അടിرാനപരമായി ഈ േപാളിേനാമിയൽ പൂജّമായി കണׯാുؗുׯ, അതായത് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ ഈ വൃ؋؋ിൽ ഈ േപായിന്റ ്കിടുؗുׯ, അതായത് യുെട ഏത് മൂലّം k 
തിരെ؁ടു؋ാലും, യുെട ഏത് മൂലّം തിരെ؁ടു؋ാലും നമു്ׯ കുറ്׺ ലഭിുׯം സർׯിളും ആ k 
വൃ؋വും ഈ േപായിന്റിലൂെട ര؇് േകാമ പൂജّം കടؗുേപാകും  , ഈ േപായിന്റിന് ആറ് േകാമ 
ൈമനസ് ഫ   ർ ഉപേയാഗി്׺ ഈ സമവാകّം പരീײി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ സമാന കാരّമാണ് അ   
 ؋ിളുകളുെട കുടുംബെׯത്.  സർؗുׯൾ ഈ ْപഭാഷണം അ   സാനിؚിأിൽ ന؋പഭാഷണْ ؋ു◌
കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുׯം , തുടർ്ؗ മുൻ പരീײകളിൽ നി്ؗ സർׯിളുകളുെട കുടുംബ؋ിെല 
ചില െവുبവിളി നിറ؁ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുׯം,  നؕി Pru
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