
 వృޑफ ల 11వ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనం ࡓంݡ వృޑफ  ߝఅ ޴फంࣆࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ࡱ
షరޜ ߘޔ ऴߦరంࣃࠚफ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ బܽद మనంڒ ࠭ సంࡏڷ ࡹफڕࣆۯం݄ ఆ ࣄबߖޒ మࡍంత కݎనంڴ ah
߰ం࠭ޑ޶ ah 
फޑవృ ݡంࡓ ల ښంऴ޳ల మధङ ࢐ङ రం޷  రࣃ बం ࠴తफం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మࡓ ࠾ࡍంښ ݡంऴ޳ల మధङ
ఈ ޷రం ࢐ ݞږङ రࣃ बం ࡅకए  సంߪరप వङ ङޑ సం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄, ఈ పࣄࡍबࡓ ࡹޒంݡ వృޑफ  ݡంࡓ ࡱ
వదभ కࣃࡱफ యߦۮ ࠭࠲ ߖओ ం࠼ߦ ࠭ ऱܿ మనం ߖ޵ऒ  కݎనంߧ۫ ڴంచనపओ  ,ڔܽ
फޑవృ ݡంࡓ ,ం݄ڕࣆۯ फࡏڷ ంۨࡍڷ ళऱడంࢗ ڕ޶బܽद మనం ࠭ంڒ ऒߕࣆ ఉం݄ ఒకܽ ࡱ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ऒߕࣆ ݡంࡓ ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ఒకܽ ߕࣆऒ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ంݟ

ఒకܽ మښ ࠾ࡍంऴదం ఈ ࠉం࢓޶ వߤ మߕࣆ ࠾ࡍऒ छ޳ సࠬకరణం ݡంࡓ న࠳సࠪన ړ  r o s ࡌ
ఇవछ బݟన ఈ వృతफం ࢐ङ రࣃ बం ࡓంݡ మࡓ ࠾ࡍంݡ వదभ ښంऴߖ޳ऒ  కڵ࡯ ఉందߩۮ ߖओ ओߩం, అ޳ంڕ  r o ݡ
࢐ङ ఈ ࠭࠲ ఖङ .࠭ࣃۯ ߘ
ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ    ࢐ङ రࣃ बం ࠴తफం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అࡓ ޴ంݡ వృޑफ ల ࢐ङ రࣃ बం ce 
మధङ  సంߪరप వङ ङޑ సం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ , ఈ పࣄࡍबޒ సంభ࢑ంۨనߩओ फޑవృ ݡంࡓ ,ݡ ठڴࡍస ࡱ  ݡంࡓ 
फࣃࡱంటऱ వదभ క࠼ߦ యߦۮ ࠭࠲ ߖओ ࠭ మݞږ ࠭࠲ ࠾ࡍ అ࡮ అޙ࠼ ఈ పࣄࡍबޒ జޙڵࡍ 
फޑవృ ݡంࡓ  ల వదभ࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ࡱ
కࣃࡱफ ओߦۮ ݞږ ߖఅ ࠼ ం సڴࡍठ  ఒక ࠼ߦంࡓ ࠭࠲ ݞږ ݋ంݡ వృޑफ ల ښంऴ޳ల మధङ  రం޷ 
࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  వङ ङޑ సం ࡅకए  సంߪరप ࡱ࢑వڕ సࠪనంڴ ఉం݄, ఆ సందరग ంࡓ ࡹంݡ వృޑफ  ࡱ
అంతర ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ޑకడం వలऱ ࠭࠲ ఈ ఆࣣ ߘ ఉ޳హరణ ޳छ .ంۧ࠭ࡍ࢑వ ݞږ ࡌ
 వృޑफ ఉతओ ࡮ఎ ࡱޔबࣄࡍఈ ప ࠾ࡍమ ࡏࣃڶ ࡱ నऒ మߧ۫ ࡆޑ࢓ంۧ࠭ ࠭࠲ ߗڒ ఈ ऴపకటనలߘ 
అࡍڒ߅కం޳ࡶ ڴ కݎనంߧࡐߖ ڴంచڒ ޶ࡶబܽद ࠭࠲ ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ࡮అ ݡ फࣃ  బܽद మనంڒ ࠭

అۮ ߖపओ ంߨ݇  ݟ ఇࡓ ࢑ంݡ వృޑफ కएࡅ దܽ వృతफం࠴ వృతफం ޴ఇ ڕబܽद మనڒ ࡱ  సࠬకరణం ఒకܽ t s 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ݡంࡓ క వృతफంࡖమ ޴ఇ ࠾ࡍంऴదం ఒకܽ మښ న࠳సࠪన ړ  o s ࡍప޶బܽद తڒ సࠪనం ړ
చరऐ फࣃۯ మనం ࡹ ం ߄ࣃరణతࡹڝ ߘओ కएࡅ దܽ వృతफం࠴ మనం ݞంڕ  ࢐ङ రࣃ बం ࡓండవ వృతफం ࡅకए  
࢐ङ రࣃ बం కం݄ ఎڕए వڴ ఉందࡓ ޳ࡶ ߖండవ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ बࡌࣃ फࣃఊࣕ ߖఉంܿంద ڴసࠪనం ړߖ ࠭ 
 ޳ࡶ
కएࡅ ండవ వృతफంࡓ  ఈ ښంऴߖ޳ऒ छ޳  फࣃۨࣇ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ  అ࡮ంటߩओ घڻ࣊ ߤࡷ ఈ ,ݡ ం݋ ߰డ࢓ o2 d 

కڵ࡯ ఉంܿం޴ , ఈ ࡓంݡ వృޑफ छ޳ ࡱ  ఒకܽ o102 p o ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ࡹంటऱ࠼ߦ ݦంచబۨࣇ ࡌ
మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߖ ఈ ړ కڡߜ द ࣆۯफం޴, ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞంచ࡯ࢣࡍప ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ भ޳ ం ޳ࡶ o p
ओߩۮ फޑవృ ݡంࡓ ఈ ࡹలޔबࣄࡍం  ఏ ప޳ంڕ ठڴࡍకܽ సڜߖ޳ఒక ࡱ  ఒకڜߖ޳కܽ ڒ ࠼ޑڕޑబܽद మనం ݞږ
మన ࠭ߘపܽ ఉపߕङ  ం݄ڕࣆۯ फࡏڷ ऱࢁమ ߘలࣃ
, ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఒకښ ߖߖ޳ంऴదంߩۮ ڴओ కएࡅ దܽ వృతफం࠴  ం޳ంڕ  r 

మࡓ ࠾ࡍండవ వృతफం ࡅకए కएࡅ ంऴదంښ  ࡍఆڝ  नࠪڒ ࡱ ݋ߝ అۮ ߖపओ ంݟ, ఆ߯ ఒక ࡅకए  ab c d p 
߰డ࢓ సओ షदంࡓ ڴంࡅ ݡకए  ఒక ߰డࡓ ࢓ంݡ మࡅ ߖ޵ ࠾ࡍకए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ అߩۮ ߖओ  ం.r o p r޳ంڕ
फࣃۨࣇ ޜల ࠾ࡍమ ߖ ݋ం࠼ߦ  ࠭, ఆ߯ మనం ߦۮ ݞږओ పచऐڕబܽद ఈ ఆڒ ࠭  ۪కए ల ࡔఖ p x y x 
అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖ ݞږ అڼ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ڝణం 
అߩۮ ߖओ . ం޳ంڕ

అࣿړߖ సంబం߅ంۨ ఒక ڒబܽद ఈ ڝణం ܼޓ అ࢑ ޻ధంڴ ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖڕ సంబం߅ంۨ  x p o 
కएࡅ ݡంࡓ ݟంߘ छ޳ ޴ణం, ఇڝ  పओۮ ߖందݟంచబۨࣇ ࡌ ంݟ, po p phi 
మనం ࡓంߘ ݡంݟ ఈ ఆڕపచऐ వదలవ۪ऐ ڴలంబం ړ .o 
 ۪కए ల ࡔఖ ڒబܽद ఈ లంబంڴ ఈ ࠉం޳ ߘ࢓޶छ फࣃۨࣇ ࡌ ࠭, ఇకए డ లంబంڴ ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖߘ m 
క޳ࡱभ ం, మనం ఈ ࠼ߦం݋ ऴ࢐యగޙڵ࡯ , ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ x p 
ऴ࢐యవ۪ऐ ࡹపంࡐ వ߇ంۨ ऴ߅సంబం ړంܽݟంࡓ .
  సࡍए ओߩऴ࢐࣋ట ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ࡱ ࡽ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ݡ ࡍఆڝ  न݋ߝ ల࠴ ߘదܽ p  oint p p 
వృޑफ फࣃ۫ మనం ࡹపంࡐ వ߇ంۨ ऴ߅సంబం ړߖ ࠭, ఒక ప ऱ࣒  వڕܼޓ ࣒ڒ ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޴ߝx r y 

 ప ऱ࣒  వڕܼޓ ߤࣄ ߤ సࠪనం అߖ మ࠾ࡍ పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ फޑండవ వృࡓ    ంۨ b r x y߅సంబం ړߖ
ऴ߇వ ߖߦࡐऒ  
కڵ࡯ ఉనऒ  సందరग ంࡹ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ओߩఇ ݡంࡓ   మనం x c r cos phi y d r sin phi ah ݡ
ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరߖހऒ  సమం ۯయవ۪ऐ छ޳ ߖ޵ , ఆ పऱ࣒ ڕమన ࡌ

వࣆफం޴  ఒక ࣄ ܼޓ ࣒ڒ పऱ࣒  ఆ࡛ ݀ ࠀ ࣒ڒ మࠉ ࠾ࡍ పऱ࣒  ఆ࡛ వܼޤ ߤࣄ ߤ ఇߩओ పऱ࣒ ݟ ݡ  ఆ࡛ ݀ ߤࣄ r 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ݀ కం݄ ఒకܽ޶సࠪనం ఎం ړࠀ వ అ࢑࠙ ߖంۧ࠭ ڒబܽद మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭  r r 
ऒߖ޵  ఈ ࢙ࢗڕࣆޓ ڕߩళޑం ڒబܽद మన࠳ ڕన࣒  ప ऱ࣒  r one cos theta c a r two cos phi 
మ࠾ࡍ  పऱ࣒  మ࠾ࡍ ఇߩओ  r one sin theta d minus b r two sin phi ࡹమనం ఈ సࠬకరణం ݡ
ఈ సࠬకరߖހऒ  వࡎ ठకࡍంచవ۪ऐ  మݟܔ ࠾ࡍంచవ۪ऐ  ߘలހసࠬకర ݡంࡓ బܽद మనం ఈڒ ߵఅ ߖ࢐ܽ 
࣋ए छ ప  ڕమన ޙߧ࡯క ߖ࢐ܽ ,ࣄۯ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ వࣆफం޴  ఈ ఎడమ ޒۯ r one square cos square theta 
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ए࣋ ߤవ ߩ࢙ छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ ఈ ࣋ए ܼޓ ࡛ छ సࠪనం పऱ࣒ ړ ࡛  r ߖ޵ 
࣋ए छ ࡛ ఈ ࢑షయం ࡅకए  వࡌठ న࣒ ఒక ࣋ए࠳ న࣒ ఈ పదం࠳ ړߖ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ  c c r ࠀ ࡛
 ప ऱ࣒ ఇకए ࠾ࡍమ  ݡంࡓ న࣒࠳ ࣄ ݀  డ ఈ ࡍߖ भషद పదం ࡅకए  వర ठ࠭  తफం ar cos phi d b࠴ న࣒࠳ 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ ࡛  ప ऱ࣒  r phi d b r sin phi ࠾ࡍమ ݡంࡓ ړࡹ న࣒࠳ ݟంߘ ݡంࡓ 
फ ࣋ए࣋ۯ కృతంࢁసర ߖߖ޳ ࠭࠲ छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛  అ࢐ ߝసफߖ࢐ऒ  ఉపڵࡆంۨ ߤࣄ ࣋ए छ  cos ߕ޼ఏ ޴ߝఅ ܼޓ ࡛
ए࣋ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍఒకܽ మ ړܼޓ छ పऱ࣒ ࠀ ࡛ ए࣋ ߤࣄ  छ फࣃڵࡆమనం ఉప ߖఒకܽ అ ݞږ ࠀ ࡛ ࠭, cos 
అߩओ ए࣋ ߤవ ڕమన ݡ छ న࣒ ఎ ࣋ए࠳ ࣄ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ న࣒࠳ ݟ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆ࡛ ݀ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  r r ࣄ ݀ ܿ 
న࣒  ప࠳ ޴फంࣆవ ړࡹ ऱ࣒ ओߩన࣒ ఇ࠳  తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒  న࣒a cos phi d b sin phi c a d࠳ 

తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ బܽदڒ రऴసంޔతफం చ࠴ छ ࡛ ప ऱ࣒  ల మధङb cc d b޳ంऴښ ݡంࡓ రऴసంޔతफం చ࠴ న࣒࠳ 
కएࡅ రం޷  ࣋ए छ ࡛ न ߰డ࢓ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ 
छ޳ మనం ߖߖ޵ ంచవ۪ऐۨࣇ ࡌ  చޔరऴసం ఒకܽ ࡓ ޳ࡶంݡ చޔరऴసం ࣄۯ, ఇకए డ మనం ఈ పదం ڝసంd 
మనం ށڷంۨ, ޳छ फࣃڵ࠙ కం݄ ݡంࡓ ఏ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ అకए డ ߰ందడం ޳छ మనం ఇకए ࡌ డ అݩ ఓ ࡓంݡ d 
ఉంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ప޳లࡹ అݩ ఒకܽ ఓ ࡓంݡ ఉంచవ۪ऐ .
 ۨవړࡍ మనڕ ఒక చޔరऴసం ࡓంݡ చޔరऴసం పऱ࣒  ఒకܽ ࡓంݡ చޔరऴసం పऱ࣒  r r o r ݢ ݡంࡓ ݡంࡓ 
ఒకܽ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࠳న࣒ ݀ ࠀ ࣒ڒ పऱ࣒  o c a by d one o d b d o ړࡹ ࠀ ߤࣄ ݀ ߤవ ࠑ న࣒࠳ 
వࣆफంڒ ޴బܽद ݋ࡵ ఈ ࡓంݡ పࡱ޳ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, ఈ ఉࣣ ࠳ ࣄన࣒ ఎ ݟ ࠑ వߤ ఓ ݀ మ࠳ ݟ ࠾ࡍన࣒ ࠉ 
మघࠒ పܽߘ࠭ ࠭࠲ ߖఓ ݀ అ ߤవ ݟ ࠑ  ణڝ ఏࠫటం݄, మనం ఈ లంబ ޴ۯంߧߖక ڕమన ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ڕ
ऴࠜޒజం߯ దృࢳद ࣋ࡍࣃफ.

ఒకܽ ࡓంݡ అߩओ న࣒ తపओ࠳ ޶ڒ ఏࠬ ݡంࡓ న࣒࠳ ޶ڒ మనం ఒక ఏࠬ ݡ   o o m o m c ao m d b 
మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ మనం ఈ ڝణం ࣃۨࣇ ߖफ औ࡮ఆ ޴ణం ఇڝ బܽद ఈڒ ࠭ फࣃۨࣇ ޜ ࠭ m o1 o2 c 
औ࡮ఆ ࣒ڒ फ࣋ڵ࠙ ޜ కం݄ ݡంࡓ ఒకܽ ߖ న࣒࠳  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࣋ڵ࠙ ޜ݀ ߖफ ࣌ߤ a o d d b do one o 
ఆ࡮औ  అ࡯ޙ ߖకڴ ۫డవ۪ऐ .s 

మనం ࣒ڒ ߖߖ޵ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤ࣌ ޴ఇ ࠾ࡍమ ڴ ఈ వङ ڕబܽद మనڒ ࠭ޑ޶ం߰ ڴ ڔ फకరణ ఉంܿం޴,   o 
అޙ࠼ ఇ࣒ڒ ޴ ఎ ࠉ ࣒ڒ పऱ࣒ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ࠉ ߤࣄ ఎ ߤࣄ  కएࡅ  తపओ ࣒ڒ   
మࡖకܽ ޶ڒ.
 ఆ࡮औ ఇవछ ڕవ మనࡱ࢑  బݟన ࡓంݡ వృޑफ ల ښంऴ޳ల ڝఆࡍ न݋ߝ ల߯ తపओ  మࠬࡔ ఆ߄రపݟ ఉండదݞږ ߖ 
సओ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఆ࡮औ  మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद మన࡯ޘ ڕయࠀ ޴ߖ మࡱ࢑ ܼޓ ࠾ࡍవ ఎం޶కం݄ 
మనం  ࡓంݡ వృޑफ ల ఖండన ࠉంࡱ࢓޶ మనڕ సڴࡍठ ࡯ޘయవ࡯ޘ ߖయ޶ మߝߖ޳ ࠾ࡍ మన ऴపయతऒ ం 
ఒక పదम߰ࡐ ߖޒం޴ంచడ࠲ ఇకए డ ࠪ ऴపయతऒ ం 
ఖండన ࠉం࢓޶లߘ వࡎ ठకࡍంచړߖݞ ఒక పదमߖޒ కھߘనడం ڒబܽद ࠼ߦం ऱܿ  ఖండన ఈ ࡓంݡ ऴ߇వ ߦࡐల 
छ޳ ఇవछ ࡌ బݟంڒ ,޴బܽद మనం ߖࠀ కھߘనగڵ࡯న ࣾణం అߘ ܼޓ ޳ࡶ ࠀ ޴ంݟ సओ షदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
ఇకए ࠭࠲ డ ߘܼޓ అߘకࡍంۧ࠭ ڒబܽद ఇߩओ ऒߖހఆࣣ ఈ సࠬకర ݡ  ۫࣋फ మనڕ ఇకए డ ఏࠫ ఉం޴ 
అ޴ߝ ऴߦథࠫకంڴ మనڕ ऴڝޒణࠫޒ ఉంܿం޴.

కएࡅ  సࠬకరణం ࡹ షएࡍబܽद మనం పڒ  బܽद ఈ సࠬకరణం ఖۨऐڒ ంచగల࠭ࡍ తంڴ ఈ  te phi rms 
సࠬకరణం ఒక చޔరऴసం ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒకܽ ࡓంݡ చదరߩ పऱ࣒  r r d o r 2 do 1 o 2 ࣒ڒ ݡంࡓ 
ఆ࠳ ࠀ ࠆన࣒ ఆ࡮औ  ݡంࡓ ޳ࡶ సࠬకరణం ڕకం݄ మన޶ఎం  ࣆࡱޘ ޵ޒऴప ߖࡹబܽद ఈ సࠬకరణంڒ 
వృޑफ ల మధङ޳ంऴښ ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ࡱ  ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ڕరం మన޷ 
ఈ ڝణం ఆ࡮औ ओߩఇ ,ࣆࡱޘ  ऒߖހఈ సࠬకర ࡍࣃఒక ,ࣆࡱޘ ߖఅ ࠀ ޴ߖయ࡯ޘ ݡ  పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ  ࡌ
మనం ڝࣆࡱޘవ۪ऐ छࡌన తࣄ࡯ޘ  త మనం ۧࣆ ࡮లభంۯ ڴయవ۪ऐ ఇకए ߘవࡱ࢑   డ phi phi 
ఉంచంݟ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ఖండన ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ߰ందగల࠭ ڒబܽद ఈ సࠬకరణం ߘంݟ 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ڕమన ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭  ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ࡓంݡ చదరߩ పऱ࣒  ఒకܽ phi r r d o 
 r ڴ ࡽక߸ڴऴ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ݟయంۯ ݡంࡓ ޳ࡶ ఒకܽ ݡంࡓ  ࠼ఉంܼ ݡంࡓ ࡱࣃరऴޔతफం చ࠴ ݡంࡓ
ऒߖހమనం ఈ సࠬకర ړߖݞనھߘక ߘవࡱ࢑ ࠀ ڼ࡯యగۯ  పࡍషए ࠾ࡍఅࣾం మ ࢓ࡱߖ ࠭࠲ బܽदڒ ,࡯ంۧࡍ
߯ ࠆڴऴ ࠾ࡍజ సࠪంతర అࣾం మޒऀ వङ ړࠀ  औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ڴకంࡔޒ కएࡅ  ऱߦ ߖ  फࣃۯ ݋ cosࠀ ࠆఆ ࣒ڒ  ࠭
औ࡮న࣒ ఆ࠳   ఇڼ࡮ కߧߖంచవ۪ऐ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ   అߩۮ ߖओ ऒߕࣆ ࠀ బܽदڒ ,ం޳ంڕ  అ࠼నߩओ  ࠀ ݡ
औ࡮న࣒ ఆ࠳  ఆ࡮औ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ఐ ࣒ڒ   ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࠆఆ ࣒ڒ   అం݄ ࠀ అ޴ߝ ఆ࡮औ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ࠆఆ ࣒ڒ   
అ࠼నߩओ ओߩۮ ߘవࡱ࢑ ఈ ݡ .ం޳ంڕ
బܽद మన దగڒ ޴ంޔ޶ం߰ ߖవ ఒకܽࡱ࢑ షदࡍగ ߖ޳   ठర ఇ࡮ంܽ࢑ ఉߕऒ యߩۮ ߖओ  ఒక ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕ
ࡍߪ फ చऴకం ڒబܽद ఈ ࡱ࢑వ ࡓంݡ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ ࡱ࢑వ ߖ޳ కߖషद ࣃब  pi phi ߝڕࡏۯ ړ࠼
۲ట ఉంܿం޴ 
ओߩబܽद మనం ఎڒ फࣃ۫ ݡ ࠭  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ओߩసࠪనం అ ړ  औ࡮న࣒ ఆ࠳ ݡ కएࡅ  న࣒ phi pi࠳  phi cos 
ఒకܽ ڒబܽद అ޴ ߰ందగڼ࡯ కߗస ࣃధङ ం ࡱ࢑వ మ࠾ࡍ ఇ޴ వదभ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ phi pi ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ 
ఇ޴ ఇߩओ సओ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ షदం࣋࡯ޘ ڴफ ఈ సࠬకరణం ࡅకए  ڵ࡯క ߘవࡱ࢑ రपߪన ఒక సంߩ࢙ ݟڕ 
ఉంܿం޴, అ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, అߩओ एࢲࡍప ڕమన ݡ రం ఉంܿంڒ ޴బܽद 
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మనం ఈ ࡱ࢑వߘ అࣾం ߘంޒऀ ݟజ సࠪంతర ࣃब నऴభంశం ޳छ ړఒక పం ࡌ फ ޳छ ంచవ۪ऐۨࣇ ࡌ  బܽद xڒ 
మనం ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖߘ ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
एڕవ ఒకܽ కం݄ తࡱ࢑  ݟంڝߘఅ ݞږ ޙ࠼అ ޣ  వ అߖ అڕߘం޳ం, అ޴ సړߖڴ సࠪనం అڕߘం޳ం s 
సగం ఇకए ޙ࠼సࠪనం అ ړߖڴవ సࡱ࢑ బܽद ఈڒ డ ఎకए  సగం ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ఉంܿం ݩ
ఆ߯ ఈ ࡱ࢑వڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴.
 సగం ۮపओ ం࠭࠲ ,ݟ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉనऒ  ۪కए ల ࡔఖࣃڶ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ అࣾం ߘంݟ సړߖڴ x x 
बࣃ  నऴభంశం ۮంڒ ,࠭ޑ޶బܽद ఈ ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖ ڝసం వऴకࡔఖߘ కޒफࡍంۯ ऴపࡱࢡ޻ cos phi 
ఎం޶కం݄ ఈ ఆڕపచऐ ړన పం࠳సࠪన ڕవࡱ࢑ సం ఈڝ ࠆڴఈ ऴ  ޴ఉంܿం ڴతంށగڣࡔ ఖࡔ  फ y 
సࠬకరణం ڒబܽद ఈ ఆڕపచऐ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ఖࡔ  ఎకए ߘఖࡔసం వऴకڝ  డ కࣆۯ ݋फంڕࠬ ޾ సओ షदంڴcos phi 
ఈ సందరग ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ ఈ ,ࣆࡱޘ ంࡹ ఇ޴ సగం అޙ࠼ అߩओ  ޶ఐ  ݡ
కएࡅ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ వࡱ࢑ ఈ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴవࡱ࢑ ఈ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ   ఈ ࡱ࢑వࡹ 
ङݡࠪ ల࣒ ࡱ࢑వ ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ంత వరݡࠪ ڕङ ల࣒ ࡱ࢑వ ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ 
తڕए వڴ ఉం݄, ࣆలభంڴ ۫డవ۪ऐ .
 t  ޑ  
ఈ ࡍߪफ ఒక ࡍߪ फ చऴకం ڒరణంࡅ ڴకए एࢲࡍప ݡంࡓ  ओߩఎలऱ ࡱࡌ ఇకए ,࠼ఉంܼ ݢ డ ఈ సࠬకరߖހऒ  phi 
సంతృߧफపࡓ ۯࡍంࡔ࢘ ݡछ  phi ࠼ఉంܼ ࡱవࡱ࢑ ࡏ
మ࠾ࡍ ఈ ߩ࢙ ݟڕ ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంݦ సంߪరप ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉం݄ అ޴ జޔڷࡏం޴.
 ఉ޳హరణ࠭࠲ ڕ సగం ߕڕࣆޓऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఆࣣ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఐࡅ ޶కए छࡔ࢘ ݡంࡓ   ࡱవࡱ࢑ ࡏ
అޙ࠼ అ࡮ అޙ࠼ ఈ ߩ࢙ ݟڕ ఒకߖ޳ కం݄ తڕए వ సంߪరप ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉనऒ ࡍߖ  भషद సందరग ం ࡓంݡ 
సࡍए दࢲదృ ࣋࡯కܽ కڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ ంړߖޑ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴.
 సڴࡍठ  ړన࣒ ఒకܽ࠳ ޳ࡶ ఒకܽ ޜߖ޳ఒక ߩ࢙ ݟڕ ఈ ޙ࠼ంటऱ వదभ అ࠼ߦ ݡంࡓ ంటऱ వదभ࠼ߦ ݡంࡓ 
సࠪనంڴ ఉం݄, ఈ ߩ࢙ ݟڕ ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉం݄ ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖ ఇ࡮ ఉంܿం޴ .
 ఒకࡅ ߖ޳కए  ఈ ࡱ࢑వڕ అڷߘణంڴ ఉనऒ  ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖ ఈ వऴకతߘ ఒ۲ ښట ޔڕޑం޴, ఇ޴ 

औ࡮న ఆ࠳సࠪన ړ औ࡮సࠪనం  ఆ ړ ޴సࠪనం, ఇ ړ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡓంݡ వృޑफ కܽ phiڜߖ޳ఒక ࡱ phi
ࡍఆڝ ఆ , ࠼ޑڕޑ न݋ߝ ల ޳छ ࡍఆڝ నݟంచబ޴అం ࡌ नࡱ ݋ߝ ఈ సࠬకరణం ޳छ ఇవछ ࡌ బడ࠼ޑ, అޙ࠼ 
ఈ ࢐ ߩ࢙ ݟڕङ రࣃ बం మښ ࠾ࡍంऴ޳ల మధङ औ࡮రం ఉం݄ ఆ޷  ڴసࠪనం ޜߖ޳ఒక ߩ࢙ ݟڕ సࠪనం ఈ ڕ
ఉంܿం޴, ఈ ࠳ ߩ࢙ ݟڕన࣒ ఒకܽ సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ ఉనऒ ڴసࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݞږ ޴అ ݡ ओߩ  y ݡ
ఆڕపచऐ  ۪కए ల ࡔఖ ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంݞږ ࡹ ఉంܿం޴  ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۯࡍ

వ ఖۨऐࡱ࢑ తంڴ ఒక݄, అం݄ ऴߦథࠫకంڴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ phi pi ݋ం࠼ߦ ఒక ښఒ ړ న࠳సࠪన ړ  phi xy 
ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴, ఇకए డ ఈ ࡓంݡ సࡍए ङޙబܽद ఈ ऴపڒ ࠼ޑڕޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ క సందరग ంࡹ ఈ ݟڕ 
एࡍస ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ޳ࡶ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ߩ࢙  వదभ ࢓޶ంࠉ ఒక ښకܽ ఒڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ
కࣃࡱफ యߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ అం݄ ऴߦథࠫకంڴ అ࢑ ఒక ࠼ߦంࡹ ݋ ఒకڜߖ޳కܽ ޑڕޑయߖ అర बం.

కएࡅ   ఈ మࡓ ࠾ࡍంښ ݡంऴ޳ల మధङ एࡍస ڴరం పరం޷  r 1 r 2   ݡంࡓ ఈ ښޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ ah 
సందࡌग లߘ ఏ޴ ఎ࡮ వࡎ ठకࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ऒޒऴపయ ړߖݞడ۫ ޾फంࣆ फࣃ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭  ݦ
ओߦۮ ओߩۮ బܽद మనంڒ ࠭ రऴసం పऱ࣒ޔచ ݡంࡓ న࣒࠳ రऴసంޔం ఒక చ޳ంڕ  ఒకܽ ࡓం࠴ ݡతफం r r o 
చޔరऴసం ޳छ పओۮ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ సࠪనం ݡంࡓ ࠪڒ ఒక ݡంࡓ ݡంࡓ ࡌ ంݟ మ࠾ࡍ ఇړߖ޻ ޴ r d o 
అڷߘణంڴ ఉంܿం޳۫ ޾भ ం ڒబܽद ఇ࣒ڒ ޴ ఆ࠳ ࠀ ࠆన࣒ ఆ࡮औ  ߝޙ࠼అ ࡮అ  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕ
జޔڷࡏం޴, మనం ߖߖ޵ పࡍషए ऒޒऴపయ ڕ޶ంۯంࡍ ంۨనటऱޙ࠼, మనڕ కߧߖం޴ۯ ఏࠫటం݄, ఒక r 
చޔరऴసం ࡓంݡ చޔరऴړߖࣃ సࠪనం పऱ࣒  ఒకܽ ࡓం࠴ ݡతफం చదర࠳ ߩన࣒ ࡓంࡓ ݡంۯ ݡయంݟ r o r 
ఒకܽ ࡓంݡ అం݄ ఒక చదరࡓ ߩం࠳ ݡన࣒ ۯయడం ఒకܽ ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం o r r o 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ۯయడం ఒకܽ ࡓం޳ࡶ ݡ ఒకܽ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ r r o r o r 
ओߩఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړߖݞయۯ సओ ݡ షदంڴ ఈ ࣃ ࣆښధङ ం ޶ڒ ఎం޶కం݄ ࠴ ࠭࠲ద ऱ݇  r 
ఒకܽ ࡓంݡ మړߖࡌ޷ ࠾ࡍ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ అߦۮ ߖओ ࠭ r d 
ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ ओߩరం ఎలऱ޷  ధङࣃ ޴శం, ఇڒఈ అవ ޴బܽद ఇڒ ޶ڒ ࠲ణࠪࡍల పږޒऴప ݢ ం ޶ڒ 
ఒకए ښబܽद ఒڒ  అవڒశం ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ పࣄࡍबޒ మࡖకܽ ښ , ޶ڒంऴ޳ల మధङ ࢐ङ రం޷  రࣃ बం ޑ࠴फ  ړߖ
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒక షర࠳ ߩ࢙ ݟڕ ࡹߖ޵ ,ޔన࣒ ఒకܽړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అ܉ ޙ࠼ङ  ڴయంޓࠫ
भ޳۫ ݞږ ం ߖ޵ అర बం ఏࠫܽ, ڒబܽद ࡓంښ ݡంऴ޳ల మధङ ࢐ङ రం޷  రࣃ बం ޑ࠴फ ओߩన࠳సࠪన ړߖ  ఈ ݡ
వङ ڔ फకరణ ࠳న࣒ ఒకܽ అޔ࢓ం޴  అం݄ ࠳ ࠀన࣒ ఆ࡮औ కएࡅ   ࠀ ڴథࠫకంߦऴ ޴ఇ ޳ࡶ న࣒ ఒకܽ࠳ ࣒ڒ 
సࠪనం ڒబܽद ࠳ ࠀన࣒ ఆ࡮औ  ऴߦథࠫకం޳ࡶ ߯ ڴ ऴߦథࠫకంڴ ఆ ࠀ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ బܽद మన వదभڒ సࠪనం ړ߯ 
ఉనऒ औ࡮ఆ ࠀ ޴  ప ऱ࣒ అర ߖసࠪనం అ ړ߯  बం.
 ఇߩओ भࡿࢗ ڵࡍޒ ړ మనం ఈ ߸గ࡛ ݡ ం, మనం ࠀ అߧۮ ߖओ నߩओ అర ߖ޳ ݡ बం ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, ڒబܽद ࠭࠲ 
ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  ప ऱ࣒ ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ߯  ऒߕంܿڕߘంۧల߅ࢬࡍప ߖޒबࣄࡍఈ ఆࣣ ప ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ ࠭ 
भ޳۫ ۃం࠻ బܽद ఆࣣ ఈڒ ం  ڒబܽद ఈ ڝణం ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद ఇݟ 90 ޴ऴࡱڶ ఈ ڝణం ఇకए డ సओ షदం2 ڴle 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ छ޳  ऒߖހڝ ణం ఈڝ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߯ ࡌ  o 1 o 2 po 1 o 2 p ܼࠊ 
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छ޳ फࣃۨࣇ ࡌ एړࡵ ߘܼࠊ ణంڝ బܽद ఈڒ ࠭ ంచవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఇࠀ ޴ ఇ90 ޴ ఇ࠳ 2 ࠑ ޴న࣒ ఆ࡮औ  pi 
ప  ڴܼࠊ ܼࠊ బܽदڒ ޴फంࣆవ ڕబయట ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  ఆ࡮औ ओߩఇ ,޴फంࣆవ ڴసࠪనం ړࠀ న࣒࠳   pi pi ݡ

ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ  దృశङ ࠭࠲ ݡ ం  ऴపࣆफతం పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭, ఈ ߖࠀ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ phi pi ޜ߯ 
భࡎ फ ࣋ۯफ, ఇ޴ జ࢐ ܼࠊ ,ޙڵࡍసफߕࣆ ړߖ࢐ऒ ऒߕࣆ ܼࠊ సࠪనం ړ ऒߕࣆ ܼࠊ ޙ࠼సࠪనం, అ ړ  సࠪనం ړ
అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद మనం ఇߩओ ऒߕࣆ బܽदڒ ࠭ޑद ߭డࢳజం߯ దృࠜޒఈ ऴ ݡ  o one o two p ړ
సࠪన࠳న ܼࠊ అం݄ ఈ ڝణం ߕࣆ ܼࠊऒ పओڕ ړ  అం݄ p p ޴ఉం ߯ߖ޵ ݋ం࠼ߦ అం݄ ఈ ޴ంޜࠓలږ
ఈ ࠼ߦం݋ ߯  సరళ ࡔఖߖࡹ ఒకܽ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ మధङ  ఎకए  బܽद oڒ ݡంࡓ ఒకܽ ఓ ࡯ݞఒక۲ట ఉం ݩ
ऴߦథࠫకంڴ ఈ ऴࠜޒజం ఓ ఒకܽ ߱ ࡓంڒ ݡబܽद ࣄࠐ  ఈ ऴࠜޒజం ࡓంݡ o one po 
ం࠼ߦ ऱܿ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  ఎకए ఉనऒ ݩ ऒߕࣆ ܼࠊ బܽदڒ ޴ంޔ࢓ఖ అࡔ సరళ ޜ ݋ం࠼ߦ  o p ړ
సࠪన࠳నߩओ ऒߕࣆ ܼࠊ ݡ ओߩన࠼߱࡯ږ ړ ఆ సందరग ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏజ ޴ఇ ݡ ంߖ޵ ࡹ ऴߦథࠫకంڴ 
అర बం ఏࠫܽ  ڒబܽद ఈ ࣆښ ऴߦథࠫకంڴ ఏࠫܽ అం݄, ఈ పࣄࡍबޒ ऴߦథࠫకంڴ అర बం ఏࠫܽ అం݄, మనڕ 
దܽ వృతफం మధङ࠴ एࡍండవ సࡓ ڕమన ࠾ࡍమ ޴ఒకܽ ఉంܿం ࡹ మధङ ࡽ  o2 అ࢑ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ
ఒకڜߖ޳కܽ ࠼ߦ ښޑం݋ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ठڴࡍస ࡱ  ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ఒకڜߖ޳కܽ ࠼ޑڕޑ, ఇ޴ అߝ p 
అర ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ సరళ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ࢓޶ంࠉ ఈ ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ बం ఇ޻ మ࠾ࡍ ఇ޴ p 
ఖ మధङࡔ సరళ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ  ఎకए మధङ ࠾ࡍఒకܽ మ ݩ  ఉంܿం޴.o 
ऒߕఉ ంܽ࢑࡮ఇ ڕబܽद మనڒ ݡంࡓ  సంపరए ޴ఇ ݡంࡓ ఒకܽ ࠼  o o p ڴమనం లంబం ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ 
పओۮ फ వదभ࣋ڶ వछߖ ంڒ ݟబܽद వదभ మనం ఈ సరళ ࡔఖڕ లంబంڴ ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद  ఈ లంబంڴ ఈ p p o 
ओߩఅ ,޴ఖ ఉంܿంࡔ ࡯ߗ  ߖࡹఖࡔ ࡯ߗ ఈ ݡ
ఏࠉ ߕ޼ం࢓޶ మ࠴ ࠾ࡍదܽ వృతफంࡹ ఈ ښంऴదం మధङ  ఉనऒ  అޒ తڕए వ ޷రం ښంऴదం ߘంݟ ఈ సరళ 
 ڕఖࡔ
లంబంڴ ఉం޷ ݦరం అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ మ࠾ࡍ లంబ ޷రం సओ షदంڴ ఒక ఎం޶కం݄ ࠭࠲ ఈ p 
घࡍߖ ڕవర ݡంࡓ ఒకܽ ݟంߘ లڶऴݟ ంࠢޛ ߘఖࡔ ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఒక ࠴దܽ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం o p 
ओߩం݄ ఇڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ࡔఖ߯ మࡔ ࡯ߗ సࠪనం, ఈ ړరం ఒక ఒకܽ޷ బܽद ఈڒ సओ ݡ షदంڴ  p r 
ఒకߘ ߖ޳ంݟ ఆ ࠉం޷ ࢓޶రం ఖۨऐ తంڴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ఒకړߖ޳ దగ ठరڴ r 
ఉంࠉ ݦం࢓޶ ఈ ࠼ߦం݋ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߕంܿڕఎం۪ ߘ࢓޶ంࠉ కࡖఖ߯ మࡔ సరళ ݡ ࠭ , p 
అڒ ޶ڒ ޴బܽद ఆ ࠉంࡅ ࢓޶కए రం సओ޷  షदంڴ ఉం޴ p 
ఈ ࡯ߗ సరళ ࡔఖ߯ ڕڒంݞ మࠉ ߕ޼ࡔం࢓޶ ఈ ࢐ङ రࣃ बం ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ p r 
అం޶వలऱ ఆ ࠉం࢓޶ ఈ ࠴దܽ వృతफం ࡱࢗపల ఉంܿంߕࣆ ޴ऒ  ఏ s sh ࠭࠲ ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ړ
ఖ߯ ఉనऒࡔ సరళ ݞంڕڒ ݟంߘ  ڴ࢑ధం ޻అ ,޴ఉంܿం ڴ࢓ࡱࣆ ࡮ۧ ߕ࠼అ ࢓޶ంࠉ  ఏࠉ ߕ޼ం࢓޶ p 
ఈ ࡓండవ వృతफం ࡱࢗపల ݞږ ఉంܿందࡐࣃ ߖపङ  ఆࡏठङ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘల ݋ం࠱  ࡮ۧ పడం۫ ࡌ
ऒߖఅ ߖࡹఖࡔ వలऱ సరళ޶అం ࠾ࡍలభం మࣆ ం࠼ߦ  ऱܿ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠪऴత࠲  వృతफం ࡓంݟంܽߗ 
ఖ߯ ఉనऒࡔ న సరళړޑ एࡍస ݡంࡓ ఖ ఈࡔ వలऱ ఈ సరళ޶అం ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ ఈ ࢓޶ంࠉ   మ pࡹ࢑ ڕల ࡽ
తపओ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ  మࡖకܽ ڒ  ޶ڒబܽद ఈ పࣄࡍबޒ ఒకܽ మనం ఇߩओ  d ݡంࡓ , ఏࠫటం݄ ޴నࣄ۫ ݡ
అ࡮ మ࠾ࡍ ఇߤ అޙ࠼  ఈ పࣄࡍबߘ࠭ ࠪ ڕࠬ ޒపܽ ఉపߕङ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ࡱࣃ  ం݄ڕ
, ఇ޴ జڵࡍనߩओ డ࡮ऱ फޑవృ ݡంࡓ ޴ఇ ,࠭ޑࠋۮ ࠭࠲  కएࡅ ࢓޶ంࠉ నړޑ ࡱ  సంపరए  ࢓޶ంࠉ 
ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ  ఒښ సరళ ࡔఖࡹ ఉం݄ కߘక ࡓంݡ వృޑफ ఉనऒ ࡱ  ޙ࠼అ ݋ం࠼ߦ ࢓޶ంࠉ 
ఒకڜߖ޳కܽ ޑకడం అం݄ ఈ ࠉం࢓޶ ఈ సరళ ࡔఖ߯ ఒకܽ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ p o o 
మధङ  ఉంܿం޴ అߩओ फޑవృ ݡంࡓ ఈ ݡ హङࠈ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ంޑڕޑ ڴయߖ మనం ߧۮओ నߩओ ओߦۮ ݡ ࠭ 
s  o
 అంښ޶ మనం ۫ߧం޴ۯ ఏࠫటం݄ , ࡓంݡ సࡍए హङࠈ ࡱ ࡽ ంړޑ ڴనటऱޙ࠼ 
एࡍస ݡంࡓ , ల మధङ ࡽ పऱ࣒ ߤరం వ޷   ݀ అߖ ߖజం అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߖ޵ऒ ओߩఇ ࠭࠲   ఆࣣ R r ݡ
కݎనంߧ۫ ڴంۧ࠭, అޙ࠼ మࡖకܽ ࡍڷంۨ ఏࠫܽ  ࡍవ࡛झ  ఆࡏठङ फޑవృ ݡంࡓ ڕమన ݋ం࠱  ࡱ
ఇవछ బݟందߩۮ ߖओ ల మధङ޳ంऴښ ࠾ࡍం మ޳ంڕ ࢐ङ రం޷  రࣃ बం ޑ࠴फ పओۮ ߖసࠪనం అ ړߖ బݟం޴ 
వ࡛झࡍ ޴బܽद ఇڒ  ఆࡏठङ ల మధङ޳ంऴښ బܽद మనంڒ ݋ం࠱ పओۮ ߖరం సࠪనం అ޷  బݟం࢐  ޴ङ రࣃ बం ࡅకए  
ओߩతफం అ࠴ फޑవృ ݡంࡓ ݡ ఖۨऐ ࡱ తంڴ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ࠈహङ ంޑڕޑ ڴయߖ అర बం, p 
అߖ ޴జంߖ ڴజం ఎం޶కం݄ మనం ఈ సࠬకరణంޜ ऴߦరంࠚంۨ, ఇకए డ ఈ వङ ڔ फకరణࡹ ఆࣣ అߖ 
ఉంۨనటऱ࠳ ࠀ , ޙ࠼న࣒ ఆ࡮औ కएࡅ   అߖ మనࣆࡱޘ ڕफం޴ వߤ ࣋ए छ న࣒ ఆ࡛ ݀ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  cos r 

వߤ ఓ ݀ ࣟࡽ ࣋ए छ छښఓ ݀ ఈ ߤఆ࡛ ݀ ܿ వ ݀ ࠑ ࡛ షࡹ ߤ మనం ఈ ݢ వߤ ఓ ݀ߖ వߤ పऱ࣒  ఆ࡛ d r 
 ޴ంޔ࢓అ ߤన࣒ వ࠳ వࡱ࢑ ఈ  ޴ࡃࠓवసफం మనం ۫డࢡ తށగ  ݟయంۯ ڴभ޴ڜ ఉంۨ ڴసࠪనం ړ݀
మ࠾ࡍ మࢁऱ ߖ޵ అర बం ߕࣆ ܼࠊऒ అర ߖసࠪనం అ ړ बం అޔ࢓ం޴ అం݄ ࡓంݡ సࡍए  వదभ p ࡱ ࡽ
ఒకڜߖ޳కܽ ڒ ࠼ޑڕޑబܽद ߕࣆ ܼࠊऒ ओߩऱనࢀࢗ ړ ऒߖ޵ ݡ .޶ڒ కషदం ࡮ۧ ݞږ యడంۯ ܘࡷవ܌࢑ 
 ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ ఈ ࠼ۯ మ࠾ࡍ ఈ ࡓ ޜంښ ݢంऴ޳లߘ క߮࡯ సరళ ࡔఖ ࢙ࡌ ߩవడం r 
ऴߦరంࣃࠚफ फޑమనం ఈ వృ ޙ࠼అ ,࠼ ऒߖ మघߜ   బܽद మనంڒ ޴ంޔڷࡏజ ޴ఇ ߝफ࣋࡯޴క ړబయܽ ڴ޴
సࡍए ओߩంۨన࡯తర ړబయܽ ߘ ࡽ  ంతࡍమ ߖߖ޳ మనం ܼࠊ ࡽڵం࠻ అం݄ ఈ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
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࠭ంڕ޶ తర࡯ంۯ వరڕ తڵ ठంచడం ऴߦరంࣆࠚफం޴, మనం ߩ࢙ݟڕ సమం ࣋ۯफ ఇ޻ పదम޳࢑ ࡹޒङ  ڕबలࡏ
࢐ङ ओߩన࠼߱࡯ڵࠫ ڴమం࠻ एࡍస ݡంࡓ ఈ ,ݡ ఖۨऐ ړߖݞకޑ ࡹޒపదम ښఒ ࡱ ࡽ తంڴ ఒక ࠼ߦం݋ 
ఉంܿం޴.
  ఈ సࠬకరణం ࡅకए న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ   ఈ సࠬకరణం ࡅకए పऱ࣒ ޒۯ   వړ ߤ సࠪనం ఎం޶కం݄ మనం ࠳న࣒ 
వߖ ࣒ښ ߤ ࠭ం࠭ࣃ۫ ڴ޶, అ޴ పऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం అޙ࠼, ఇకए డ ߘంݟ మనం ۯయగలమߖ sh 
۫పవ۪ऐ ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ   మనం r r r ࡹ࢑షయం బܽद మనڒ సࠪనం ړݡంࡓ న࣒࠳ రం ఒకܽ޷ 
एڕకం݄ ఒకܽ ఎ ݡంࡓ వ ߕڕࣆޓऒ ࢐ङ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ࠭ రࣃ बం ࡅకए  సంߪరप వङ ङޑ  సࠪనం r ړߖࣃ
అޙ࠼ ఇ޴ సࠪనం కߘక ఒక ఏڛక పࢲࡍए రం ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ  phi phi ߝసࠪనం అ ڕ
 ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ړߖ޳
छ޳ హరణల޳ఉ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޜࡱ޶క ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ పవ۪ऐ۫ ࡌ  
एࡍబܽद సڒ ల వదभ ఉనऒ ࡽ  వృޑफ फనऒࣆࡱల వదभ క࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ࡱ ओߩ ओߩనړޑ ఆࣣ ݡ ఒక దృశङ ݡ ం 
ఉంܿం޴,  ఈ సందరग ంࡹ ఈ ۨనऒ  వృతफం అޙ࠼ ఇߩओ  ంతࡍమ ړ࡯పࡹ  ޴ంޔ࢓అ ܼࠊ ణంڝ ఈ ݡ
కޔࡱ޶నऒ ओߩ ంܽ దృశङ࡮ఇ ݡ ం ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇښ ޴ంऴڴࡱ޳ ఉంܿం޴, ఇښ ޴ంऴ޳లߘ కߤࡷ ߮࡯ 
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ܼࠊ ࡽڵం࠻ ఈ ݡ  r  ޴ంޔ࢓అ ܼࠊ ࡽڵం࠻ ݡ
ఇ޴ అږङ ओߩఇ ޴ఉం ڴ ݋ అసओ ޴అ ݡ షदంࡍࠪ ڴం޴ ఎం޶కం݄ ఈ వృతफం ࡹపࢀࢗ ړ࡯च ం޴ మ࠾ࡍ అ࡮ 
జڵࡍనߩओ एࡍండవ సࡓ ݡ ఖۨऐ ࡮ۧ ړ࡯పࡹ ࡽ తంڴ కޔࡱ޶ం޴, అښ ޴వలం ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ߭దभ 
సࡍए ఆ సందరग ,޴ంޔڕޑ ߘ ࡽ ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఇڒ ޴బܽद ఇ࠼ߦ ޴ంڒ ݋బܽद ఆ సందరग ంࡹ ఏࠫp 
జޔڷࡏం޴ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए డ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒకܽ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఒښ సరళ ࡔఖࡹ p o p 
ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఇܼࠊ ޴ అ࠼నߩओ  pi o pߗڒ ޴ంޔ߱࡯ږ ࡹఖࡔ సరళ ݡంࡓ జం ఒకܽࠜޒఈ ऴ ݡ
న࣒ ఒక సందరग࠳ ,ఏࠫటం݄ ݞޙ ݟంߘ ࣒ښ ߤన࣒ వ࠳ ంࡹ ऴࠜޒజం ఒక సరళ ࡔఖࡹ o 1 o 2 p 
పओڕ న࣒ 1 ఉనऒ࠳ ڕబܽद మనڒ ఒక ޴అ ,޴ం࡯ږ ओߩ  po 2 o p ړࡹఖࡔ ఈ సరళ ݡంࡓ జం ఒకܽࠜޒऴ ݡ
పओڕ న࡯ږ ऱܿ మనం ۫ࣄనటऱޙ࠼ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ మధङ o o p ,޴ఉంܿం ݡంࡓ ఒకܽ ޜ  po 
ఎం޶కం݄ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ మధङ  ఉంڒ ޴బܽद ࠭࠲ అڵ࠭ ࡮ంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍp o p 

మధङ  ఉనऒ ం޶న  ࡓంݡ మ࠾ࡍ అ࠼ߦ ߤڒ ޴ߝంࡓ ݋ంݡ వృޑफ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ښޑ ࡱ ङ࢔  హం o p 
फޑవృ ݡంࡓ బܽदڒ హङࠈ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ం࡯ڒޑ ڴ అࡌߖ ࠭࠲ ߖम  ,ంۧ࠭ࡍ
అޙ࠼ ఇߩओ ఈ పऱ࣒ ݡ  వߤ సందరग ంࡹ మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄, ऴࠜޒజం ఒక సరళ ࡔఖޔ߱࡯ږ ࡹం޴, 
అ޴ ఓ ࡓంڒ  ݡబܽद సओ షदంڴ ఇ޴ వృతफం ۨనऒ  వృతफం ࡹపߘ ࡯ంݟ ߭దभړޑ ڴ޴నటऱޙ࠼ ࠪऴత࠲ ఇ޴ p 
జޔڷࡏం޴, ఎం޶కం݄ ࡓంݡ వృޑफ న సओړޑ ࡱ రज ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ ࢓޶ంࠉ ޳ࡶ ࢓޶ంࠉ   ఉండ޶, 
ओߩనڵࣃ ڕ޶ం࠭ ߗڒ ,޴ఉంܿం ࡹఖࡔ సరళ ښఒ ޴అ ߗڒ మధङ ߘఖࡔ ఈ సరళ ࠭࠲  ݡ फࣃ߮࡯క ࡹ ࠭ 
మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ మࡍంత ఉతओ घڻ࣊ ߤࡷ బܽदڒ ޴फంࣆࡱక ړߖ࢐సफ࢐ ޴फ, అ࣋ۯ फޒ ం݋ ఒకܽ ࡓంݡ p p o 
ړపం ޴ఇ ߗڒ ޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ ښఒ ޴ఇ ޙ࠼అ ,޴పల ఉంܿంࡱࢗ फ ࢑࠙గంࡹ ఒకܽ ࡓ ޳ࡶంݡ ࠙గం ޶ڒ 
మࡓ  ࠾ࡍంݡ సࡍए అంతర ࡱ ࡽ ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ࡯ڒޑ అࡌߖ ߖम  ޴ంޔݡసࣔయప ڕࠪ ޴ఇ ړߖݞంచࡍ
మࡏ࢑ ړߖ޵ ࠾ࡍదमంڴ ఇ޴ షరڴޔ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం మరۨ߱ޙ, మనం ۫࣋फ ࠬࣃࡱޘ ڕ అߖ 
.లభంࣆ ࡮ۧ ంచడంߧ۫
 ఈ సࠬకరߖހऒ తపओ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఉంۧమ ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ࠭࠲   ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ߖߖ޵ ࠭࠲ ,
ఉంۧ࠭ , ࠭࠲ ఏࠫ జޔڷࡏంݞ۫ ޾లߕڕߘऒ ࠭, ఎం޶కం݄ మనڕ ఒښ పࢲࡍए రం ఉనऒ  ݡంࡓ 
దృࢡङ ల߯ ࠪڕ ఆసړ फ ఉం޴ ఎం޶కం݄ మనڕ ఉనऒ ओߩ కएࡅ  ݡ  ఒښ ఒక పࢲࡍए రం ऴߦథࠫకంߖ޵ ڴ phi 
అర बం ࡓంݡ సࡍए फࣃࡱక ࠲۲ట ࠪऴత ښకܽ ఒڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ  ,ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړ ݭ࠼కం݄ మనం ఈ సऱ޶ఎం ,࠼
మనࡔ࢘ ڕछ ఉనऒ ࡱవࡱ࢑ ࡏ టऱࡅ ,ޙ࠼కए  ऴపࠚ࢑ ޒనऒ  phi p ڴణంڷߘఅ ړ ݋ం࠼ߦ ࡔ࢘ వࡱ࢑ 
ఉంܿం޴.
 మనం ࡍࠪ ߖऐ నటऱޙ࠼ , మڝ ࠾ࡍఆࡍ न࠼ޑࡏࠪ ࡱ ݋ߝ అం݄ మనࠚ ڕనऒ बࣃ న ఖండన࠳ నం phi x y 
లࣆࠚफం޴, అߖڜ ࠭࠲ ޙ࠼ऒ  ऴపޙङ క దృࢡङ లࡹ ఈ ߩ࢙ ݟڕ పऱ࣒  వߤ ఉనऒ  ऴపޙङ క దృࢡङ ల࠭ࣃ۫ ࡹ.
  అܿవంܽ సందࡌग ల࠳ ࡹన࣒ ఒకܽ ࠪऴతࡅ ࠀ ࠲కए  పࢲࡍए రం ޳ࡶ ఐࡅ ޶కए  ఒక ࡱ࢑వ ࠪऴత࠲ 
ఉంܿం࠭࠲ ,޴ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए फࣃࡍ ఖۨऐ ࢓ࡶ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ ࠭ తంڴ ఒక ࡱ࢑వ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
సओ షदంڴ ఐࡱ࢑ ޶వ ࡓంݡ సࡍए సओޒऴప ړ ݋ం࠼ߦ ठ ఒకڴࡍస ࣋࡯క ࡱ ࡽ ం޴ంచంݟ అం݄ ऴߦథࠫకంڴ cor 
ఆ సమయంࡓ ࡹంݡ సࡍए ఈ సందరग ࠾ࡍమ ࠼ޑڕޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ ం࠭࠲ ݞږ ࡹ ఈ పࣄࡍबޜޒ 
ऴߦరం࣋ࠚफ ࠭࠲ ఈ పࣄࡍबޜޒ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ అڝࣆࡱޘ ڕࠬ ࠭࠲ ߖవ۪ऐ  మࡏࠬ  ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వߘ 
ఇకए డ ఉంۨనటऱޙ࠼ , ఈ ߩ࢙ ݟڕ పऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం అߖ మనం ۫ࣃफ  ڴథࠫకంߦబܽद ఆࣣ అం݄ ऴڒ ࠭
అం݄ ఈ షరߖ ޔజ࠲ అ࠼నపओ एࡍస ݡంࡓ , ڔܽ అంతర ࡱ ࡽ ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ړޑన ऱܿ ݞږ అర बం.
ओߩఇ ߘߝ  రप వङߪరం సం޷ , ఏࠫటం݄ ޴ంۨనߧ۫ ݡ ङޑ फޑవృ ݡంࡓ , ޙ࠼సࠪనం అ ړߖࣃ  d ࡱ
అంతర ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ࠼ޑڕޑ మړߖ޳ ࠾ࡍ ࠭ంࡓ ޶ంݡ వృޑफ అంతర ࡱ ठతంړޑ ڴనటऱࡓ ,ޙ࠼ంݡ 
వృޑफ అంతర ࡱ ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ړޑనటऱޙ࠼ అߩओ  యడంۯ ݡంࡓ ޳ࡶ ంۧ࠭ ఒకܽߧ۫ ࠭࠲ ݡ
అ޴ߝ సంߪరप వङ ङޑ హङࠈ అ࢑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࣃ ంړޑ ڴన సందరग ంࡹ మనం ۫ߧంۧ࠭ మ࠾ࡍ ࠪ
.࠭ࢡ۫ ݞږ ࡹపܽߘ࠭
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फޑవృ ݡంࡓ  फࣃࡱకܽ కڜߖ޳ంటऱ వదभ ఒక࠼ߦ ݡంࡓ ޳ࡶ కܽ ఒకܽڜߖ޳ఒక ࡱ  ఒకܽ ߩ࢙ ݟڕ బܽद ఈڒ ࠼
కం݄ తڕए వ పࠪࡍణంࡹ ఉనऒ టऱޙ࠼ అ࢑ సڴࡍठ फࣃࡱంటऱ వదभ క࠼ߦ ݡంࡓ   ࠪ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ సంࢩ࢑ ࡹ ऱࢳంۧ࠭ ڒబܽद ࠪڵऒ ङ݀ एڕఒకܽ కం݄ త ݭ వڴ ఉం݄ , ࡓంݡ వృޑफ ठڴࡍస ࡱ  
फࣃࡱంటऱ వదभ క࠼ߦ ݡంࡓ ङݡࠪ న࠳సࠪన ړߖ޳వ ఒకࡱ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ࠼ ల࣒ కڵ࡯ ఉం݄, ࡓంݡ వృޑफ  ࡱ
ఒకڜߖ޳కܽ ࠼ޑڕޑ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వ ఒకߖ޳ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ అߩओ కएࡅ  ޶ఉండ ޵ఏ ݡ  phi 
పࢲࡍए రం ఈ ࡱ࢑వ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄, ࡅ ߖ޵కए  సంߪరप ࡱ࢑వ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄, 
సओ షदంڴ ఐࡅ ޶కए  పࢲࡍए రం ޶ࡶ ఎం޶కం݄ ߤ࣌ڜ ఫంࣾࡅ ߤకए  ప߅ࡍ పऱ࣒  వߤ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వߤ 
మధङ  ఉంܿంߖ޵ ,޴ అర बం ऴߦథࠫకంࡅ ڴకए  పࢲࡍए రం ޶ࡶ అం݄ ऴߦథࠫకంࡓ ڴంݡ వృޑफ  phi ࡱ
ఒకڜߖ޳కܽ ޑక޳ࡶ ࢓ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ కࣃࡱफ फޑవృ ݡంࡓ , ࠼ फࣃࡱక ࡱ  ఈ b ڴभ޴ڜ ࢐తࡏత ࠾ࡍమ ࠼
సందరग ంࠊ ࡹజగړߖޑށ సంబం߅ంۨ ࡓ ࠭࠲ంݡ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ య࡯ޘ ڕࠬ ߖయܑ࠭ࢡ, 
అࠈ ࢑హङ ం޳ࡶ ڴ అంతర ठతంࣆࡱޘ ڕࠬ ޾ࡶ ࡆޑڕޑ ڴ మ࠾ࡍ ఈ అࣣ ऴపޙङ క సందࡌग ऒߖ  
ࢩ࢑ ऱࢳంచడం ۧ࡮ కషदం ޶ڒ మ࠾ࡍ 
ङߕపܽ ఉపߘ࠭ ࠭࠲ సంߧۮ ࡹओ న ऱܿ ࣆ࢑࠙ ߘߝफߕऒ ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ ఒకܽ ߘ  కం݄ o r r ݡంࡓ 
తڕए వ మ࠾ࡍ అ޴ సంߪరप వङ ङޑ సం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ కߘక ఇకए డ ఈ ࠴దܽ ࣆښ ఖۨऐ తంڴ ఈ 
పࣄࡍबړޒ సࠪనం ڒబܽद మనం ఏࠫ ࢑ ࠵ࢡۯవࡍంచ࠭࠲ ړߖݞ ఒక ۨనऒ  ఉ޳హరణڕࣆޓ ߘంܼ࠭ 
ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనం ఇపओ ܽవరڕ ఏࠫ ڒ ࠭ࣃۯబܽद మనࡓ ڕంݡ సࡍए ऒߕఉ ࡱ ࡽ యߩۮ ߖओ  ,ం޳ంڕ
ࡍఆڝ ޴బܽद ఇڒ न݋ߝ అࣾం మ࠾ࡍ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद మనڕ ఒక వృతफం ఉంښ ߖ޵ ,޴ంऴదం ࠮లంࡹ x y 
ఉం޴ మ࢐ ߖ޵ ࠾ࡍङ రࣃ बం ߖ࠿ ݡ࠮ ऱܿ ߩۮओ .ం޳ంڕ
  వృతफం ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࠴ ޴దܽ వృతफం మ࠾ࡍ మనڕ మࡖక సࡍए ऒߕఉ ݡంࡓ ࡱ ࡽ యߖ 
ओߩۮ ऒߕࣆ ࠪڒ ޶ఐ ࡹ ݋ం࠼ߦ ం , ఈ޳ంڕ  ఉంܿం޴ మ࢐ ߖ޵ ࠾ࡍङ రࣃ बం ߖ࠿ ݡ࠮ ݞږ ऱܿ అߖ 
ओߩۮ ࢐ङ ښఒ ݢంࡓ వ  ఇ ఇతర వృతफం ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕ बࡌࣃ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంܼښ ߗڒ ࠼ంऴࡔ࢘ ࡱ޳छ  ࡏ
छࡔ࢘ ࡹల޳ంऴښ ࡍఆڝ ࡏ न݋ߝ లߘ కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद అ࢑ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ మ࠾ࡍ వదभ కࣃࡱफ  p q ࠼
మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల ڝసం మనం ऴ࢐࣋फ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴࠜޒజం o 1 o 2 p o one o 

అం݄ మనڕ ఒకܽ ࡓ ݡ࠮ంݡ࠮ ݡ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఐڒ ޶బܽद ఈ సందరग ంࡹ two p r r d one o 
మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफం޴ అం݄ మనం అߘసࡍంۨనటऱ߄ࣃ ࠭࠲ ޙ࠼రణ ڝ ࣆښసం ࡍߪ फ ࣄۯన అࢩ࢑ ޻ ऱషణ, 
అߩओ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ,ఏࠫటం݄ ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ కएࡅ  బܽद ఆࣣ ఇకएڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ࣒ڒ  డ ఆࣣ 
ࠪ ఆ࡮औ  ఆ࡮औ కएࡅ  మధङ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࣒ڒ  ధङߖޒߦऴ ࡹ ం వࣕంۧ࠭ 
छ޳ ంऴదంښ ࠉ ࠪڒ దܽ వృతफం࠴ కएࡅ ండవ వృతफంࡓ ࡌ ࢐ङ ࠪڒ  రࣃ बం ޳छ  దܽ వృతफం ఒకܽc d r࠴ ࡌ
మࡓ ࠾ࡍండవ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ࡓం޳ ݡछ ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡌ  r o ݡంࡓ రం ఒకܽ޷ 
छ޳ యడంۯ ࢐ङ ࣆښ ޶ఐ ࡹ޶ఇం ࡌ రࣃ बం ࡓంݡ࠮ ݢ ఈ సందరग ంࡹ అ޴ߝ ఆ܊ࡍ  అ޴ߝ ab ncd 
ఆ࡮औ కएࡅ   ఐߕࣆ ࠪڒ ޶ऒ ङޙఈ ऴప ޴న࣒ ఇ࠳  క ఉ޳హరణړ ah cos c a by d one o two, ah c 
औ࡮ఆ ߤ࣌ బܽद ఒకܽڒ ޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ޶ద ఐࠬ ޶బܽद ఐڒ ޴ంޔ࢓అ ޶న࣒ ఐ࠳  a cos alpha n 
సओ షदంڴ ఉంܿంߕࣆ  ޴ऒ  ఎం޶కం݄ ߤࣄ ఆ࡮औ  d ڕమన ړహరణ޳బܽद ఈ ఉڒ ࠉ న࣒࠳ ߯݀ ఓ ߤవ ݟ 
ఉనऒ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ࠾ࡍమ ޴ కएࡅ  ए࣋ ߤవ ޴ఆࣣ అం݄ అ ࣒ڒ  छ ए࣋ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  r r d ړ 
సࠪనం అߝ సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉంࡓ  ޴ంݡ చޔరऴసం ࡓంࡓ ݡంݡ ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद ఇ޴ o r d o 
घࠫޛ ए࣋ ݡ࠮ న࣒࠳ ޴ छ ए࣋ ޶ఐ ܿߦ ޜ ࡛ छ 5 ړ ࠑ  న࣒࠳ ڕవర ޶ఐ ݟంߘ ݡ࠮ ݟంߘ ݡంࡓ ࡱ ࡛ 6
సࠪనం అޔ࢓ం޴.
ओߩఅ  ࠾ࡍబܽद మڒ  ళचࢗ ڵࡍޒ ړ ࠆڴఏࠫటం݄, మనం మన ऴ ޴నڵ࡯యగۯ మనం ݡ వ۪ऐ బܽद ఇకएڒ , డ 
फࣃ۫ ݞږ మనం ݟంߘ औ࡮ఆ ࣒ڒ ࠭  ఒకܽ మߤࣄ ࠾ࡍ ఆ࡮औ औ࡮బܽद ఆڒ 0   ࠾ࡍసࠪనం మ ڕలڶऴݟ 0 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ࣒ڒ  అߖ అߘసࣆࡍफం޴.
एࢲࡍఈ ప ࠾ࡍమ ࠲ऴతࠪ ࠀ ࣒ڒ   ऒߖࡌ  కھߘనడం ޳ࡶ ऴߦథࠫకంڴ ఇߩओ  ݡంࡓ ఈ  ޴నࣄవలڒ ڕమన ݡ
ࡍఆڝ ల࢓޶ంࠉ न݋ߝ లߘ కھߘనړߖݞ 
యవ۪ऐۯ వలం ఏࠫښ  అం݄, మనం అࣿړߖ సంబం߅ంۨ ࠳న࣒ 5 ࣃ 6 ࠑब నऴభంశంޜ ఆڕపచऐ  జ xޒऀ 
సࠪంతర ࡔఖړߖ޳ ߗڒ , ࡯࠻ڶ ߘ సࠪంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ అ࡮ంܽ޻ అޔ࢓ం޴.
 
ఇ޴ ऴపږޒల ࢙ߩన ఐߘ ޶ంݟ ఆࡏ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠳న࣒ ఐࠑ ޶ ఆࡏ ఈ ऀޒజ సࠪంతర ah 
बࣃ ࡏఆ ݟంߘ ޶న࣒ ఐ࠳ ݟంߘ అࣾం ࠑ ޶న࣒ ఐ࠳ ߤࡷ నऴభంశంޜ మ࠾ࡍ అࣾం క݋ లڕ x x 
సࠪంతరంߖߖ޵ ޳ࡶ ڴ ఖంࣆݟफంࡓ  ޴ం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ ࠳న࣒ ఆ࡮औ సం క࡛छڝ   మ࠾ࡍ cos phi 
అం޶వలऱ ఇࡓ ࢑ంݡ పࢲࡍए కएࡅ ࠀ బܽद ఇ࢑ڒ ࡱࡌ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ڕమన ఇ࢑ ,ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ  కएࡅ   
కएࡅ ࠀ న࠳సࠪన ړ ࣒ڒ న࣒࠳ फࣃۯ సࠪనం ړࡏఆ ࠑ ޶న࣒ ఐ࠳ ߖ ࣒ڒ  బܽद  ఈ సందరगڒ ࠼ ంࡹ ఆࣣ 
మన వదभ ఉనऒ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠀ ,ఏࠫటం݄ ޴  సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓంࡱ࢑ ݡవࡱ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇ޴ 
ఈ సందరग ࠾ࡍబܽद మڒ ࡏఆ ݟంߘ ޶న࣒ ఐ࠳ ంࡹ ఆ࡮औ ऒߕࣆ  ړߖ޵ ڴథࠫకంߦబܽद మనం ऴڒ సࠪనం ړ
పࢲࡍए झڡࣄ ࠑ ޶న࣒ ఐ࠳ ߘߝ ݞږ సࠬకరణం  ࡯ߕھߘక ߘలࡌ   ఒక ph ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ సࠪనం ړ 
झڡࣄ ࠑ ࢟ࠀ న࣒࠳ వࡱ࢑ కएࡅ  छ޳ ࠀ న࠳సࠪన ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఈ 5 ࡱ࢑వ 0 
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ఉనऒ ڕవర ݟంߘ ణం తపओڝ ࠀ దܽ࠴ బܽद ఈڒ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑   pi 0 ޴బܽद ఇڒ ణంڝ  ޴ఇ ڴࡍసߖ
మݟ 180 ࠾ࡍऴڶల మధङ  ఉం࠳ ݦన࣒ ڡࣄ ࠑ ࢟ࠀझ కएࡅ  కएࡅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ   ఇతర phi 
వछߖఉండ ڴఒకܽ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ڕవࡱ࢑ దܽ࠴ న࣒ ఈ࠳ వ 2ࡱ࢑ ంݟ ఇࡓ ޴ంݡ pi phi phi 
అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࡓంݡ పࢲࡍए ऒߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖఉంܼయ ࡱࡌ छ޳ ߤవ ࠀ   ࡌ
మ޳ ݀ ࠀ ߖߖ޵ ࠾ࡍछ फࣃۨࣇ ࡌ झڡࣄ ࠑ ࢟ࠀ న࣒࠳ ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ ఒకܽ ࠀ బܽदڒ ࠭  మࠀ ࠾ࡍ ݀ 
झڡࣄ ࠑ ޶న࣒ ఐ࠳ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ న࣒࠳ ߯ ݡంࡓ  మ࠾ࡍ ఈ ڝణం 2 ࠳న࣒ ࣒ڒ pi 
भ޳ڶ మనం ޴ߝఅ 6 ࠑ న࣒ 5࠳ మంࡹ࢑ ࣒ڒ న࣒࠳ ߯ 2 ࠑ మం 5ࡹ࢑ ం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఈ ఇతర 2 ࠀ 
ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ మࣃۨࣇ ޜߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍफ  ړߖހڝ ఈ ڴథࠫకంߦऴ ޴బܽद ఇڒ  ߘ
అڷߘణంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఓం ڒబܽद ఈ పంړ फ ߘంݟ ఇకए డ ߘంݟ ఈ ࡔఖ వరڕ అߖऒ ంܽڔ fr  
, ఆڕపచऐ  రంࡹڷ ఉనऒ  ఈ ڝణం ࠳న࣒ ڡࣄ ࠑ ࢟ࠀझ కएࡅ  మం తపओࡹ࢑ ࣒ڒ న࣒࠳ ߯ ݡంࡓ   మࡖకܽ ޶ڒ 
మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ, ఈ ࠀ ݀ ఇߩओ ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕమన ݡ  ڴథࠫకంߦऴ ݡ
కएࡅ ݀ ࠀ ࠾ࡍమ ߤవ ࠀ  ఈ ࠚ࢑నऒ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘవలࡱ࢑  एࡍస  ࠾ࡍమ ࡌ 2 ښޑ ࡱ ࡽ
కएࡅ ݋ం࠼ߦ  ऴ߇వ ऴ߄ߖޒߦङ ऒߖ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ࡌ

అ޴ߝ  ప ऱ࣒ ओߩۮ ߖబܽद మనం అڒ ࣆࡱޘ ߖసࠪనం అ ړࠀ ࣒ڒ ݀   x c r phi y ࠾ࡍం  ఒకܽ మ޳ంڕ
అ޴ߝ  ప ऱ࣒ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ߤవ ࠀ ࡹపంࡐ వ߇బܽद మనం ऴڒ ఒకܽ ࠀ ߤ࣌ ݡంࡓ   d r ݡంࡓ ఈ ݡ
ం࠼ߦ ऱܿ మనڕ లࣃࠚफ फࣃۨࣇ ޜ ߖ࢐ܽ బܽदڒ ࠼ x one y one ړ న࠳సࠪన ړ ޴బܽद ఇڒ ࠭ phi phi
అڷߘణంڴ ఉంܿం1 ޴ ఈ ࠼ߦంړ ݋ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఈ ڝణం ऴߦథࠫకంڴ p phi 1 
కߘక ఇ޴ మ࠾ࡍ ఆڕపచऐ  రంࡹڷ ۫పబݟన ఈ ఇతర ڝణం phi 1 phi 2.
కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ   అࣿంࠪڒ ࡱࢡ ఇ޴ ఈ సࠬకరణం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ p x 1 y 1 ah 
మړࡵ ߖߖ޵ ࠾ࡍए ంచడం ۧ࡮ కషदం ޶ڒ ఇకए డ మనڕ ఈ ࡱ࢑వలߗऒ ఇపओ ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ  ߤవ ࠀ ښܽ
ఈకछ ܘఈ ڼ࡮అ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ݡ࠮ సࠪనం ݡంࡓ ڕమన ,ࣆࡱޘ  r c ߖఅ ࢟ࠀ ܿ ࡽ
మనࣆࡱޘ ڕ అ࢑޻ధంڴ ఈܘ ఈకछ  d ڕమన ߤవ ࠀ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ޓఆ࡛ ݀ అࣣ ऴ ࡗ܋ ܿ ࡽ
ంచవ۪ऐށగ ߖ ߤబܽद మనం వڒ ࣆࡱޘ కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ऴߦథࠫకంڴ sin phi 
గށంచవ۪ऐ కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ గށంచవ۪ऐ , ఇ޴ మనం ࡓ ߘంࡓ ݡంݡ q ah x y 
छ޳ फࣃۨࣇ ࡌ కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠭ ࡍఆڝ  नࡓ ࡱ ݋ߝంࡓ ࠪڒ ݡంߘݡ గށంచవ۪ऐ .qx y 
పङࡐࣃ  తߘ ఇ޻ పదमړࡵ ࡹޒए ంచవ۪ऐ , అޙ࠼ అښ ޴వలం 1ړ బڴࡱ޶ మనڕ ఉంܿం޴, phi phi 2 
ఇకए డ ࠳న࣒ ࠳ ࣒ڒన࣒ ఐ޶ ఆࡹ࢑ ړࡏమం ڒబܽद ఖۨऐ తంߦۮ ڴओ లం݄ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ phi 2 2 pi x c r ړ 
సࠪనంڴ ఉంܼࡓ  ࠼ంݡ మࡓ ࠾ࡍంࡓ ࠀ ߤ࣌ ݡంࡓ ݡంݡ ఈ cos phi two y two d plus r phi 
కऐࡵ ఈ  ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ వలంښ ޴బܽद ఇڒ ణంڝ ऒړ݃ నࣄۯ म޴వృࠚఅ ࡹ ࡛  నࣄۯ म޴వృࠚమనం అ ߘల ڡ
ऒړ݃ ంచవ۲ऐڵࡆఉప ࡮ఎ ړ ڡ పओۮ  e ړ దట࠴ ޴ݦ࢐డబ ڴదట࠴ హరణ޳రణ ఉ߄ࣃ ఒక ړߖݞ
ఉపڵࡆంచబݟంࡓ ޴ంݡ సࡍए ठڴࡍకܽ సڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ  ఒక ࠼ߦంࡹ ݋ ఒకڜߖ޳కܽ ښޑ పࣄࡍबޔలߘ 
తపओ फࣃۯ ࢓܌ࡏ ڴనంݎక ڴࡍసߖ ఉప ఉతओ ࠾ࡍమ ࠼ एࡍస ݡంࡓ ఈ ڴफޒ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ల ఖండన ࡽ  
ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ కھߘనړߖݞ అࣃ ޻ంޒښకతߘ ఉపڵࡆంచవచऐ फࣃ۫ ࠭࠲ ߖ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ఉ޳హరణࡹ 
ఆࣣ ఆ࡮औ ऒߕࣆ  औ࡮ఆ ڴరణం߄ࣃ ߗڒ ,సࠪనం ړ ऒߕࣆ   ޙ࠼అ ,޶ࡶ న అవసరంࣄఉండవల ڴసࠪనం ړ
ఆ సందరग ంݞږ ࡹ ఇ࡮ۧ ޴ కషदం ޶ڒ ఎం޶కం݄ మనం ఇకए డ ߰ందగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, ఇకए డ ఈ ړࠀ 
బڴࡱ޶ మన࠳ 5 ڕన࣒ ఆ࡮औ  ఉంܿం޴.

औ࡮న࣒ ఆ࠳ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘ ࠭ మ࠾ࡍ ఇకए డ మన࠳ ڕన࣒ ఆ࡮औ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ࡮औ    phi 1 phi 2 
एࢲࡍప ,ޙక߱ڒ 0 రం ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ కएࡅ 6 ࠑ న࣒ 5࠳  औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ړߖࠪࡹ࢑   ప ऱ࣒  నcos phi 1࠳సࠪన ړ2 

ఉంܿం࠳  ޴న࣒ ࠳ ࣒ڒన࣒ ڡࣄ ࠑ ࢟ࠀझ ङߕఉప ࡍప޶బܽद తڒ మంࡹ࢑  సంࡹ ߷ङ  phi 2 pi ࠆఆ ࡰࠫ
సࡍए झࡽ  అڜ ߝతफ ܼߖ ڡߧ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭, ఇ޴ 
झߤࡷ ݋࠼व࣊द ࠆఆ ࡰࠫ߷  అߝ అంశంࡹ చࡍऐ ంచబݟన ߝ࡮ߖ޳ ఉంܿం޴.
 ࡱకృతజथత ڕࠬ  
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