
 வட்டங்களின் ௳ரி௵ைர 11 க்ஶ வரேவற்ழேறாம், எனேவ இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் இரண்௄ 
வட்டங்கள் ஒன்ைறெயான்௥ ெவட௄்வதற்கான நிபந்தைனையப் ெப௥வதன் ௛லம் 
ெதாடங்ஶேவாம், எனேவ ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் நிைன௵ ஷரந்்தால், அந்த நிைலைய இன்௑ம்
க௄ைமயாகப் ெப௥ேவாம்.
 
இரண்௄ வட்டங்களின் ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகைய 
௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேயயான இந்த ்ரம் ஆரத்ொன் 
௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ைட ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், இந்த நிபந்தைன௜ன் வழ் இரண்௄ 
வட்டங்க௬ம் இரண்ூல் ெவட௄்ம் என்௥ ெசான்ேனாம்.
 ௖ள்ளிகள் இைத க௄ைமயாக ௚ன்ேனாக்ழ நகரத்்த௳ல்ைல என்றா௩ம், நிைன௵க்ஶ வந்தால், 
இரண்௄ வட்டங்கள் இ௠ந்தால் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் இரண்௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ 
சமம் என்௥ ெசான்ேனாம், ேம௩ம் இந்த வட்டத்ொன் ஆரம் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்௥ 
ெசால்லலாம்.

ஒன்௥ மற்௥ம் ைமயம் இந்த ௖ள்ளி ஒன்௥ மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான இரண்௄  r o s 
சமன்பாட்ூன் ௛லம் ெகா௄க்கப்படட் இந்த வட்டம் ஆரம் இரண்௄ மற்௥ம் இரண்ூல் r o 
ைமயத்ைதக் ெகாண்௄ள்ளௌ என்௥ ெசால்லலாம்.
  இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள என்பௌ ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகைய ௳ட ce 
ஶைறவாக௵ம், இரண்௄ வட்டங்களின் ஆரத்ொற்ஶம் இைடேய உள்ள ௚௱ைமயான 
ேவ௥பாட்ைட ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், 
இந்த நிைல ஏற்ப௄ம் ேபாௌ , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ச   ◌ியாக இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ெவட௄்ம் 
என்௥ ச   ன்ேனாம்.
  இந்த நிைல ஏற்பட்டால் , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ெவட௄்ழன்றன என்௥ம் 
நாங்கள் ஷ௣ேனாம் , இரண்௄ வட்டங்க௬க்ஶம் இைட௜லான ்ரம் ஆரத்ொன் 
ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
ெவளிப்௖றமாக ஒன்ைற ஒன்௥ ெதா௄ழன்றன.
 இரண்௄ வட்டங்களின் ைமயங்க௬க்ழைடேயயான இந்த ்ரம் ஆரம் ேவ௥பாட்ூன் 
௚௱ைமயான மொப்௔ற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தால், இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
உள்நாட்ூல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ழன்றன, எனேவ இைத நாங்கள் உதாரணம் ௛லம் 
௳ளக்ழ௞ள்ேளாம்.
 வட்டங்கைள வைரந்ௌ, இந்த நிைலைமகள் எவ்வா௥ எழலாம் என்பைதக் காடூ்௞ள்ேளாம், 
ஆனால் இந்த அ௣க்ைககைள நாங்கள் ௚ைறயாகேவா அல்லௌ க௄ைமயாகேவா 
நி௡௔க்க௳ல்ைல, எனேவ இப்ேபாௌ அைதச ்ெசய்ய ௚யற்஼ப்ேபாம், 
எனேவ என்௥ ஷ௥ேவாம்  இைவ இரண்௄ வட்டங்களாஶம் எனேவ இௌ தான் வட்டம் t hat 
௚தல் வட்டத்ொன் சமன்பா௄ ஆஶம்.
  
ெபாௌத்தன்ைமைய இழக்காமல் , ௚தல் வட்டத்ொன் ஆரம் இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ஆரத்ைத 
௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ஆரத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்கலாம் 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் இந்த ைமயத்ைத ஆல் ஶ௣ப்ேபாம்.o2 
 அப்பூயானால், இந்த வரிப் ௔ரி௳ல் நீளம் உள்ளௌ, இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஆல்d o102 p 
ஶ௣க்கப்ப௄ம் மற்௥ம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ைட௞ம் இந்த உடன் இைணக்ஶம் o o p 
௖ள்ளிகளில் இௌ௵ம் ஒன்றாஶம் எந்த ிழ்நிைல௜ல் இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் சரியாக ஒ௠ 
௖ள்ளி௜ல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம், எனேவ நாம் ௙ண்௄ம் நமௌ ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகைள 
நிைன௵ ஷரந்்தால் , இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாஶப்௖கள் ைமயமாக இ௠க்ஶம் என்௥ 
ஷ௥ேவாம்.
  ௚தல் வட்டத்ொன் என்பௌ மற்௥ம் இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் r ab 
ஆயத்ெதாைல௵கள் காற்௖ள்ளி என்௥ ெசால்லலாம், ௔ன்னர ்ஒ௠ இன் நீளம் c d p 
ெவளிப்பைடயாக ஒ௠ நீளம் இரண்ூன் இரண்௄ மற்௥ம் இதன் ஆயங்கள் என்௥ r o p r 
ெசால்லலாம்.
 ௖ள்ளி என்பௌ மற்௥ம் ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ , ௔ன்னர ்நாம் அைத௞ம் ெசால்ழேறாம், p x y 
எனேவ இந்த பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ அசா்க்ஶ இைணயாக உள்ளௌ என்௥ ஷ௥ேவாம்,x 
ேம௩ம் இந்த பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ம் உள்ளௌ, 
ேம௩ம் இந்த ேகாணம் என்௥ ெசால்லலாம்.

அசை்சப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ஒ௠ எனேவ இந்தக் ேகாணம் ோட்டாவாஶம், அேதேபான்௥  x p 
பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாடூ்ற்ஶப் ெபா௠த்தமாக ௚தல் இரண்௄ வைர௜லான o po p 
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ேகாணம் 
இௌ ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம்.phi 
 
௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ எனேவ இந்த ெசங்ஶத்தாக இந்த ௖ள்ளிைய ஆல் ஶ௣க்கலாம், அங்ஶ m 
ெசங்ஶத்ௌ பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாடை்ட சந்ொக்ழறௌ என்பௌ ெதளிவாழறௌ  .
  வட்டங்கள் எனேவ இைத எ௱ௌம் ேபாௌ ப  இந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கள் oint p p 
௚தல் வட்டத்ைதப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ௌ௠வ வூ௳ல் என்பௌ ஒ௠ ப்ளஸ் ஒன் காஸ் x r 
ோட்டா௳ற்ஶச ்சமம் என்௥ம், என்பௌ ௔ளஸ் ஒன் ஼ன் ோட்டா௳ற்ஶச ்சமம் என்௥ம் y b r x 
மற்௥ம் ஐ௞ம் ெசாற்களில் ெவளிப்ப௄த்தலாம்  இரண்டாவௌ வட்டத்ைதப் ெபா௥த்தமடூ்ல் y 
ௌ௠வ வூவமானௌ, 
இொல் என்பௌ ஷட்டல் இரண்௄ என்பௌ ௔ளஸ் இரண்௄ ஐ x c r cos phi y d r sin phi 
இப்ேபாௌ நாம் இௌ மற்௥ம் இந்த சமன்பா௄ மற்௥ம் இௌ மற்௥ம் இந்த சமன்பாடை்ட சமன் ah 
ெசய்யலாம்.
 ஒ௠ காஸ் ோட்டா என்பௌ ௔ளஸ் ஆர ்௅ காஸ் ஃைப மற்௥ம் ௔ ௔ளஸ் ஆர ்ஒன் ஼ன் ோட்டா c 
என்பௌ ூ ௔ளஸ் ஆர ்௅ ஼ன் ஃைபக்ஶ சமம், ஏெனனில் ஒன்௥ க்ஶ சமமாக இ௠ப்பைத r r 2 
௳ட ெபரியௌ என்௥ நாம் க௠ொயதால் நாம் என்ன ெசய்ேவாம் இைத இந்தப் பக்கத்ொற்ஶ 
எ௄த்ௌச ்ெசல்ேவாம்,
 அதனால் நமக்ஶ ைமனஸ் மற்௥ம் r one cos theta c a plus r two cos phi r one sin 

என்பௌ ஐப் ெப௥ேவாம், இப்ேபாௌ இந்த theta d minus b plus r two sin phi 
சமன்பாடை்ட இந்த சமன்பாடூ்ல் சௌரம் ெசய்ௌ ேசரக்்கலாம் இந்த இரண்௄ 
சமன்பா௄கைள௞ம் வரிைசப்ப௄த்ொ அவற்ைறக் ஷட௄்ம்ேபாௌ, ஒ௠ சௌரம் r cos square 

௔ளஸ் ஸ்ெகாயர ்ழைடக்ஶம்  இந்த இடௌ ௖றம் ஒ௠ சௌர பாவம் சௌரம் ோட்டா௳ன் theta r 
சௌரம் ஷட்டல் இதன் சௌரம் க௯த்தல் இந்த ெபா௠ளின் சௌரம் இந்த ெசால் க௯த்தல் ஒ௠ c c 
சௌரம் இரண்௄ சௌரம் காஸ் சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ க௯த்தல் இரண்௄  r phi c ar cos phi 
மற்௥ம் இங்ேக ஶ௣ப்௔ட்ட ெசால்௧ன் வரக்்கம் ைமனஸ் ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ d b r 
சௌர ைசன் ஸ்ெகாயர ்ஃைப ௔ளஸ் இரண்ூல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் க்ஶ இரண்௄ d b r sin phi 
மற்௥ம் நாம் அைத எளிைமப்ப௄த்த ௳௠ம்௔னால் என்ற cos square theta plus 
உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ொ ஼ன் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா என்பௌ எந்த ோட்டா௳ற்ஶம் ஒன்௥ , 
அேதேபால் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ஃைப ௔ளஸ் ஼ன் ஸ்ெகாயர ்ஃைப என்பௌம் அந்த உண்ைமையப் 
பயன்ப௄த்ௌழேறாம், ௔றஶ ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் ைமனஸ் சௌரம் ஷட்டல் r c d b 

இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ இரண்ைட௞ம் ஆகப் ெப௥ழேறாம்  r r c minus a cos phi 
க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் ௚௱ சௌரம் எனேவ plus d minus b sin phi now c a d minus b cc 

ைமனஸ் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ௚௱ சௌரம் என்பௌ இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய d minus b 
உள்ள ்ரத்ொன் சௌர நீளத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல இைத நாம் ஆல் ஶ௣க்கலாம் சௌரம் d 
ஒன்௥ இரண்௄ சௌரம் ெசய்ௌ, இங்ேக நாம் இந்தச ்ெசால்௩க்ஶ ஐப் ெப௠க்ழ o d 
வஶக்ழேறாம் என்௥ ெசால்லலாம்.
  இ௥ொ௜ல் நாம் ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் ஒன்௥ இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் r r o 
இரண்௄ இரண்௄ ெசய்ய ஒன்௥ இரண்௄ ௚ைற க௯த்தல் ௛லம் ஒ௠ இரண்௄ r o c a d o cos

௔ளஸ் ைமனஸ் ௛லம் ஒ௠ இரண்௄ ஼ன் ஆக எனேவ ௳௄ங்கள் இந்த phi d b d o phi 
இரண்௄ ெசாற்கள் என்னெவன்௥ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், இந்த ைமனஸ் uh c a by d one o 

மற்௥ம் ௚ந்ைதய உ௠வத்ொற்ஶச ்ெசன்றால், நாம் பாரப்்பௌ two d minus b by d one o two 
என்னெவன்றால் , இந்த ௚க்ேகாண ௚க்ேகாணத்ொன் ௙ௌ கவனம் ெச௩த்ொனால், நாம் 
பாரப்்பௌ என்ன? ௔றஶ ஒ௠ என்பௌ ஒன்௥ம் என்பௌ o one o two m o m c minus ao two m d
ைமனஸ் ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல என்பைத நாம் காண்ழேறாம், ேம௩ம் இந்தக் b 
ேகாணம் ஐக் ஶ௣ப்ேபாம், இந்தக் ேகாணம் எௌ என்பைத ஆல்பா ௛லம் ஶ௣ப்ேபாம்.m o1 o2 

க௯த்தல் ஒன்௥ அல்லௌ இரண்ூன் ௙ௌ ஆல் வஶத்தால் ஒன்௥ம் இல்ைல என்பௌ  c a d cos 
மற்௥ம் என்பௌ இரண்டால் வஶக்கப்ப௄வௌ alpha d minus b do one o sine alpha s  o 

இைத காஸ் ஆல்பா என்௥ம், இௌ ைசன் ஆல்பா என்௥ம் நாம் பயன்ப௄த்ொனால், நமக்ஶ இந்த 
ெவளிப்பா௄ உள்ளௌ, ஆனால் இௌ காஸ் ஏ காஸ் ௔ ௔ளஸ் ஼ன் ஏ ஼ன் ௔ என்ற வூவத்ொல் 
உள்ளௌ, இௌ 
ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் காஸ் த௳ர ேவ௣ல்ைல.
 
ஆல்பா௳ன் மொப்௖ இரண்௄ வட்டங்களின் ைமயங்களின் ஆயங்கைளத் த௳ர ேவெறைத௞ம் 
சாரந்்ௌள்ளௌ என்பௌ ெதளிவாழறௌ, எனேவ ஆல்பா நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ நமக்ஶத் 

Pru
tor
@
IIT
K



ெதரியாதௌ ஃைப மற்௥ம் ோட்டா௳ன் மொப்௖, ஏெனனில் நாம்  இரண்௄ வட்டங்களின் 
ெவட௄்ப்௖ள்ளிகள் நமக்ஶ சரியாகத் ெதரியாௌ என்௥ ெதரிய௳ல்ைல , அௌதான் நமௌ ௚யற்஼ 
ஒ௠ ௚ைறைய உ௠வாக்ஶவேத இங்ேக எங்கள் ௚யற்஼ என்பௌ ெவட௄்ம் ௖ள்ளிகைள 
வைகப்ப௄த்ௌவதற்கான ஒ௠ ௚ைறையக் கண்௄௔ூப்பேத ஆஶம்.
 
ஶ௥க்ஶெவட௄் இந்த இரண்௄ ௌ௠வ வூவங்களால் ெகா௄க்கப்படட்ௌ, எனேவ நாம் ஃைப 
கண்௄௔ூக்ஶம் த௠ணம் ஃைப அல்லௌ ோட்டா௳௧௠ந்ௌ ெதளிவாழறௌ, எனேவ ோட்டாைவ 
இங்ேக ௔ன்பற்௣௞ள்ேளாம், எனேவ இப்ேபாௌ ஆஹா இந்த சமன்பாடை்டப் பாரத்்தால், நாம் 
இங்ேக என்ன இ௠க்ழறௌ என்௥ பாரத்்தால், அூப்பைட௜ல் ஒ௠ ௚க்ேகாண௳யல் உள்ளௌ.

இல் சமன்பா௄  இன் நாம் ோரக்்க ௚ூ௞ம், எனேவ இந்த சமன்பா௄ ௌல்௧யமாக  te phi rms 
இந்த சமன்பா௄ ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ சௌரம் ௔ளஸ் ஒன்௥ இரண்௄ சௌரம் ௔ளஸ் r r d o 
இரண்௄ ெசய்ய 1 காஸ் ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா எனேவ இந்த சமன்பாட்ூல் உள்ள r 2 o 2 
அைனத்ௌம் ெதரி௞ம்  நாம் சமன்பா௄ அல்லௌ இரண்௄ வட்டங்கைள அ௣ந்ொ௠ப்பதால், 
ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் நமக்ஶத் ெதரி௞ம், இந்த ேகாண ஆல்பா இப்ேபாௌ 
நமக்ஶத் ெதரியாதௌ என்பைத நாம் அ௣ந்த௵டன், இந்த சமன்பாடை்டத் ோரப்்பதன் ௛லம் phi 
நாம் ெதரிந்ௌ ெகாள்ளலாம்.

இன் மொப்ைப இங்ேக ைவத்ௌ, இந்தச ்சமன்பாடூ்௧௠ந்ௌ இந்தச ்சந்ொப்௖ப் ௖ள்ளி௜ன்   phi 
ஆயத்ெதாைல௵கைளப் ெபறலாம், எனேவ ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் phi 
ஆல்பா௳ன் காஸ் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥ இரண்௄ ௚௱ r r d o 
சௌரம் இரண்௄ம்  இரண்௄ ஒன்௥ அல்லௌ இரண்௄ ெசய்ய ேவண்௄ம், எனேவ ஃ௔௜ன் r 
மொப்ைபக் கண்ட௣ய இந்த சமன்பாடை்ட நாம் ோரக்்க ேவண்௄ம், இௌ இௌ ேபான்ற 
வைரபடமாக ெசய்யப்படலாம், எனேவ ெசங்ஶத்ௌ அச஼்ல் ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் காஸ் 
மற்௥ம் ழைடமடட் அச஼்ல் ஃைப மற்௥ம் வைரபடத்ைத வைரேவாம்.
  காஸ் ஆஃப் ஃைப  ைமனஸ் ஆல்பா என்பௌ இப்பூத் ேதான்றலாம், எனேவ இைத ஆல்பா 
என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ ஃைப என்பௌ ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் ௗஜ்௷ய காஸ், ஐ ைமனஸ்
ஆல்பா௳ன் காஸ் என்பௌ ஆல்பா௳ன் காஸ், இௌ ஃைப என்பௌ ஆல்பா காஸ் ஆல்ஃபா ஆஶம் 
ேபாௌ இந்த மொப்ைபச ்ெசால்லலாம்.
 அதன் அொகபடச் மொப்பான ஒன்௣ன் மொப்ைப அைட௞ம், 
எனேவ இௌ ஒ௠ ௚௱ைமயான ாழற்஼யாஶம், எனேவ இந்த மொப்௖ இரண்௄ ஆக இ௠க்ஶம், pi 
ேம௩ம் இந்த மொப்௖ இன் மொப்௖ அதன் ஶைறந்தபடச்த்ைத அைட௞ம்.phi 

க்ஶ சமமான ஆல்பா ௔ளஸ் ைப ௔றஶ ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் காஸ் ைமனஸ் ஒன்  phi 
ஆஶம், எனேவ இௌ அைடயக்ஷூய ஶைறந்தபடச் சாத்ொயமான மொப்பாஶம், ேம௩ம் இௌ 
ஆல்பா ௔ளஸ் ைபக்ஶ சமமான ஐ அைட௞ம், இௌ இப்ேபாௌ ெதளிவாக இ௠ந்தால், இந்த phi 
மொப்௖ இ௠ந்தால் இந்த சமன்பாட்ூன் வலௌ ௖றத்ொல் ஒ௠ ௚௱ைமயான மொப்௖ உள்ளௌ, இௌ 
ஒன்௥க்ஶ சமமானைத ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ, ௔ன்னர ்நமக்ஶ ஒ௠ ோர௵் இ௠க்ஶம், எனேவ 
இந்த மொப்ைப 

அச஼்ல் இ௠ந்ௌ ழைடமடட் இடப்ெபயரச்஼் ௛லம் ஒ௠ ேகா௄ ௛லம் ஶ௣க்கலாம், எனேவ x 
பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாடை்டப் பயன்ப௄த்ௌேவாம்.
  இௌ என்றால் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்  மொப்௖ என்பௌ ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவானௌ என்௥ s 
ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், அௌ பாொக்ஶ சமம் என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம் 
, இந்த மொப்௖ பாொக்ஶ சமம் என்றால் பாொ இங்ேக எங்ேகா உள்ளௌ, ஏெனனில் இௌ ஒன்௥, இௌ 
பாொ , ௔ன்னர ்இந்த மொப்௖டன் ெதாடர௖்ைடயௌ.
 பாொ என்௥ ெசால்௩ங்கள் , அசா்க்ஶ இைணயாக ஒ௠ ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாடை்ட x 
வைரேவாம் மற்௥ம் அச஼்ல் இ௠ந்ௌ பாொயாக இடமாற்றம் ெசய்யப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த x 
பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ க்கான வைளைவ ெவட்டப் ேபாழறௌ, ஏெனனில் இந்த cos phi 
பசை்ச ேகா௄ வூ௳யல் ரீொயாக உள்ளௌ  இந்த வைரபடத்ொற்கான ேகாட்ூன் சமன்பா௄ y 
இந்த மொப்௔ற்ஶ சமம் எனேவ இந்த பசை்சக் ேகா௄ க்கான வைளைவ cos phi minus alpha 
எங்ஶ ெவட்டப் ேபாழறௌ என்பௌ உங்க௬க்ஶத் ெதளிவாகத் ெதரி௞ம், இந்த இரண்௄ 
மொப்௖க௬ம் சமமாக இ௠க்ஶம் , எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் இௌ பாொயாக இ௠ந்தால் ௔ன்  
ஐந்ொன் இரண்௄ மொப்௖கள் இந்த மொப்பாக இ௠க்ஶம், உண்ைம௜ல் இந்த மொப்பானௌ வலௌ 
௖றத்ொல் உள்ள இந்த மொப்பானௌ 
ஒ௠ மா௄லஸ் மொப்ைபக் கண்ூப்பாகக் ஶைறவாகக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் வைர , மா௄லஸ் மொப்௖
ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ந்தால், ஒ௠வர ்எளிதாகப் பாரக்்க ௚ூ௞ம்.
  தா  t 
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இந்த ௚௱ைமயான ஒ௠ ௚௱ைமயான ாழற்஼௜ன் காரணமாக எப்ேபாௌம் இன் இரண்௄ phi 
ோர௵்கள் இ௠க்ஶம், இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கள் phi 
இ௠க்ஶம், ேம௩ம் இந்த வலௌ ௖றம் ஒ௠ ௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠ந்தால் அௌ 
நடக்ஶம்.
  எ௄த்ௌக்காடூ்ல் பாொைய எ௄த்ௌக் ெகாண்ேடாம் , இௌ௵ம் ஐந்ொன் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ 
மொப்௖கள் என்௥ பாரத்்ேதாம், ஆனால் 
இந்த வலௌ ௖றம் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவான ௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் 
ஶ௣ப்௔ட்ட வழக்ஶ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெவட௄்ம் ிழ்நிைலக்ஶ 
ஒத்ொ௠க்ஶம்.
 இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் சரியாக இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் இ௠ப்௔௑ம் , இந்த வலௌ பக்கம் ஒன்௥ 
அல்லௌ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், இந்த வலௌ பக்கம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக 
இ௠ந்தால், பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ இௌ ேபான்றௌ 
.
 ஒன்௣ன் இந்த மொப்௖டன் ெதாடர௖்ைடய பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ இந்த வைளைவ ஒேர 
ஒ௠ இடத்ொல் மட௄்ேம ெதா௄ழறௌ .
  ஆல்ஃபா எனேவ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம், அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள் 
இந்த சமன்பாட்ூன் ௛லம் ெகா௄க்கப்ப௄ம், ஆனால் 
இந்த வலௌ பக்கம் ஆல்ஃபா௳ற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ஆரம் மற்௥ம் ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய 
உள்ள ்ரம் இ௠ந்தால் இந்த வலௌ ௖றம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ அௌ சமமாக 
இ௠க்ஶம் ேபாௌ இந்த வலௌ பக்கம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஷட அௌ y 
ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ இப்பூ இ௠க்ஶம் 
மற்௥ம் அந்த சந்தரப்்பத்ொல் ஷட  இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் இன் சரியாக ஒ௠ phi 
மொப்௖, அதாவௌ ஆல்பா ௔ளஸ் க்ஶ சமமான க்ஶ ஒேர ஒ௠ ௖ள்ளி மட௄்ேம உள்ளௌ, pi phi xy 
இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம்.
 அல்லௌ க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ஒேர ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் 
ெவட௄்வைதக் காண்ழேறாம், அதாவௌ அூப்பைட௜ல் அைவ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒன்ைறெயான்௥ 
ெதா௄ம் என்௥ அரத்்தம்.

இன் இந்த மற்௥ம் இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ஆழயவற்௣ன் r 1 r 2 ah 
அூப்பைட௜ல் வட்டங்கள் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம் இந்த இரண்௄ நிகழ்௵கைள௞ம் எவ்வா௥ 
வைகப்ப௄த்த ௚யற்஼ப்பௌ என்பைதப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ நாங்கள் இப்ேபாௌ 
ெசான்ேனாம், எனேவ அைதச ்ெசால்ேவாம்.

ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥ இரண்௄ ௚௱ சௌரம் இரண்௄  r r o r 
இரண்௄ ஒ௠ கமா இரண்௄ சமம் ைமனஸ் ஒன்௥ என்௥ ெசால்லலாம் மற்௥ம் இௌ என்ன d o 
ஒத்ௌப்ேபாழறௌ என்௥ பாரப்்ேபாம், இௌ ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் க்ஶ சமம் எனேவ இௌcos 

ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ சௌரத்ொற்ஶ சமம் என்பைதத் ோரக்்க ௚யற்஼த்தால் மட௄்ேம அௌ r r 
நடக்ஶம்.

௅ ைமனஸ் ௅ ஒ ௅ ஃ௖ல் ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் இௌ ஒன்௥ இரண்௄ ைமனஸ் ெசய்ய ஒன்௥  r r r 
இரண்௄ அல்லௌ ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்௄ ைமனஸ் இரண்௄க்ஶ சமம் என்பைத இௌ o r o r 

ஶ௣க்ழறௌ.
 

ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ என்௥ம் ்ரம் என்௥ம் நாங்கள் r r d 
ஆரம்பத்ொல் ஷ௣௜௠ந்ேதாம் இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் எப்ேபாௌம் 
எொரம்ைறயான அள௵ 
அல்ல, எனேவ இௌ சாத்ொயம் இௌ சாத்ொய௘ல்ைல, ஒேர சாத்ொயம் இௌ மற்௥ம் இந்த நிைல 
என்பௌ ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரம் ஆரத்ொன் 
ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் எனேவ இௌ ஒ௠ நிபந்தைன, இொல் வலௌ பக்கம் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம், ஆனால் இதன் அரத்்தம் என்ன என்பைத வூ௳யல் ரீொயாக௵ம் பாரக்்க 
௚யற்஼ப்ேபாம், 
எனேவ இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமமாக 
இ௠க்ஶம்ேபாௌ இந்த ெவளிப்பா௄ ைமனஸ் ஒன்௥ ஆஶம் அதாவௌ ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் 
காஸ் ைமனஸ் ஒன்௥ அல்லௌ ஃைப என்பௌ ைபக்ஶ சமம் என்௥ அரத்்தம்.
  
இப்ேபாௌ நாம் இந்த எண்ணிக்ைகக்ஶத் ொ௠ம்௖ேவாம், 
நாம் ஃைப என்௥ ெசால்௩ம்ேபாௌ அதன் அரத்்தம் என்ன என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ ஃைப 
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என்பௌ ஆல்பா ௔ளஸ் ைபக்ஶ சமம் என்௥ இப்ேபாௌ ெசான்ேனாம், எனேவ இந்த ஆ 
நிைலைமைய ஆராய ௳௠ம்௖ழேறாம், ஆஹா 
இைதப் பாரப்்ேபாம்  எனேவ இந்த ேகாணம் இங்ேக உள்ளௌ எனேவ இௌ 90 ூழரி இந்த le 
ேகாணம் இங்ேக ைமனஸ் ஆல்பா எனேவ இந்த ேகாணம் இந்த pi 2 o 1 o 2 po 1 o 2 p 
ேகாணம் ௕ட்டாவால் ஶ௣க்கலாம் எனேவ இந்த ேகாணம் ௕ட்டாைவ கணக்ழடலாம்.
 இௌ ஃைப இௌ 90 இௌ ைப ைப ஆல் 2 ைமனஸ் ஆல்பா எனேவ அௌ ெவளிவ௠ம் எனேவ ௕ட்டா 
ைப ௕ட்டா௵க்ஶ சமமாக ைப ௔ளஸ் ஆல்பா ைமனஸ் ஃைபக்ஶ சமமாக ெவளிவ௠ம் ேபாௌ 
ஃைப ஆல்பா ௔ளஸ் ைபக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ இௌ தான் காட஼்.
  இப்ேபாௌ பரி஽௧த்ௌ வ௠ழேறாம், இந்த ஃைபைய ஆல்பா ௔ளஸ் ைப ஆல் மாற்௣னால், இௌ 
நடந்தால், ௕ட்டா உண்ைம௜ல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ௕ட்டா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ஆனால் 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ௕ட்டா என்றால் என்ன அரத்்தம் எனேவ இப்ேபாௌ இந்த 
௚க்ேகாணத்ொல் கவனம் ெச௩த்ௌேவாம் ஒன்௥ இரண்௄ எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ o o p 
சமமான ௕ட்டா என்றால் இந்த ேகாணம் ௕ட்டா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சரிந்ௌ ேபாழறௌ அதாவௌ இந்த
௖ள்ளி இந்த ௖ள்ளி௜ல் உள்ளௌ இந்த ௖ள்ளி என்பௌ ேநரே்காடூ்ல் உள்ள ஒன்௥ இரண்௄ p p o 
௖ள்ளிக௬க்ஶ இைட௜ல் எங்காவௌ இதன் ௙ௌ இ௠க்க ேவண்௄ம் ஒன்௥ அல்லௌ இரண்ூன் 
அூப்பைட௜ல் இந்த ௚க்ேகாணம் ஓ ஒன்௥ ேபா இரண்௄ எனேவ அூப்பைட  இந்த 
௚க்ேகாணம் என்பௌ ௖ள்ளி ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄க்ஶ இைட௜ல் எங்காவௌ o one po two o 

௖ள்ளி௞டன் ஒ௠ ேநர ்ேகாடாக மா௥ம், எனேவ ௕ட்டா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் p 
ேபாௌ ௕ட்டா ௗஜ்௷யமாக சரிந்தால் இௌேவ நடக்ஶம் , அப்பூயானால் இதன் அூப்பைட௜ல் 
என்ன அரத்்தம் அப்பூெயன்றால், இந்த வழக்ஶ 
அூப்பைட௜ல் என்ன, இந்த நிபந்தைன௜ன் அரத்்தம் என்னெவன்றால் , நாம் ௚தல் வட்டத்ொன் 
ைமயத்ொல் ஒன்ைற ைவத்ொ௠க்ழேறாம், இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ைமயமாக மற்௥ம் o2 
அைவ ஒ௠வ௠க்ெகா௠வர ்ெதா௄ம் ௖ள்ளியாக உள்ளௌ.
 இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் சரியாக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம் ௖ள்ளி மற்௥ம்p 
இந்த ௖ள்ளி என்பௌ ைமயங்கைள இைணக்ஶம் ேநரே்காட்ூல் உள்ளௌ இௌேவ இதன் p 
ெபா௠ள் மற்௥ம் இௌ ைமயங்கைள இைணக்ஶம் ேநரே்காட௄்க்ஶ இைட௜ல் எங்காவௌ உள்ளௌ
, எனேவ ஒன்௥ மற்௥ம் இைடேய  இரண்௄ எனேவ நம்௘டம் இௌ ேபான்ற ஒன்௥ உள்ளௌ o o 
ஒன்௥ இரண்௄ இௌ ெதாடர௖் ௖ள்ளி ேம௩ம் ேம௩ம் நாம் ெசங்ஶத்தாக வைரந்தால் இல் o p p 
ெசால்லலாம், எனேவ இல் இந்த ேநரே்காடூ்ற்ஶ ெசங்ஶத்தாக ஒன்௥ இரண்௄ ஆக p o 
வைரழேறாம்.
  இந்த ெசங்ஶத்தாக இந்த நீலக் ேகா௄, இந்த நீலக் ேகாட்ூன் 
எந்தப் ௖ள்ளிக்ஶம் 
இந்த ைமயத்ொன் ௚தல் வட்டத்ொற்ஶம் இைடேய உள்ள ௘கக் ஶ௥ழய ்ரம் , ைமயத்ொல் 
இ௠ந்ௌ இந்த ேநரே்காட்ூற்கான ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் ெசங்ஶத்தாக ஒ௠ ஆஶம் p 
என்பௌ ெதளிவாழறௌ.
 ஏெனனில் இந்த ேகா௄ ெதாண்ை௥ ூழரி ௚தல் ஒன்௥ ஓ இரண்ூல் இ௠க்ஶம்பூ 
கடூ்௞ள்ேளாம், ேம௩ம் ஒ௠ ௚தல் வட்டத்ொன் ஆரம் என்பதால் இந்த ்ரம் ஒ௠ என்பௌ p p r 
ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ.
 இந்த நீலக் ேகாடூ்ல் ேவ௥ ஏேத௑ம் ௖ள்ளிைய எ௄த்ௌக் ெகாண்டால்  ஒன்௣௧௠ந்ௌ அந்த 
௖ள்ளி௜ன் ்ரம் கண்ூப்பாக ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் ஒன்௣ன் ௘க r 
ெந௠க்கமான ௖ள்ளி இந்த ௖ள்ளி மற்௥ம் நாம் இப்ேபாௌ அல்லாத ேநரே்காட்ூல் மற்ெறா௠ p p 
௖ள்ளிைய ேதர௵் ெசய்ழேறாம் எனேவ அந்த ௖ள்ளி௜ன் ்ரம் ெதளிவாக உள்ளௌ 
இந்த நீல ேநரக்்ேகாட்ூல் ஐத் த௳ர ேவ௥ எந்த ௖ள்ளி௞ம் இந்த ஆரம் ஐ ௳ட அொகமாக p r 
இ௠க்ஶம் , எனேவ அந்த ௖ள்ளி இந்த ௚தல் வட்டத்ொற்ஶ ெவளிேய இ௠க்ஶம் ஒன்௥ s 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் ௘க௵ம் எளிதானௌ, அேதேபான்௥ ஐத் த௳ர ேநரே்காடூ்ல் உள்ள எந்தப் p 
௖ள்ளி௞ம் 
இந்த இரண்டாவௌ வட்டத்ொற்ஶ ெவளிேய இ௠க்ஶம் , எனேவ ேநரே்காட்ூன் அைனத்ௌ 
௖ள்ளிக௬ம்
 அதனால் ஒேர மாொரியான வாதங்கைளப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் காட௄்வௌ ௘க௵ம் 
எளிதானௌ.
 இரண்௄ வட்டத்ைத௞ம் ெதா௄ம் ேநரே்காட்ூல் உள்ள ௖ள்ளி இந்த ௖ள்ளி எனேவ இந்த p , 
ேநரே்கா௄ இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬க்ஶம் ஶ௥க்ஶ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ த௳ர 
ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ இந்த நிைல ஒன்௥ நாம் இப்ேபாௌ பாரத்்தௌ என்னெவன்றால், d 
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இரண்௄ என்றால் மற்௥ம்  இந்த ிழ்நிைல௜ல் எங்கள் ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகைள நீங்கள் 
நிைன௳ல் ைவத்ௌக் ெகாண்டால் , இௌ நிக௱ம் ேபாெதல்லாம் , இரண்௄ வட்டங்கள் ெதா௄ம் 
௖ள்ளி௜ன் ெதாடர௖் ௖ள்ளி இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜ல் ஒேர ேநரே்காட்ூல் அைமந்தால்
, இ௠ வட்டங்கள் இ௠க்ஶம் ௖ள்ளி௜ன் ௖ள்ளியாக இ௠ந்தால் ஒன்ைறெயான்௥ ெதாட௵ம் இௌ 
இந்த ௖ள்ளி இந்த ேநரே்காட்ூல் ஒன்௥ இரண்௄ மற்௥ம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூற்ஶ p o o 
இைட௜ல் உள்ளௌ ௔ன்னர ்இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவளிப்௖றமாக ஒன்ைறெயான்௥ 
ெதா௄ழன்றன என்௥ நாம் ஷ௥ம்ேபாௌ ெசான்ேனாம் எனேவ நாங்கள் காட௄்வௌ s  
என்னெவன்றால் , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவளிப்௖றமாகத் ெதாட்டால், 
இரண்௄ வட்டங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரம் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ என்பௌ உண்ைமயாக R r 
இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இைத இப்ேபாௌ க௄ைமயாகக் காடூ்௞ள்ேளாம், இ௠ப்௔௑ம் 
மற்றைதப் பற்௣ என்ன  தைலவழ் வாதம் நமக்ஶ இரண்௄ வட்டங்கள் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரம் ஆரத்ொன் 
ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ, எனேவ இௌ தைலவழ் வாதம், எனேவ 
ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரம் சமம் என்௥ ஷறப்ப௄ழறௌ.
  ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகயானௌ, இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவளிப்௖றமாக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஐத்p 
ெதா௄ம் என்௥ அரத்்தமா, அௌ உண்ைமதான், ஏெனனில் இந்தச ்சமன்பாட௄்டன் ஆரம்௔த்ௌ, 
அைத இங்ேக என்௥ ைவத்தால் , இன் காஸ் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.ah phi minus alpha 

ஒ௠ சௌரம் ைமனஸ் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥ இரண்௄ ௚௱ சௌரம் இரண்௄  r r d o r 
இரண்௄ ெசய்ய ஒன்௥ இரண்௄ இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாடூ்ல் நாம் இந்த ௅ைவ o do one o r 
ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄க்ஶ சமமாக ைவத்ௌ ஼௣ௌ ெசய்ய௵ம்  நாம் பாரப்்பௌ கணிதம் இந்த r 
மொப்௖ ைமனஸ் ஒன் ஆக இ௠க்ஶம் , ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் இதன் அூப்பைட௜ல் ௕ட்டா 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்௥ அரத்்தம், இரண்௄ வட்டங்க௬ம் இல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம் p 
என்௥ அரத்்தம், ௕ட்டா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்ெசல்வதால் இைதக் கற்பைன ெசய்வௌ ௘க௵ம் கூனம்
அல்ல.
 என்ன நடக்ஶம் என்றால், இந்த ைக மற்௥ம் இந்த இரண்௄ம் ைமயங்கைள இைணக்ஶம் r 
ேநரே்காடை்ட ேநாக்ழ வர ஆரம்௔க்ஶம் ஆனால் இந்த வட்டத்ைத ெமௌவாக ெவளிேய 
நகரத்்ொனால் மட௄்ேம இௌ நடக்ஶம், 
எனேவ வட்டத்ைத ெவளிேய நகரத்்ௌம்ேபாௌ என்ன நடக்ஶம் என்பௌ இந்த ேகாண ௕ட்டா நாம் 
அைத ேம௩ம் நகரத்்ௌம் வைர  
ஶைறய ஆரம்௔க்ஶம்  இந்த சமன்பாடூ்ன் வலௌ ௖றத்ொல் உள்ள இந்த சமன்பாட்ூன் ைக 
ப்ளஸ் ஒன் க்ஶ சமம், ஏெனன்றால் ைமனஸ் ஒன் ேகைஸ ௚ன்ேப பாரத்்ேதாம், அௌ ௔ளஸ் ஒன் 
க்ஶ சமம் என்றால் , இங்ழ௠ந்ௌ நாம் என்௥ காட்டலாம்.sh 
  இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ சமமாக r r 
இ௠ப்பதால், நாங்கள் இரண்ைட ௳ட ஒன்ைற அொகமாக எ௄த்ௌள்ேளாம், எனேவ இௌ r r 
உண்ைம௜ல் ஆரத்ொன் ௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ூற்ஶ சமம் ஆனால் இௌ சமமாக இ௠ந்தால் 
ஒேர ோர௵் ஆல்பா௳ற்ஶ சமம் மற்௥ம் ஆல்பா௳ற்ஶ சமம், இந்த எண்ணிக்ைகக்ஶ நாம்phi phi 
ொ௠ம்௔ச ்ெசன்றால், ஆனௌ ஆல்பா௳ற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ அௌ க்ஶ சமமான phi pi 
௕ட்டா௵டன் ஒத்ொ௠க்ஶம், எனேவ க்ஶ சமமான ௕ட்டா இந்த வட்டம் உள்ேநாக்ழ நகரழ்றௌ pi 
என்௥ அரத்்தம்.
 எனேவ இௌ இவ்வா௥ நகரழ்றௌ, எனேவ எ௄த்ௌக்காட௄்கள் ௛லம் வட்டங்களில் உள்ள 
வட்டங்கள் இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ஶ௥க்ழ௄ம்ேபாௌ ஒ௠ காட்஼யானௌ ஐத் ெதா௄ம் ேபாௌ ah 
ஒ௠ காட்஼ையக் காட்டலாம்.
  
ேம௩ம் 
உள்ேள நகரந்்தால் இௌ ேபான்ற ஒ௠ காட்஼ இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ ைமயங்களாக இ௠க்ஶம், 
இௌ ைமயங்கைள இைணக்ஶம் ேகாடாக இ௠க்ஶம், எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ேகாண ௕ட்டா 
அொகரிக்ஶம், எனேவ இௌ இப்ேபாௌ ேகாண ௕ட்டாவாக இ௠க்ஶம்  இந்த வட்டம் உள்ேள 
நகரந்்ததால், இப்ேபாௌ அௌ இ௠ட்டூப்௖களாக மா௣௳ட்டௌ 
, அௌ நடக்ஶம் ேபாௌ இரண்டாவௌ வட்டம் உள்ேள ௘க௵ம் சரியாக நகரழ்றௌ , அௌ ஒ௠ 
கட்டத்ொல் ெபரிய வட்டத்ைதத் ெதா௄ம்.

 அதனால் இௌ ௖ள்ளியாக இ௠ந்தௌ, அப்பூயானால், இந்த ௖ள்ளி இங்ேக வ௠ம் மற்௥ம் p p 
ஒன்௥ இரண்௄ மற்௥ம் ஒேர ேநரே்காடூ்ல் இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இௌ ௕ட்டா o p pi 
ஆஶம்ேபாௌ இந்த ௚க்ேகாணமாக மா௥ம்.

Pru
tor
@
IIT
K



 ஒன்௥ இரண்௄ ஒ௠ ேநர ்ேகாட்ூல் சரி௞ம் ஆனால் ைமனஸ் ஒ௠ வழக்ழல் இ௠ந்ௌ o p 
௳த்ொயாசம் என்னெவன்றால், ைமனஸ் ஒ௠ வழக்ழல் ௚க்ேகாணம் ஒ௠ ேநர ்o 1 o 2 p 
ேகாட்ூல் சரிந்தௌ, அௌ ஒ௠ ஆக இ௠ந்தௌ, எனேவ நாம் ைமனஸ் 1 ஐ ைவத்ொ௠ந்ேதாம்.po 2 
 ௚க்ேகாணம் ஒன்௥ இரண்௄ இந்த ேநரே்காட்ூல் சரிந்தைதக் கண்டால், ஒன்௥ மற்௥ம் o p o 
இரண்ூற்ஶ இைட௜ல் உடன் உடன் சரிந்ொ௠ப்பைதக் கண்டால், ஒன்௥க்ஶம் p p p o 
இரண்ூற்ஶம் இைட௜ல் இ௠ந்ததால், ஒன்௥க்ஶம் க்ஶம் இைட௜ல் இ௠ந்ததால் அப்பூ p o 
௚ூ௵ ெசய்ேதாம்.
  இரண்௄ மற்௥ம் என்பௌ கான் ௖ள்ளி இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெதா௄ம் ௖ள்ளி௜ன் p 
சாமரத்்ொயம், அதனால்தான் இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவளிப்௖றமாக ஒன்ைறெயான்௥ ெதாட 
ேவண்௄ம் என்௥ நாங்கள் ௚ூ௵ ெசய்ேதாம், 
ஆனால் இப்ேபாௌ இந்த ௔ளஸ் ஒன் ௳ஷயத்ொல் நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், ௚க்ேகாணம் 
ஒ௠ ேநரே்காடூ்ல் சரிழறௌ.
 ஼௣ய வட்டம்  உள்ேள இ௠ந்ௌ ெபரியைதத் ெதாட்டால் மட௄்ேம இௌ நிக௱ம்.
 நாம் இந்த ேநரே்காடை்ட ைமயத்ௌடன் இைணக்ழேறாம், அைத ேம௩ம் உ௠வாக்ழனால், அௌ 
உண்ைம௜ல் ஐ சந்ொக்ழறௌ, எனேவ என்பௌ ேகா௄ ௔ரி௵ ஒன்௥ இரண்௄க்ஶ ெவளிேய p p o 
உள்ளௌ, ஆனால் அௌ ஒேர ேகாடூ்ல் உள்ளௌ, ஆனால் அௌ ஒன்௥ அல்லௌ இரண்௄ வரி௜ன் 
ஒ௠ பஶொயாக இல்ைல.
 இௌ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ உள்ேநாக்ழத் ெதாட ேவண்௄ம் என்௥ ௚ூ௵ 
ெசய்ய உத௵ழறௌ, ேம௩ம் இௌேவ அதற்கான நிபந்தைன௞ம் அதற்ஶ ேநரம்ாறாக௵ம் நாம் 
மறந்ௌ௳ட்டால் அைதக் காண்௔ப்பௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ.
 இந்த சமன்பா௄ ஒன்ைற ஒன்௥க்ஶ சமமாக இரண்௄ என்௥ ைவத்ௌள்ேளாம் என்பைதத் த௳ர, 
இைத ஒன்௥க்ஶ சமமாக மாற்௣௞ள்ேளாம், ஏெனன்றால் என்ன நடக்ழறௌ என்பைதப் பாரக்்க 
௳௠ம்௔ேனாம், ஏெனனில் இரண்௄ ிழ்நிைலகளில் நாங்கள் ஆரவ்மாக இ௠ந்ேதாம், ஏெனனில் 
ஒேர ஒ௠ ோர௵் மட௄்ேம இ௠க்ஶம்.

இன் ஒேர ஒ௠ ோர௵் அதன் அூப்பைட௜ல் இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ஒேர   phi 
இடத்ொல் ெவட௄்ழன்றன, ஏெனனில் நாம் இந்த ஸ்ைலூற்ஶச ்ெசன்றால், இன் ah phi 
ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கள் இ௠ந்தால், இன் ஒவ்ெவா௠ மொப்௖ம் ெவவ்ேவ௥ ௖ள்ளிக்ஶ phi 
ஒத்ொ௠க்ஶம்.
  நாம் ஐ மாற்௣னால், மற்௥ம் ஆயத்ெதாைல௵கள் மா௥ம் , அதாவௌ, நாம் ெவவ்ேவ௥ phi x y 
ஶ௥க்ஶெவட௄்ப் ௖ள்ளிையப் ெப௥ழேறாம், ஆனால் ஼ல ஼றப்௖க் காட஼்களில் இந்த வலௌ 
பக்கம் ௔ளஸ் ஒன் அல்லௌ  ைமனஸ் ஒன்௥ இௌ ேபான்ற சமயங்களில் ஃைப இன் ஒேர ோர௵் 
அல்லௌ ஐந்ொன் ஒ௠ மொப்௖ மட௄்ேம உள்ளௌ.
 சமன்பாடை்ட ோரக்்ழேறாம் இரண்௄ மொப்௖கள் இல்ைல சரியாக ஒ௠ மொப்௖ உள்ளௌ மற்௥ம் 
ெதளிவாக ஐந்ொன் ஒ௠ மொப்௖ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் சந்ொக்ஶம் ஒ௠ ௖ள்ளிக்ஶ சரியாக cor 
பொலளிக்க௵ம், அதாவௌ அந்த ேநரத்ொல் இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம் 
என்௥ அரத்்தம் , இந்த ௳ஷயத்ொல் நாங்கள் இந்த நிைல௜ல் இ௠ந்ௌ ெதாடங்ழனால், இந்த 
நிைல௜ல் இ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶேவாம் என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.
 
இந்த மொப்ைப நீங்கள் இங்ேக ைவத்தால், இந்த வலௌ பக்கம் ௔ளஸ் ஒன்௑க்ஶ சமமாக 
இ௠க்ஶம் என்பைத நாம் காண்ேபாம், அதாவௌ இந்த நிபந்தைன உண்ைமயாக இ௠ந்தா௩ம், 
அந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் உள்நாட்ூல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ழன்றன என்௥ அரத்்தம்.
  நான் இப்ேபாௌ காட்ூயௌ என்னெவன்றால், என்பௌ ௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ூற்ஶ சமமாக d 
இ௠ந்தால் , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒ௠வைரெயா௠வர ்உள்ேநாக்ழத் ெதா௄ழன்றன , அதற்ஶ 
சற்௥ ௚ன்௖ , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் உள்ேநாக்ழத் ெதாட்டால், இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
ஒன்ைறெயான்௥ உள்ேநாக்ழத் ெதா௄ம்.
 ஒன்௥ அல்லௌ இரண்ைடச ்ெசய்வௌ ௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ூற்ஶ சமம் என்பௌ 
உண்ைமயாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ேம௩ம் 
அைவ ெவளிப்௖றமாகத் ெதா௄ம் ௳ஷயத்ொல் நாங்கள் காடூ்யைதப் ேபான்ற ஒன்ைற 
நாங்கள் ௚ன்௖ பாரத்்ேதாம் .
 இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்௥ அல்லௌ இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ஒன்ைறெயான்௥ ெவட்டப் 
ேபாழறௌ, எனேவ இந்த வலௌ பக்கம் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவான அளைவக் ெகாண்ூ௠ந்தால் 
அைவ சரியாக இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ெவட௄்ழன்றன, எனேவ எங்கள் ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் 
நாங்கள் பஶப்பாய்௵ ெசய்ேதாம்.
 அள௵ ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக இ௠ந்தால் , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் சரியாக இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் 
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ெவட௄்ழன்றன , இந்த மொப்௔ல் ஒன்௥க்ஶ சமமான மா௄லஸ் இ௠ந்தால், இரண்௄ வட்டங்கள் 
ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம் , நிசச்யமாக இந்த மொப்௖ ஒன்௥க்ஶ அொகமாக இ௠ந்தால், இல்ைல  

இன் ோர௵் இந்த மொப்௖ ஒன்ைற ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், இதன் ௚௱ைமயான மொப்௖ phi 
ஒன்௥க்ஶ அொகமாக இ௠ந்தால், ெதளிவாக ஐந்ௌ ோர௵் இல்ைல, ஏெனனில் ெகாைசன் 
ெசயல்பாடூ்ன் வரம்௖ ௔ளஸ் ஒன் மற்௥ம் ைமனஸ் ஒன் இைடேய உள்ளௌ, இதன் 
அூப்பைட௜ல் இதன் ெபா௠ள் க்ஶ எந்த ோர௵்ம் இல்ைல, இதன் அூப்பைட௜ல் இரண்௄ phi 
வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄வொல்ைல அல்லௌ அைவ ஒன்௥டன் ஒன்௥ 
ெவட௄்வொல்ைல இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவட௄்வொல்ைல , ௔ன்னர ்஼௣ௌ இயற்கணிதம் b 
இந்த வழக்ழல் இரண்௄ வழக்ஶகள் உள்ளன என்பைத நாங்கள் காண்௔த்ேதாம், 
அைவ ெவளிப்௖றமாகேவா அல்லௌ உட௖்றமாகேவா ெதா௄ழன்றனவா என்பௌ உங்க௬க்ஶத் 
ெதரி௞ம் , ௔ன்னர ்இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட வழக்ைக பஶப்பாய்௵ ெசய்வௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல 
, ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைர௜ல் நாங்கள் ெசான்னதாக நிைனக்ழேறன்  ஒன்௥ ஓ இரண்௄ என்பௌ ஆர ்
ஒன் ௔ளஸ் ஆர ்௅ைவ ௳ட ஼௣யௌ , அௌ ௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ைட ௳ட அொகமாக 
இ௠ந்தால், இந்த ௚தல் வழக்ஶ இந்த நிைலக்ஶச ்சமமானௌ, எனேவ நாம் என்ன ெசய்ேதாம் 
என்பைத ௳ளக்ஶவதற்ஶ ஒ௠ ஼௣ய உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 
இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் இௌவைர என்ன ெசய்ௌள்ேளாம், எனேவ நமக்ஶ இரண்௄ வட்டங்கள் 
உள்ளன, எனேவ இௌ மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசச்ாக இ௠க்கட௄்ம், எனேவ நமக்ஶ ஒ௠ x y 
வட்டம் உள்ளௌ, அதன் ைமயம் ேதாற்றத்ொல் உள்ளௌ மற்௥ம் அதன் ஆரம் ௛ன்௥ அலஶகள் 
என்௥ ெசால்லலாம்.
  வட்டம் இௌ ேபான்றௌ, எனேவ இௌ ௚தல் வட்டம் மற்௥ம் நமக்ஶ மற்ெறா௠ வட்டம் உள்ளௌ 
என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், அதன் ைமயம் இந்த ௖ள்ளி௜ல் ஐந்ௌ கமா ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் 
அதன் ஆரம் ௛ன்௥ அலஶகள் என்௥ ெசால்லலாம் எனேவ இௌ வௌ  மற்ற வட்டம் இரண்௄ம் e 
ஒேர ஆரம் ெகாண்டைவ ஆனால் ைமயங்கள் ெவவ்ேவ௥ ைமயங்களில் ெவவ்ேவ௥ ஆயங்கள் 
இ௠ப்பதால் அைவ மற்௥ம் இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகளி௩ம் ெவட௄்ழன்றன,  எனேவ இந்த p q 
இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬க்ஶம் நாம் எ௱ொனால், இௌ மற்௥ம் இௌ ஆஶம், எனேவ o 1 o 2 p 
இௌ என்ற ௚க்ேகாணம் ஆஶம்  ெபாௌ வழக்ஶக்காக நாம் ெசய்த அேத o one o two p 
பஶப்பாய்௵ என்னெவன்றால், ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் காஸ் சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ ஆ 
இங்ேக எங்கள் ஆல்பா ஆல்பா௳ன் காஸ் ஆஶம், எனேவ இந்த ௖ள்ளிைய நாங்கள் ௚ன்௖ 
ைமயமாகப் ௔ரொநிொத்ௌவப்ப௄த்ொேனாம்.
 ௚தல் வட்டம் காற்௖ள்ளி ைமயத்தால் இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் கமா ஆரம் ௚தல் b c d 
வட்டத்ொன் ஆரம் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ஆரம் இரண்௄ மற்௥ம் இரண்௄ r r 
ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ஒன்௥ இரண்டால் இொல் ஐந்ௌ ஆஶம்.o 
 வழக்ழல் ஆரம் இரண்௄ம் ௛ன்௥ இந்த வழக்ழல் என்பௌ ஓரி௷  என்பௌ ஆல்பா௳ன் ab ncd 
ஐந்ௌ காற்௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் காஸ் என்பௌ ைமனஸ் இௌ இந்த ah c a by d one o two, ah 
ஶ௣ப்௔ட்ட உதாரணத்ொற்ஶ ைமனஸ் ஐந்தாக இ௠க்ஶம், எனேவ ஐந்ௌ ௙ௌ ஐந்ௌ ஒன்றாக c a 
இ௠க்ஶம் எனேவ ஒ௠ ைசன் ஆல்பா ெதளிவாக உள்ளௌ  ௗஜ்௷யம் ஏெனனில் cos alpha n sin
alpha d minus b on d one o two
 அதனால் தான் இந்த உதாரணத்ொற்ஶ நம்௘டம் உள்ளௌ மற்௥ம் இன் phi minus alpha cos 

என்பௌ ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ஒன்௥க்ஶ சமம் என்ற ah r r 
சமன்பாடை்டக் ெகாண்ூ௠ந்ேதாம்.

இரண்௄ சௌரம் இரண்௄ இரண்௄ ஒன்௥ இரண்௄ எனேவ இௌ ௛ன்௥ சௌரத்ொற்ஶ o r d o ah 
சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ ஒன்பௌ க௯த்தல் ௛ன்௥ சௌரம் மற்௥ம் ஐந்ௌ சௌரம் இரண்ூ௧௠ந்ௌ 
௛ன்௥ ஐந்ௌ ஐந்ௌ ஆஶம், இௌ ைமனஸ் 5 ஆல் 6 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 எனேவ மற்௥ம்  ௔ன்னர ்நாம் என்ன ெசய்ய ௚ூ௞ம் என்றால், நாம் நமௌ வைரபடத்ொற்ஶத் 
ொ௠ம்௔ச ்ெசல்லலாம், எனேவ நிசச்யமாக இங்ழ௠ந்ௌ காஸ் ஆல்பா ஒன்௥ மற்௥ம் ஼ன் ஆல்பா
0 என்பதால், ஆல்பா 0 ூழரிக்ஶ சமமானதல்ல , எனேவ காஸ் ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா என்௥ 
பாரக்்ழேறாம்.

தாேன த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல மற்௥ம் இந்த ோரை்வக் கண்ட௣ய அல்லௌ   cos phi 
அூப்பைட௜ல் இப்ேபாௌ நாம் ௳௠ம்௖ழேறாம்  இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகளின் 
ஆயத்ெதாைல௵கைளக் கண்ட௣ய, அசை்சப் ெபா௥த்தமடூ்ல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் 5 ஆல் 6 x 
இடப்ெபயரச்஼்௞டன் பசை்ச நிற ழைடமடட்க் ேகாடை்ட வைரய ேவண்௄ம், 
ஆனால் அதற்ஶ இைணயாக அௌ இ௠க்ஶம்.
 இௌ எொரம்ைறப் பக்கத்ொல் ஐந்ௌ ஆறாக உள்ளௌ, எனேவ இந்த ைமனஸ் ஐந்ொல் ஆ௥ இந்த 
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ழைடமடட் ேகா௄ ைமனஸ் ஐந்ௌ ஆல் அச஼்ல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் ஐந்ொ௧௠ந்ௌ ஆ௥ ah x 
இடப்ெபயரச்஼்௜ல் மற்௥ம் அசா்க்ஶ இைணயாக ெவட௄்க்கள் அல்லௌ இைத ெவட௄்ழறௌ  x 
இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் க்கான வைள௵ , எனேவ இைவ இரண்௄ ோர௵்கள் cos phi minus alpha 
எனேவ இைவ இன் இரண்௄ மொப்௖கள் ஆஶம், இௌ இன் ைமனஸ் phi phi minus alpha cos 
க்ஶ சமமான க்ஶ சமமாக ைமனஸ் ஐந்ௌ ஆறாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.phi 
 இந்த ௳ஷயத்ொல் ஆ எங்களிடம் உள்ளௌ என்னெவன்றால், ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா சமமாக 
இ௠க்ஶம், எனேவ இரண்௄ மொப்௖கள் இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இௌ ைமனஸ் ஐந்ௌ ஆ௥ , இந்த 
௳ஷயத்ொல் ஆல்பா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், எனேவ நாம் அூப்பைட௜ல் இதற்கான ோர௵்கைளக் 
கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.
 சமன்பா௄ ைமனஸ் ஃைபவ் ஆல் ph  i 
ஆக்ஸஓக்ஶ சமம் எனேவ நிசச்யமாக ஒ௠ மொப்௖ ஃைப ஆல் ஃைப ஆல் ைமனஸ் ஃைபவ் ஆல் 
இன்ெவரஸ்் ஆஃப் ைமனஸ் ஃைபவ் ஆல் இன்ெவரஸ்் ெகா௄க்கப்ப௄ம், ேம௩ம் இந்த 5 மொப்௖ 0 
௚தல் ைப வைர௜லான இைடெவளிையச ்ேசரந்்தௌ எனேவ இந்த ௚தல் ைப ேகாணம் 
அூப்பைட௜ல் இௌதான்  ேகாணம் எனேவ இௌ 0 மற்௥ம் 180 ூழரிக்ஶ இைடப்பட்ட ைமனஸ் 
ஐந்ௌ ஆ௣ன் இன் தைலவழ் சமமாக இ௠க்ஶம் cos 
, ேம௩ம் இன் மற்ற மொப்௖ 2 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், இந்த ௚தல் மொப்ைபக் க௯த்தால், phi pi 
இௌ ஆக இ௠க்கட௄்ம் இௌ இரண்௄ ஆக இ௠க்ஶம் ஏெனன்றால் இரண்௄ ோர௵்கள் phi phi 
இ௠க்ஶம் என்௥ பாரத்்ேதாம், எனேவ இைத ஃைப ஒன் என்௥ம் இைத ஃைப ௅ என்௥ம் 
ஶ௣ப்ேபாம் எனேவ ஃைப ஒன்௥ காஸ் இன்ெவரஸ்் ைமனஸ் ஃைபவ் ஆல் ஆக்ஸஓக்ஶச ்சமம், 
ஃைப இரண்௄ என்பௌ இரண்௄ ைப ைமனஸ் காஸ் இன்ெவரஸ்ஓக்ஶச ்சமம்.
 ைமனஸ் ஐந்ொல் ஆ௥ மற்௥ம் இந்த ேகாணம் 2 ைப ைமனஸ் காஸ் தைலவழ் 5 ைப 2 ைப 
ைமனஸ் காஸ் தைலவழ் ைமனஸ் 5 ஆல் 6 என்பௌ ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ இந்த மற்ற 
ஃைப 2 இங்ேக இந்த மொப்ைப ஒத்ொ௠க்ழறௌ , இைத நான் ஶ௣ப்௔௄ழேறன்  எனேவ இௌ 
அூப்பைட௜ல் இந்த ேகாணத்ொற்ஶ ஒத்ொ௠க்ஶம்  ஓம் எனேவ இந்த வரி௜ல் இ௠ந்ௌ 
இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ழ இந்த ேகா௄ வைர அைனத்ௌ வ௯களி௩ம் , பசை்ச நிறத்ொல் உள்ள இந்த 
ேகாணம் இரண்௄ ைப ைமனஸ் காஸ் ைமனஸ் ஐந்ௌ ஆ௥க்ஶ ேநரம்ாறானௌ த௳ர 
ேவெறான்௥௘ல்ைல , நீங்கள் பாரக்்ழறபூ இந்த ஃைப இரண்௄ இப்ேபாௌ நாம் என்றால் எனேவ
இப்ேபாௌ அூப்பைட௜ல் ஃைப ஒன் மற்௥ம் ஃைப ௅௳ன் இந்த ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கைளப் 
பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛ல௚ம் , 2 வட்டங்கள் ெதா௄ம் ௖ள்ளி௜ன் ௌ௠வப் ௔ரொநிொத்ௌவத்ைதப் 
பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛ல௚ம் , என்பௌ ௔ளஸ் ஆர ்௅ காஸ் ஃைபக்ஶ சமம் என்பைத நாம் x c 
அ௣ேவாம்,  எனேவ ஃைப என்௥ ெசால்லலாம்.
  ஒன்௥ மற்௥ம் என்பௌ ௔ளஸ் இரண்௄ ைசன் ஃைப ஒன்௥ எனேவ ௌ௠வ வூ௳ல் y d r phi 
ஒன்௥க்ஶ சமமாக ஐ ைவக்ஶம் ேபாௌ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் ஆல் phi x one y one 
ஶ௣ப்ேபாம் எனேவ இௌ க்ஶ சமமான க்ஶ ஒத்ொ௠க்ஶம் 1 இந்த ௖ள்ளி க்ஶ phi phi p 
ஒத்ொ௠க்ஶம், ஏெனனில் இந்த ேகாணம் ஆஶம், எனேவ இௌ மற்௥ம் பசை்ச phi 1 phi 1 
நிறத்ொல் காட்டப்பட௄்ள்ள இந்த மற்ெறா௠ ேகாணம் ஆஶம்.phi 2 
 எனேவ இந்த ௖ள்ளி இன் ஆயத்ெதாைல௵கள் கமா ஆஶம்.p x 1 y 1 
  இந்த சமன்பா௄ ௛லம் ெகா௄க்கப்ப௄ம், இௌ ah 
கணக்ழ௄வௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல  இந்த மொப்௖கள் அைனத்ௌம் இங்ஶ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் 
என்பதால், ஃைப ஒன்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், இரண்௄ சமம் என்பௌ ௛ன்௥ என்பௌ நமக்ஶத் r 
ெதரி௞ம், அேத ேபால் என்பௌ ஐந்ொற்ஶச ்சமம் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், அேத ேபால் d d 
என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இரண்௄ என்பௌ ஆஹ் த்ரீ என்௥ம், ஃைப ஒன்௥ நமக்ஶத் r 
ெதரிந்ததால், நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
 ஼ன் ஃைப ஒன்ைறக் கணக்ழட ௚ூ௞ம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாஶப்௖கைள 
கணக்ழ௄வதற்ஶ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கைள கணக்ழடலாம் இௌ ஐ q ah x 
இரண்௄ இரண்டால் ஶ௣க்கலாம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கைள y qx 
இரண்௄ கமா இரண்ூல் கணக்ழடலாம்.y 
 இைதப் ேபான்ேற இேத ௚ைற௜ல் கணக்ழடலாம் ஆனால் ஃைப 1க்ஶ பொலாக ஃைப 2 
இ௠க்ஶம், அங்ஶ ஃைப 2 என்பௌ 2 ைப ைமனஸ் காஸ் ைமனஸ் ஐந்ொல் இ௠ந்ௌ ஆ௥க்ஶ 
ேநரம்ாறாக இ௠க்ஶம்.
 இரண்௄ மற்௥ம் சமமாக இ௠க்ஶம் ௅ ைசன் ஃைப ௅ ஃைப ௅ cos phi two y two d plus r 
இந்த ேகாணம், எனேவ இந்த இரண்௄ தான்  இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் உ௠வாக்கப்படட் ௎ட்பங்கைள 
நாம் உ௠வாக்ழய ௎ட்பத்ொற்ஶ எவ்வா௥ பயன்ப௄த்தலாம் என்பதற்கான எளிய 
எ௄த்ௌக்காட௄்.
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 ௚த௧ல் பயன்ப௄த்தப்பட்டௌ க்ஶ ௚த௧ல் பயன்ப௄த்தப்பட்டௌ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் e 
சரியாக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம் நிைலைமகைள ோ௳ரமாக நி௡௔த்ௌ , ஒ௠ 
ௌைணப் ெபா௠ளாக , இந்த இரண்௄ வட்டங்களின் ெவட்௄ப்௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கைளக்
கண்ட௣ய அேத ௎ட்பத்ைதப் பயன்ப௄த்தலாம் என்பைத௞ம் நாம் காண்ழேறாம்.
  ஆல்பா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠ந்தௌ, ஆனால் ெபாௌவாக ஆல்பா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக 
இ௠க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைல, ஆனால் அந்த ௳ஷயத்ொல் ஷட இௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல, 
ஏெனன்றால் அதற்ஶ பொலாக நாம் இங்ேக ெப௥வௌ என்னெவன்றால் , இந்த ஃைபக்ஶ பொலாக 
இங்ேக 5 ைமனஸ் ஆல்பா இ௠ந்ொ௠க்ஶம்.
  ஃைப 1 ைமனஸ் ஆல்பா இ௠ந்தௌ , இங்ேக நாம் ஃைப 2 ைமனஸ் ஆல்பாைவப் 
ெபற்௣௠ப்ேபாம், எனேவ ஆல்பா 0 இல்ைலெயன்றால், ோர௵் ஃைப 1 க்ஶ சமமான ஆல்பா ௔ளஸ் 
காஸ் ைமனஸ் 5 ஆல் 6 இன் இன்ெவரஸ்் ஆக௵ம், ைப 2 ஆல்ஃபா ௔ளஸ் 2 க்ஶ சமமாக௵ம் 
இ௠க்ஶம் எனேவ அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் pi minus cos inverse of minus five by six 
ஶ௄ம்ப வட்டங்களின் ஶ௄ம்பம் என்ற ௖ொய தைலப்ைபத் ெதாடங்ஶேவாம், இௌ 
ேநரே்காட௄்களின் ஶ௄ம்பம் என்ற தைலப்௔ல் ௳வாொக்கப்படட்ைதப் ேபான்ேற இ௠க்ஶம்.
 
உங்க௬க்ஶ நன்௣ 
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