
സർׯിളുകളുെട 11-ാം ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ര؇് 
സർׯിളുകൾ പരُ١രം േഛദിؗുׯതിനുت വّവرയിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ ആരംഭിുׯം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ മുآെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ, ആ അവر കൂടുതൽ കർശനമായി 
സٔീകരിുׯം. ര؇് സർׯിളുകളുെടയും േകْؕ׹ൾ ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋കേയׯാൾ കുറവാണ്, 
ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ഈ ദൂരം ദൂര؋ിന്െറ േകവല വّതّാസേׯ؋ാൾ കൂടുതലാെണ׸ിൽ, ഈ 
അവرയിൽ ര؇് സർׯിളുകളും ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ിരുؗു. 
ഇْതയും കണിശമായി മുേؗാ؂് നീؗു׹ത് ഇത് കാണി׺ിب , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ര؇് 
സർׯിളുകളുെ؇׸ിൽ ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّവും ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّവുമായ ര؇് 
സർׯിളുകളുെ؇׸ിൽ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒ്ؗ എ്ؗ പറയാം. േകْؕം r 
ഈ ബിؕു ഒ്ؗ ആണ്, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇് എؗ സമവാകّം നൽകുؗ ഈ വൃ؋؋ിന് o s r 
ര؇് ആരവും ര؇ിൽ േകْؕവും ഉെ؇്ؗ പറയെ؂ , ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت അകലം 2-ൽ o 
കുറവാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ ഈ പരാമർശം നട؋ിയിരുؗു. ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋ക, അത് ര؇് 
വൃ׹؋ളുെട ആരം തأിലുت േകവല വّതّാസേׯ؋ാൾ കൂടുതലാെണ׸ിൽ, ഈ അവر 
സംഭവിുׯേآാൾ, ര؇് സർׯിളുകളും കൃതّമായി ര؇് േപായിന്റിൽ വിഭജിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
പറ؁ു, അ׹െനയാെണ׸ിൽ ഇത് എ്ؗ ഞ׹ളും പറ؁ു. അതിനാൽ ഈ അവر 
സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ, ര؇് സർׯിളുകളും ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുؗുׯ, ര؇് 
സർׯിളുകൾ തأിലുت ദൂരം ആര؋ിന്െറ ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ, ര؇് സർׯിളുകളും
കൃതّം ഒരു ബിؕുവിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯെവؗും ഞ׹ൾ പറ؁ു. ര؇് സർׯിളുകളുെട 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ആര؋ിന്െറ വّതّാസ؋ിന്െറ േകവല മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ 
ആഹ് ഉദാഹരണ؋ിലൂെട വിശദീകരിു׺, അതിനാൽ ഞ׹ൾ സർׯിളുകൾ വര്׺ ഈ അവرകൾ 
എ׹െനെയ്ؗ കാണി׺ിരിുؗുׯ. ഉ؇ാകാം, പേײ ഞ׹ൾ ഈ ْപُാٝവനകൾ ഔപചാരികമാേയാ 
കർശനമാേയാ െതളിയി׺ി؂ിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് െചإാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ ഇവ ര؇് 
സർׯിളുകളാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതാണ് വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ആദّം േകْؕം ഒ 
ഒؗിന് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ നൽകുؗ വൃ؋ം, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇ാമെ؋ s 
സർׯിളാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ തുടർؗുت ചർ׺യിൽ െപാതുതതٔം നذെؚടാെത ആദّ 
വൃ؋؋ിന്െറ ആരം കൂടുതലാെണ്ؗ അനുമാനിׯാം ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ ദൂരേׯ؋ാൾ 
അെ׸بിൽ അത് ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ ആര؋ിന് തുലّമാകാം, നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ 
സർׯിളിന്െറ ഈ േകْؕെ؋  െകാ؇് സൂചിؚിׯാം , അ׹െനെയ׸ിൽ ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന് o2
നീളം ഉ؇് , ഇത് േപായിന്റുകളിൽ ഒؗാണ് ഈ ര؇് സർׯിളുകളും ُ١ർശിؗുׯത് െകാ؇് d o102 p 
സൂചിؚിുׯം, ഒؚം ഒؗും ര؇ിെനയും ഈ യുമായി ബؖിؚിുׯം, എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ o o p 
പരിേശാധിׯാൻ ْശമിׯാം അെ׸بിൽ ഏത് സാഹചരّ؋ിലാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ പറയാം , 
ഈ ര؇് സർׯിളുകളും കൃതّമായി ഒؗിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുׯം േപായിന്റ ്അതിനാൽ നുأെട മുൻ 
ْപഭാഷണ׹ൾ വീ؇ും ഓർأിുׯകയാെണ׸ിൽ , ആദّെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕമായ ഈ 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ആെണؗും ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ േകْؕ؋ിന്െറ ab 
േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആെണؗും പറയാം. നീളം ഒരു യുെട വّװവും ര؇ിന്െറ ഒരു നീളം c d p o 

എؗത് ര؇് ആണ് , ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ യുെട േകാർഡിേനുئകൾ ഉം ഉം p r p x y 
െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ എ്ؗ പറയാം, തുടർ്ؗ നأൾ എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ പ׺ േഡാ؂് 
എ്ؗ പറയാം േരഖ അ؋ײിന് സമാؓരമാണ്, അതുേപാെല തെؗ ഈ പ׺ േഡാ؂് േരഖയും ഉ؇് , x x 
അു׺ത؇ുമായി ബؖെؚ؂് ഒരു യുെട ഈ േകാൺ തീئ ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, അതിനാൽ ഈ p 
േകാൺ തീئയാണ് , അതുേപാെല തെؗ മുതൽ ര؇് വെരയുت േകാൺ പ׺ കുു؋കളുت o p o p 
േരഖ ൈഫ െകാ؇് സൂചിؚി׺ിരിുؗുׯ എ്ؗ പറയാം, ഈ പ׺ േഡാ؂ഡ് ൈലനിേല്ׯ ഓ ര؇ിൽ നി്ؗ 
ലംബമായി ഒരു ലംബവും ഇടുؗു, അതിനാൽ ഈ ലംബമായി ഈ േപായിന്റ് െകാ؇് സൂചിؚിׯാം, m 
അവിെട ലംബമായ പ׺ േഡാ؂ഡ് േരഖെയ ലംബമായി ക؇ുമു؂ുؗുെവ׸ിൽ അത് വّװമാണ്. നമു്ׯ 
ഈ േപായിന്റ് എഴുതാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ , ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ര؇് x p 
സർׯിളുകളുമായും ْധുവ രൂപ؋ിൽ എഴുതാം, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് എഴുതുേآാൾ ഈ p 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ْധുവ രൂപ؋ിൽ നأൾ കാണുؗ ആദّെ؋ സർׯിളുമായി 
ബؖെؚ؂് എؗത് ഒരു ؛സ് വൺ േകാസ് തീئയ്ുׯം എؗത് ؛സ് വൺ പാപ؋ിനും p. x r y b r 
തുലّമാണ് സമാനമായി എؗിവെയ ْധുവരൂപ؋ിൽ ْപകടിؚിׯാം , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ theta x, y x
എؗത് ؛സ് ര؇് േകാസ് ൈഫ ؛സ് ര؇് ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇതും ഈ c r y d r sin phi ah 
സമവാകّവും ഇതും തുലّമാׯാം. ഒരു ؛സ് ആർ വൺ േകാസ് തീئ, സി ؛സ് ആർ ടു േകാസ് ൈഫ, ബി 
 തുലّമാണ്, കാരണം വൺ r ׯ് സ് ആർ ടു സിൻ ൈഫ എؗിവയ്؛ ഡി ,ئസ് ആർ വൺ സിൻ തീ؛
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനി׺തിനാൽ ഈ സമവാകّം ര؇ിേല്ׯ ഞ׹ൾ 
എ്ؓ െചുإം, ഞ׹ൾ ഇത് ഈ വശേׯ്؋ െകാ؇ുേപാകും, ​​അതിനാൽ നമു്ׯ R one cos theta c 
ൈമനസ് ؛സ് ര؇് എؗത് ൈമനസ് ؛സ് ര؇് ആണ്, a r cos phi, r one sin theta d b r sin phi 
ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം വർ״ീകരിുׯകയും അവെയ കൂ؂ിേ׺ർുׯകയും 
െചإാം, അ׹െന നأൾ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും വർ״ീകരിുׯകയും അവെയ കൂ؂ിേ׺ർുׯകയും 
െചുإേآാൾ നമു്ׯ സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ തീئയും ഈ ഇടതുവശെ؋ ചതുരവും ഒരു R one r 
സ്കٔയർ സ്കٔയർ തീئയും ഈ ؛സിന്െറ വർ؋״ിന് തുലّമാണ്. ഇതിന്െറ വർ״ം ഈ sin 
വُٝു വിന്െറ വർ؋״ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ആണ് തുടർ്ؗ ഇവിെട c s two c minus ar two cos phi, 
ഈ ْപേതّക പദ؋ിന്െറ വർ״ം ൈമനസ് പൂർ؉ സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് സ്കٔയർ ൈസൻ സ്കٔയർ d b r 
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 ിൽ േകാസ് phi d minus b r two sin phi׸കയാെണുׯൾ അത് ലളിതമാ׹ആണ്, ഞ ׯസ് ടു േല്؛
സ് കٔയർ തീئയും സിൻ സ് കٔയർ തീئയും ഏെതാരു തീئയ് ുׯം ഒؗാണ്, അതുേപാെല േകാസ് സ് കٔയർ 
ഫി ؛സ് സിൻ സ് കٔയർ ൈഫയും ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിؗുׯ ഒؗാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ വൺ സ് കٔയർ r 
സി ൈമനസ് ഒരു സ് കٔയർ ؛സ് ഡി ൈമനസ് ബി സ് കٔയർ ؛സ് ആർ ടു സ് കٔയർ ലഭിുׯം ؛സ് ടു ആർ 
ടു സി ൈമനസ് എ േകാസ് ൈഫ ؛സ് ഡി ൈമനസ് ബി സിൻ ൈഫ ഇേؚാൾ സി ൈമനസ് എ ഫുൾ 
സ്കٔയർ ؛സ് ഡി ൈമനസ് ബി ഫുൾ സ്കٔയർ അതിനാൽ സിസി ൈമനസ് ഒരു മുഴുവൻ സ്കٔയർ ؛സ് 
ഡി ൈമനസ് ബി മുഴുവൻ സ്കٔയർ എؗത് ഇതിന്െറ ചതുരാകൃതിയിലുت നീളമبാെത മെئാؗുമب 
ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت അകലം സ്കٔയർ െകാ؇് സൂചിؚിׯാൻ കഴിയുؗത് ഒ്ؗ അെ׸بിൽ d 
ര؇് ചതുരം െചുإക, ഇവിെട നأൾ ഈ പദ؋ിനായി െകാ؇് ഗുണിുׯകയും ഹരിുׯകയും d 
െചുؗുإ എ്ؗ പറയാം. ര؇് ഇവിെട, തുടർ്ؗ ഈ ര؇് പദ׹ളിലും ഞ׹ൾ അേഡാ ഒ്ؗ ഒ ര؇് ഇ؂ു 
ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഒരു സ്കٔയർ ര؇് സ്കٔയർ ആണ് കൂടാെത ഒ്ؗ ഒ ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ആർ r r 
ര؇് െചുإക ഒ്ؗ ഒ ര؇് തവണ സി ൈമനസ് എ ൈബ ഡി ഒ്ؗ ഒ ര؇് േകാസ് ഫി ؛സ് ഡി ൈമനസ് ബി
ഡി ഒ്ؗ ഒ ര؇് സിൻ ൈഫ ആുׯക, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗ ഈ ര؇് പദ׹ൾ 
എെؓാെׯയാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം ൈമനസ് ഉം uh c a by d one o two d minus b by d one o 

ഉം നأൾ മുآെ؋ ചിْത؋ിേല്ׯ തിരിെക േപായാൽ നأൾ കാണുؗത് ഈ വലത് േകാണിന്െറ two 
ْതിേകാണം ര؇് മീئറിൽ േഫാׯസ് െചᅃٝാൽ നأൾ കാണുؗത് ഒരു എؗത് മെئാؗുമب, o one o o m 

ൈമനസ് ര؇് എؗത് ൈമനസ് അبാെത മെئാؗുമب , നമു്ׯ ഈ ആംഗിൾ എ്ؗ c ao m d b m o1 o2 
സൂചിؚിׯാം, അതിനാൽ ഈ േകാണാണ് നമു്ׯ അതിെന ആൽഫ െകാ؇് സൂചിؚിׯാം, അതിനാൽ c 
ൈമനസ് െകാ؇് ഹരിׯെؚടുؗത് എളുؚ؋ിൽ കാണാം എؗത് a d over one o two cos alpha 
അبാെത മെئാؗുമب , ൈമനസ് എؗത് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആണ്, d b do one o two sine alpha 
അതിനാൽ നأൾ ഇത് ഉപേയാഗി׺ാൽ ഇത് ആയും ഇത് ആയും ആണ് cos alpha sine alpha 
ലഭിؗുׯത്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ പദْപേയാഗം ഉ؇് എؗാൽ ഇതാണ് േഫാമിന്െറ േകാസ് എ േകാസ് 
ബി ؛സ് സിൻ എ സിൻ ബി, ഇത് ഫി ൈമനസ് ആൽഫയുെട േകാസ് അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ 
ആൽഫയുെട മൂലّം സിയുെട േകാർഡിേനുئകെള അبാെത മെئാؗിെനയും ആْശയിؗുׯിب എؗും 
വّװമാണ് നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളിൽ ْപേവശിുׯേآാൾ ആൽഫ നമു്ׯ 
അറിയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ അ׾ാതമായത് ൈഫയുെടയും തീئയുെടയും മൂലّമാണ്, കാരണം 
ഞ׹ൾ്ׯ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും വിഭജന േപായിന്റുകൾ കൃതّമായി അറിയിب. ഞ׹ൾ 
ْശമിؗുׯത് ഒരു രീതി രൂപെؚടു؋ാനാണ് ഇവിെട ഞ׹ളുെട ْശമം, വിഭജന؋ിന്െറ 
േപായിന്റുകളുെട സٔഭാവം കെ؇ؗു؋തിനുت ഒരു രീതി കെ؇ു؋ക എؗതാണ്, അതിനാൽ ഈ 
ര؇് ْധുവ രൂപ׹ളാൽ വിഭജന േപായിന്റുകൾ നൽകിയി؂ു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ആ നിമിഷം ൈഫ 
കെ؇؋ാൻ കഴിയും ൈഫയിൽ നിേؗാ തീئയിൽ നിേؗാ വّװമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട 
തീئെയ അനുകരി׺ി؂ു؇്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട എؓാണ് ഉتത്, ഈ സമവാകّം 
കാണുകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ അടിرാനപരമായി ൈഫയുെട അടിرാന؋ിൽ ഒരു ْതിേകാണമിതി 
സമവാകّം ഉ؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ പരിഹരിׯാനാകും, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം കൃതّമായി ഈ 
സമവാകّം ഒؗാണ് ചതുരം ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് ചതുരം ؛സ് ടു ന്െറ r r d o r 2 do 1 o 2 

ആയി ൈഫ ൈമനസ് ആൽഫ, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിെല എبാം നമു്ׯ അറിയാം, കാരണം cos 
നമു്ׯ സമവാകّേമാ ര؇് വൃ׹؋േളാ അറിയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗ ആരം അറിയാം 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം നമുׯറിയാം ആംഗിൾ ആൽഫ ഇേؚാൾ അറിയാ؋ത് ആണ്, അത് phi 
ഒരിׯൽ നമു്ׯ അറി؁ുകഴി؁ാൽ, ഈ സമവാകّം പരിഹരി്׺ നമു്ׯ അറിയാൻ കഴിയും , phi 
നമു്ׯ യുെട മൂലّം ഇവിെട വളെര എളുؚ؋ിൽ നൽകാം, ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ഈ phi-
സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ േകാർഡിേനുئകൾ ലഭിുׯം. ൈسഡ് നമു്ׯ ൈഫ ൈമനസ് 
ആൽഫയുെട േകാസ് ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ഒ്ؗ ര؇് പൂർ؉ ചതുരം ര؇് r r d o 

ര؇് െചുإക ഒ്ؗ ര؇്, അതിനാൽ ْഗാഫിׯായി െചإാവുؗ ൈഫയുെട മൂലّം കെ؇؋ാൻ r o 
നأൾ ഈ സമവാകّം പരിഹരിേׯ؇തു؇്. ഇതുേപാെല , ഞ׹ൾ ലംബ അ؋ײിൽ ൈഫ ൈമനസ് 
ആൽഫയുെട േകാസ് േ؛ാ؂് െചുإം, തിരحീന അ؋ײിെല ൈഫയ് െׯതിെര ഞ׹ൾ േ؛ാ؂് െചുإം, 
കൂടാെത ഫി ൈമനസ് ആൽഫയുെട േകാസിന്െറ ْഗാഫ് ഇതുേപാെലയായിരിׯാം, അതിനാൽ ഇത് 
ആൽഫ ആെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ൈഫ സീേറാ േകാസ് ൈഫ ആയിരിുׯേآാൾ ഐ ൈമനസ് 
ആൽഫയുെട ൈമനസ് ആൽഫ േകാസ് ആൽഫയുെട േകാസ് ആണ്, അതായത് ൈഫ ൈമനസ് 
ആൽഫയുെട ആൽഫ േകാസ് ആകുേآാൾ ഈ മൂലّം പറയാം , അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെല 
എെؓ׸ിലും ഉെ؇്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സൂآർ؉ ചْകമാണ് അതിനാൽ ഈ മൂലّം ര؇് 
ൈപയും ഈ മൂലّവും ആയിരിുׯം യുെട മൂലّം ഏئവും കുറ؁ അളവിൽ എു؋േآാൾ, നമു്ׯ phi 
ആൽഫ ؛സ് ൈപയ്്ׯ തുലّമായ ഉെ؇׸ിൽ, ൈമനസ് ആൽഫയുെട ൈമനസ് വ؉ാണ്, phi phi cos 
അതിനാൽ അത് േനടാനാകുؗ ഏئവും കുറ؁ മൂലّമാണ് , അത് തുലّമായി ൈകവരിുׯം phi 
ആൽഫ ؛സ് ൈപയിേലتുׯ ഈ േപായിന്റാണ് ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ വലതുവശتു؋ 
ഈ മൂലّ؋ിന് ഒؗിൽ താെഴയുت സൂآർ؉ മൂലّമുെ؇׸ിൽ, നമു്ׯ ഒരു പരിഹാരമു؇ാകും, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ മൂലّെ؋ ْപതിനിധീകരിׯാൻ കഴിയും അു׺ത؇ിൽ നിؗുت ഒരു x 
തിരحീന رാനചലന؋ിലൂെടയുت േരഖ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു പ׺ േഡാ؂് േരഖയും ഉപേയാഗിׯാം,
അതിനാൽ ഈ മൂലّം ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ നമു്ׯ അത് പകുതി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക, 
അതിനാൽ ഈ മൂലّം പകുതിയാെണ׸ിൽ പകുതിയും പകുതിയും ഇവിെട എവിെടേയാ ഉ؇്, കാരണം 
ഇത് ഒؗായതിനാൽ ഇത് പകുതിയാണ്, തുടർ്ؗ ഈ മൂലّവുമായി െപാരു؋െؚടുؗു, പകുതി പറയാം , x 
അ؋ײിന് സമാؓരവും അ؋ײിൽ നി്ؗ പകുതിയായി رാനചലനം െചᅃٝതുമായ ഒരു േഡാ؂് x 
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വരയ്ׯാം . പ׺ കുു؋കളുت േരഖ േകാസ് ൈഫയുെട വْകത കുറയ്ׯാൻ േപാകുؗു, കാരണം ടി 
അവന്െറ പ׺ േരഖ ജّാമിതീയമായി ഈ ْഗാഫിന്െറ ഈ മൂലّ؋ിന് തുലّമായ േരഖയുെട 
സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْഗീൻ ൈലൻ േകാസ് ൈഫ ൈമനസ് ആൽഫയുെട വْകം മുറിׯാൻ 
േപാകുؗിടെب؋ാം ഈ ര؇് മൂലّ׹ളും തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഇത് 
പകുതിയാെണ׸ിൽ , അ؀ിന്െറ ര؇് മൂലّ׹ളും ഈ മൂലّവും ഈ മൂലّവും യഥാർ،؋ിൽ ഈ 
മൂലّ؋ിന് വലതുവശتു؋ ഈ മൂലّ؋ിന് േമാഡുലസ് മൂലّം കർശനമായി ഒؗിൽ 
കുറവായിരിുׯേآാൾ അത് എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും. ഈ സൂآർ؉ ചْകം കാരണം ൈഫയുെട 
ര؇് പരിഹാര׹ൾ എبായ്േؚാഴും ഉ؇ായിരിുׯെമ്ؗ ഒരാൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും , അത് 
ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ യുെട ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯം, ഈ phi 
വലതുവശ്؋ ഒരു േകവലമുെ؇׸ിൽ അത് സംഭവിുׯം ഒؗിൽ താെഴയുت മൂലّം ഉദാഹരണമായി 
ഞ׹ൾ പകുതിെയടുു؋, എؗി؂് ഞ׹ൾ ക؇ു, ഇത് അ؀ിന്െറ ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹ളായിരുؗു, 
എؗിരുؗാലും ഇത് അ׹െനയാെണ׸ിൽ, ഈ വലതുവശ്؋ ഒؗിൽ താെഴയുت േകവല മൂലّമുت 
ْപേതّക സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് സർׯിളുകളും കൃതّം ര؇് േപായിന്റിൽ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ 
പരُ١രം വിഭജിؗുׯ സാഹചരّവുമായി െപാരു؋െؚടും, എؗിരുؗാലും ഈ വലതുഭാഗം ഒേؗാ 
ൈമനസ് ഒേؗാ ആയിരിׯണെമ׸ിൽ , ഈ വലതുഭാഗം ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ. പ׺ കുു؋കളുت 
േരഖ ഇതുേപാെലയുت ഒؗാണ്, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഒؗിന്െറ ഈ മൂലّവുമായി െപാരു؋െؚടുؗ 
പ׺ േഡാ؂ഡ് ൈലൻ ഈ വْകെ؋ ഒരിട്؋ മാْതം ُ١ർശിുؗുׯ, ഇത് ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ phi 
േയാട് േയാജിുؗുׯ, അത് ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ േയാട് േയാജിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇് phi 
സർׯിളുകളും ആ േകാർഡിേനുئകൾ നൽകുؗ േകാർഡിേനുئകളുെട ഒരിട്؋ മാْതേമ പരُ١രം 
ُ١ർശിൂׯ , ഈ സമവാകّം ഈ സമവാകّം നൽകും, എؗാൽ ഈ വലതുവശ്؋ ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ
ൈഫ നൽകണം , ഇവിെട ദൂരവും േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരവും ഈ വലതുവശ؋ാെണ׸ിൽ . ഈ 
വലതു വശം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ തുലّമായ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അത് ൈമനസ് ഒؗിന് y 
തുലّമാകുേآാൾ പ׺ േഡാ؂് േരഖ ഇതുേപാെലയാണ്, യിലും ഈ സമവാകّെ؋ t- hat case 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ യുെട ഒരു മൂലّം മാْതേമ ഉൂت, അതായത് ആൽഫ ؛സ് ന് തുലّമായ phi pi phi x y
എؗ േപായിന്റ് മാْതേമ ഉൂت, ഈ ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിുׯം, അതിനാൽ ഈ ْപേതّക 
സാഹചരّ؋ിൽ ഈ വലതു വശം ഉتതാണ് ഒേؗാ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّേമാ ര؇് സർׯിളുകളും 
പരُ١രം ഒരു ബിؕുവിൽ മാْതേമ വിഭജിുׯകയുൂتെവ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അടിرാനപരമായി 
അർ،മാؗുׯത് അവ ഒരു ഘ؋؂ിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുׯെമؗാണ്, അതിനാൽ അടു؋തായി ഇവെയ 
എ׹െന ചിْതീകരിׯാൻ ْശമിുׯെമ്ؗ കാണാൻ ْശമിׯാം. ന്െറ ഈ യുെട r 1 r 2 ah 
അടിرാന؋ിൽ വൃ׹؋ൾ പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ ര؇് സؕർഭ׹ളും ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت 
ദൂരവും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ പറ؁ിരുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ര؇് r r 
ചതുരം കൂ؂ി ഒേؗാ രെ؇؉ം മുഴുവനായും െചإാം. ര؇് ര؇് ഒ്ؗ േകാമ ര؇് എؗത് ൈമനസ് r d o 
ഒ്ؗ എ്ؗ പറയൂ , ഇത് എؓാണ് േയാജിؗുׯെത്ؗ േനാׯാം, ഇത് േകാസ് ഓഫ ്ഫി ൈമനസ് 
ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, അ׹െനയാെണ׸ിൽ മാْതേമ ഇത് സംഭവിൂׯ. ഇത് പരിഹരിുׯക, നأൾ 
കാണുؗത് ആണ് തുലّമാണ് ര؇് സമചതുരം ؛സ് െചുإക ഒ്ؗ ര؇് പൂർ؉ R one squ are r o 
ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ര؇് െചുإക ഒ്ؗ ര؇് , അതായത് ഒരു ചതുരം ര؇് ൈമനസ് െചുإക r o r r 
ഒ്ؗ ര؇് പൂർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഒ്ؗ ഒؗുകിൽ തുലّമാണ് എؗാണ്.o r 

ര؇് ൈമനസ് െചുإക ഒ്ؗ ര؇് അെ׸بിൽ ഒ്ؗ എؗത് ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ര؇് െചإാൻ r o r o r 
തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഈ േകസ് സാധّമب, കാരണം ഞ׹ൾ ആദّം പറ؁ിരുؗത് ഒ്ؗ r r 
ര؇ിേനׯാൾ വലുതാെണؗും ദൂരം എبായ്േؚാഴും ഒരു അെുؗبം ആണ് െനഗئീവ് അളവ് ര؇് d 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം, അതിനാൽ ഇതാണ് സാധّത, ഇത് സാധّമب, അതിനാൽ ഒേരെയാരു 
സാധّത ഇതാണ്, ഈ അവر മെئാؗുമب, േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ആര؋ിന്െറ 
ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒؗാണ് വലതുഭാഗം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമായ അവر,
എؗാൽ നമു്ׯ ജّാമിതീയമായി േനാׯാം, ഇത് എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്, അതിനാൽ ര؇് 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാകുേآാൾ ഈ പദْപേയാഗം 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, അതായത് േകാസ് ൈഫ ൈമനസ് ആൽഫയുെട ൈമനസ് ഒ്ؗ അെ׸بിൽ വി ch 
അടിرാനപരമായി സൂചിؚിؗുׯത് ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ൈമനസ് ആൽഫ phi phi 
അടിرാനപരമായി ആണ് അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി എؗത് ആൽഫ ؛സ് ന് pi phi pi 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉتത് ആൽഫ ؛സ് ന് തുലّമാണ് എؗതാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ phi pi 
ഈ കണׯിേല്ׯ മട׹ാം, അത് എؓാെണ്ؗ േനാׯാം ൈഫ എ്ؗ പറയുേآാൾ അർ،മാؗുׯത്, 
ൈഫ ആൽഫ ؛സ് ൈപയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ പറ؁ു, അതിനാൽ ഈ ആഹ് 
സാഹചരّം അേനٔഷിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ആംഗിൾ േനാׯാം, 
അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ഇവിെടയു؇്, ഇത് 90 ഡിْഗിയാണ്, ഈ ആംഗിൾ ഇവിെട ൈപ ആണ്. 2 ൈമനസ് 
ആൽഫ െകാ؇്, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ഈ ആംഗിൾ ബീئ െകാ؇് o 1 o 2 p o 1 o 2 p 
സൂചിؚിׯാം, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ബീئ കണׯാׯാം, കാരണം ഇത് ഇത് 90 ആണ്, ഇത് 2 phi 
ൈമനസ് ആൽഫ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ആൽഫ ؛സ് ൈപയ് ്ׯ ൈഫ തുലّമാകുേآാൾ ബീئ ഇേؚാൾ 
ൈപ ؛സ് ആൽഫ ൈമനസ് ൈഫ്ׯ തുലّമായ ൈപ ബീئയായി മാറും, ഇതാണ് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ 
പരിഗണിؗുׯ സാഹചരّം, ഈ ൈഫെയ ആൽഫ ؛സ് ൈപ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപി׺ാൽ നأൾ 
കാണുؗു ഇത് സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ, ബീئ യഥാർ،؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ബീئ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ബീئ ന് തുലّമാണ് അർ،ം അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഈ z ero 
ْതിേകാണ؋ിൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯാം അതിനാൽ ബീئ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, o one o two p 
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അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ബീئ പൂജّ؋ിേല്ׯ ചുരു׹ാൻ േപാകുؗു, അതായത് ഈ േപായിന്റ് p 
ഇതിലാെണ്ؗ ഈ േപായിന്റ ് ഇതിൽ കിടׯണം ഒ്ؗ ര؇ിന്െറ േനർേരഖയിൽ ഒ്ؗ ര؇് p o o 
േപായിന്റുകൾׯിടയിൽ എവിെടേയാ, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഈ ْതിേകാണം ഒ്ؗ ര؇്, o po 
അടിرാനപരമായി ഈ ْതിേകാണം ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت േപായിന്റുമായി o one p o p 
ഒരു േനർേരഖയായി മാറുؗു. ബീئ പൂജّ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ ബീئ പൂജّ؋ിേല്ׯ തകരുേآാൾ ഇത്
സംഭവിുׯം, അ׹െനെയ׸ിൽ ഇത് അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് ഇതാണ്, അതിനാൽ 
അടിرാനപരമായി ഈ േകസ് എؓാണ് അടിرാനപരമായി ആഹ് ഈ അവر അടിرാനപരമായി 
എؓാണ് അർ،മാؗുׯത്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ ഉ؇് ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗം, 
ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ േകْؕമായി നമു്ׯ ഉ؇്, അവ പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ ബിؕുവാണ്, o2 
അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും കൃതّമായി ഒരു ബിؕുവിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, അതായത് p 
എؗ ബിؕുവും ഈ േപായിന്റ് േനർേരഖയിലുമാണ്. േകْؕ׹ളിൽ േചരുؗത് ഇതാണ് p 
അർ،മാؗുׯത്, അത് േകْؕ׹ൾ തأിൽ േചരുؗ േനർേരഖയ്ׯിടയിൽ എവിെടേയാ 
 ിലും ഉ؇് o o׸ഇതുേപാെല എെؓ ׯഅതിനാൽ ഒؗിനും ര؇ിനും ഇടയിൽ നമു് ,ുؗുإിതിെചر
ഒ്ؗ ര؇് ഇതാണ് സآർ؋ׯിന്െറ േപായിന്റ് തുടർ്ؗ ലംബമായി വര׺ാൽ എ്ؗ പറയാം. o p , p 

ൽ നأൾ ഈ േനർേരഖയ്്ׯ ലംബമായി ഒ്ؗ ഒ ര؇് വരയ്ുؗുׯ, ഈ ലംബമാണ് ഈ നീല വര, p-
അേؚാൾ ഈ നീലേരഖയിെല ഏത് ബിؕുവും ഈ േകْؕവും തأിലുت ഏئവും കുറ؁ ദൂരം ആദّെ؋
വൃ؋؋ിൽ നിؗുت ലംബമായ ദൂരമായിരിുׯം എ്ؗ വّװമാണ്. ഈ േനർേരഖയിേലتുׯ 
മധّഭാഗം ഒ്ؗ, ആ ലംബമായ ദൂരം വّװമായും ഒരു ആണ്, കാരണം ഞ׹ൾ ഈ േരഖ െതാ؉ൂറ് p 
ഡിْഗി മുതൽ ഒ്ؗ ര؇് വെര ആയിരിുׯം നിർأി׺ിരിؗുׯത് . ഈ നീലേരഖയിൽ മെئെؓ׸ിലും o 
േപായിന്റ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ആ ബിؕുവിൽ നിؗുت ദൂരം ഒؗിേനׯാൾ കർശനമായി r 
കൂടുതലായിരിׯണം, കാരണം ഒؗിേനാട് ഏئവും അടുتു؋ േപായിന്റ് ഈ േപായിന്റ് ആയിരുؗു ,p 
ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ േനർേരഖയിൽ മെئാരു േപായിന്റ് തിരെ؁ടുുؗുׯ അبാ؋ േരഖ അതിനാൽ ഈ p 
നീല േനർേരഖയിെല ഒഴിെക മേئെതാരു ബിؕുവിന്െറയും ആ ബിؕുവിന്െറ ദൂരം ഈ േറഡിയസ് p r 
ഒؗിേനׯാൾ കൂടുതലായിരിുׯെമؗും അതിനാൽ ആ ബിؕു ഈ ആദّ വൃ؋؋ിന് തുലّമായ ഒؗിന്
പുറ്؋ കിടുׯെമؗും വّװമാണ്. പൂജّം സമാനമായി, ഏത് േപായിന്റും വളെര എളുؚമാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾ കാണിുׯം , സമാനമായ ആർഗّുെമന്റുകൾ ഉപേയാഗി്׺ ഒഴിെകയുت േനർേരഖയിലുت p 
ഏത് േപായിന്റും ഈ ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിന് പുറ്؋ കിടുׯെമؗും അതിനാൽ േനർേരഖയിെല 
എبാ േപായിന്റുകളും ഉെ؇ؗും കാണിؗുׯത് വളെര എളുؚമാണ്. അതിനാൽ ര؇് വൃ׹؋െളയും 
ُ١ർശിؗുׯ േനർേരഖയിെല ഒേരെയാരു ബിؕു ഈ േപായിന്റ് ആണ് , അതിനാൽ ഈ േനർേരഖ ഈ p 
ര؇് സർׯിളുകളിേലുׯം തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശനമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ 
അവرയാണ് നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ത് . ര؇് അ׹െന, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ, ഞ׹ളുെട മുൻ 
ْപഭാഷണ׹ൾ നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ , ഇത് സംഭവിുׯേآാെഴبാം ഞ׹ൾ പറയും, ര؇് 
സർׯിളുകൾ ُ١ർശിؗുׯ ബിؕുവിന്െറ േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റ് ഒേര േനർേരഖയിൽ ര؇് 
േകْؕ׹ൾׯിടയിലാെണ׸ിൽ അതിനാൽ ര؇് വൃ׹؋ളും പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ ബിؕുവിന്െറ 
ബിؕു, അതായത് ഈ ബിؕു ഈ േനർേരഖയിൽ ഒേؗാ രേ؇ാ ഒؗിനും ര؇ിനും ഇടയിൽ ആെണ׸ിൽp 
, ഈ ര؇് വൃ׹؋ളും പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ എ്ؗ പറയുേآാൾ നأൾ പറ؁ു, അതിനാൽ എؓാണ് 
ര؇് സർׯിളുകളും ബാഹّമായി ُ١ർശിുׯകയാെണ׸ിൽ , ര؇് സർׯിളുകൾ തأിലുت അകലം R 
വൺ ؛സ് ര؇് ആെണؗത് ശരിയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് കാണിؗുׯത് r 
ശരിയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ കാണി׺ിരിുؗുׯ ആഹ് കർശനമായി , 
എؗിരുؗാലും മേئ റിേവٌ٧് ആർഗّുെമന്റിന്െറ കാരّേമാ? നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾ 
നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു , േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ആര؋ിന്െറ ആെകു؋കയ്്ׯ 
തുലّമാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് റിേവٌ٧് ആർഗّുെമന്റ് ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
പറയുؗത് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം തുലّമാണ് ആരം അേؚാൾ അർ،മാؗുׯത് ര؇് 
സർׯിളുകളും കൃതّം ഒരു ബിؕുവിൽ യിൽ ُ١ർശിുׯെമؗാേണാ അത് യഥാർ،؋ിൽ ശരിയാണ്,p 
കാരണം നأൾ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯകയും ഇവിെട ഈ പദْപേയാഗ؋ിൽ അത് ah 
നൽകുകയും െചᅃٝാൽ ൈമനസ് ആൽഫയുെട തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം ഒരു ചതുരْശphi cos r 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് മുഴുവൻ ചതുരവും ര؇് ര؇് ഇേؚാൾ ഒ്ؗ ര؇് RT wo d one o r o 
െചുإക ഈ സമവാകّ؋ിൽ നأൾ ഈ ര؇് ഇ؂് ഒ്ؗ ؛സ് ടു തുലّമാുׯകയും ഒരു do one o r r 
െചറിയ കണ്ׯ െചുإകയും െചᅃٝാൽ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് ഇതാണ് മൂലّം ൈമനസ് ഒؗായി 
പുറു؋വരും , തുടർ്ؗ ഇത് അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് ബീئ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് 
എؗതിനർ،ം ര؇് സർׯിളുകളും ൽ പരُ١രം ُ١ർശിുׯെമؗാണ്, ഇത് ദൃശّവൽׯരിؗുׯത് p-
വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, കാരണം ബീئ പൂജّ؋ിേല്ׯ േപാകുേآാൾ എؓാണ് സംഭവിുׯം, ഈ 
ഭുജവും ഈ ആർ വിു؋ം േകْؕ׹ൾ േചരുؗ േനർേരഖയിേല്ׯ വരാൻ തുടു׹ം, എؗാൽ ഈ വൃ؋ം 
സാവധാനം പുറേׯ്؋ നീׯിയാൽ മാْതേമ ഇത് സംഭവിൂׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വൃ؋ം പുറേׯ്؋ 
നീുׯേآാൾ എؓാണ് സംഭവിുׯക, ഈ ആംഗിൾ ബീئ ആയിരിുׯം ഞ׹ൾ അത് നീؗുׯത് വെര 
കുറയ്ׯാൻ ആരംഭിുׯക , അ׹െന നأൾ വലതു ൈക തുലّമാׯിയാൽ, ഇത് സമാനമായ രീതിയിൽ 
വിദّാർ،ികൾ്ׯ ഒരു വّായാമമായി നൽകാെമ׸ിൽ, ഈ ര؇് സർׯിളുകളും സമാനമായ രീതിയിൽ 
ُ١ർശിؗുׯ ഒരു േപായിന്റു؇്. ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ വലതുവശ്؋ ടി അവന്െറ സമവാകّം ؛സ് 
വ؉ിന് തുലّമാണ്, കാരണം ൈമനസ് വൺ േകസ് ഞ׹ൾ േനരെ؋ ക؇ി؂ു؇്, അത് ؛സ് വ؉ിന് 
തുലّമാെണ׸ിൽ, ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം നുأെട ഒ്ؗ ൈമനസ് r r 
ര؇ിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും. നأൾ ര؇ിേനׯാൾ വലുതായി ഒ്ؗ എടു؋ി؂ു؇്, r r 
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അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ആര؋ിന്െറ േകവല വّതّാസ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് ഒؗിന്
തുലّമായതിനാൽ ഒേരെയാരു പരിഹാരം ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ ആണ്, ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ pi pi 
ആണ് എ׸ിൽ ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാകുേآാൾ നأൾ ഈ കണׯിേല്ׯ മടുؗു׹, അത് ന് phi pi 
തുലّമായ ബീئയുമായി േയാജിുؗുׯ, അതിനാൽ ന് തുലّമായ ബീئ അർ،മാؗുׯത് ഈ pi 
സർׯിൾ ഉتിേല്ׯ നീുؗു׹, അതിനാൽ ഇത് ഇതുേപാെല നീുؗു׹, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
ഉദാഹരണ׹ളിലൂെട അ׹െന ഒരു സാഹചരّം കാണിׯാനാകും സർׯിളുകൾ ُ١ർശിുׯേآാൾ, ah 
സർׯിളുകൾ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിׯെؚടുؗു, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഈ ആംഗിൾ ബീئയാണ് ,
ഈ െചറിയ വൃ؋ം കൂടുതൽ അകേׯ്؋ നീു׹കയാെണ׸ിൽ , ഇതുേപാലുت ഒരു സാഹചരّം 
ഉ؇ാകും, അതിനാൽ ഇത് േകْؕ׹ളായിരിുׯം ആയിരിുׯം േരഖ േകْؕ׹ളിൽ േചരുؗു, തുടർ്ؗ 
ഇേؚാൾ ഈ ആംഗിൾ ബീئ വർؑിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആംഗിൾ ബീئ ആയിരിുׯം, ഇത് േനരെ؋ 
നിശിതമായിരുؗു, ഇേؚാൾ ഇത് അവّװമായി മാറിയിരിുؗുׯ, കാരണം ഈ വൃ؋ം അകേׯ്؋ 
നീ׹ി, അ׹െന സംഭവിുׯേآാൾ ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം കൃതّമായി നീുؗു׹. വളെര ഉتിൽ അത് 
ഒരു ബിؕുവിൽ മാْതം വലിയ വൃ؋െ١ُ ؋ർശിുؗുׯ, അ׹െനെയ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, ഇത് 
ഇതാണ് േപായിന്റ ് അ׹െനെയ׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, ഈ േപായിന്റ് ഇവിെട വരും , അത് p , p 
അ׹െന സംഭവിുׯം ഒ്ؗ ര؇്, എؗിവ ഒേര േനർേരഖയിലായിരിുׯം, കാരണം ഇത് ബീئ o p pi 
ആകുേآാൾ ഈ ْതിേകാണം ഒ്ؗ ര؇് ഒരു േനർേരഖയിേല്ׯ ചുരുു׹ം എؗാൽ ൈമനസ് വൺ o p 
േകസിൽ നിؗുت വّതّാസം ൈമനസ് വൺ േകസിൽ ْതിേകാണം എؗതാണ്. 1 ഒരു o o 2 p 
േനർേരഖയിേല്ׯ തകർؗു, അത് ഒരു ആയിരുؗു , അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് 1 േകസ് po 2 
ഉتേؚാൾ, നأൾ ْതിേകാണം കാണുകയാെണ׸ിൽ ഈ േനർേരഖയിേലׯാണ് one o two p 
ഒടി؁ുവീഴുؗത് ഒؗിനും ര؇ിനും ഇടയിൽ ഉتതിനാൽ ഒؗിനും ര؇ിനും o one po two o p p 
ഇടയിലായിരുؗു അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ ഒു؋കൂടിയത് ഒؗിനും ഒ ര؇ിനും ഇടയിലായതിനാൽ p 
എؗത് ര؇് സർׯിളുകളും ُ١ർശിؗുׯ ബിؕുവിന്െറ േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റ് ആയതിനാൽ ര؇് 
സർׯിളുകളും ബാഹّമായി പരُ١രം ُ١ർശിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ നിഗമനം െചᅃٝു, എؗാൽ ഇേؚാൾ ഈ 
 ,ൾ കാണുؗു׹തകരുؗതായി ഞ ׯസ് വൺ േകസിൽ എؓാണ് ْതിേകാണം ഒരു േനർേരഖയിേല്؛
അത് ഒ്ؗ ര؇് ആയതിനാൽ വൃ؋ാകൃതിയിൽ െചറിയ വൃ؋ം ഉتിൽ നി്ؗ വലുതായി o o p 
ُ١ർശി׺ാൽ മാْതേമ ഇത് സംഭവിൂׯ, കാരണം ര؇് സർׯിളുകളും ُ١ർശിؗുׯ ബിؕു അെ׸بിൽ 
േപായിന്റ് കിടؗുׯിب ര؇് േകْؕ׹ൾׯിടയിലും ഇത് ഒേര േനർേരഖയിലാണ്, എؗാൽ മുേؗാ؂് 
നീ؂ുേآാൾ, ഈ േനർേരഖ േകْؕവുമായി േചരുേآാൾ നأൾ അതിെന കൂടുതൽ 
ഉൽؚാദിؚിുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് യഥാർ،؋ിൽ ക؇ുമു؂ുؗു, അതിനാൽ എؗത് ൈലൻ p p 
െസെ׶ന്റിന് പുറ؋ാണ് ഒ ര؇് ആെണ׸ിലും അത് കിടുؗുׯ. ഒേര വരിയാണ്, എؗാൽ ഇത് ഒ്ؗ 
അെ׸بിൽ ര؇് ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന്െറ ഭാഗമب, ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി പരُ١രം 
ُ١ർശിׯണെമ്ؗ നിഗമനം െചإാൻ ഇത് ഞ׹െള സഹായിുؗുׯ, അതിനുت വّവر ഇതാണ് , 
തിരിു׺ം ഇത് കാണിؗുׯത് വളെര എളുؚമാണ്. നأൾ എ׸ിൽ ഞ׹ൾ മറؗുേപായാൽ , ഞ׹ൾ w e 
ഈ സമവാകّം േനാׯിയാൽ നി׹ൾׯറിയാം, അبാെത ഞ׹ൾ ഇത് ഒؗിന് തുലّമായി ര؇് 
ഇ؂ുെവ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം നമു്ׯ ഒേരെയാരു പരിഹാരം മാْതമുت സാഹചരّ׹ൾ, കാരണം നമു്ׯ 
ൈഫയുെട ഒേരെയാരു പരിഹാരം ഉتേؚാൾ, ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ഒരു رല്؋ മാْതേമ 
വിഭജിൂتുؗുׯ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, കാരണം നأൾ ഈ ൈسഡിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ, 
നമു്ׯ ൈഫയുെട വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ ഉെ؇׸ിൽ ഓേരാؗിനും വّതُّമٝാണ് യുെട മൂലّം മെئാരുphi 
േപായിന്റുമായി െപാരു؋െؚടും, കാരണം നأൾ മാുئകയാെണ׸ിൽ , േകാർഡിേനുئകൾ phi x, y 
മാറും, അതിനർ،ം നമു്ׯ മെئാരു കവല േപായിന്റ് ലഭിുׯം എؗാണ്, എؗാൽ ചില ْപേതّക 
സാഹചരّ׹ളിൽ ഞ׹ൾ അത് ക؇ു. ഈ വലത് വശം ഒؗുകിൽ ؛സ് വൺ അെ׸بിൽ ൈമനസ് വൺ 
ആകുؗ സؕർഭ׹ളിൽ ൈഫയുെട ഒരു പരിഹാരം മാْതേമ ഉൂت അെ׸بിൽ അ؀ിന്െറ ഒരു മൂലّം 
ഞ׹ൾ സമവാകّം പരിഹരിുؗുׯ ര؇് മൂലّ׹ൾ ഇب കൃതّമായി ഒരു മൂലّവും വّװമായി 
അ؀ിന്െറ ഒരു മൂലّവും ര؇് സർׯിളുകൾ കൂടിേ׺രുؗ ഒരു േപായിന്റുമായി കൃതّമായി 
െപാരു؋െؚടും, അതായത് ര؇് സർׯിളുകളും ആ ഘ؋؂ിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുׯം എؗാണ് . നി׹ൾ 
ഈ മൂലّം ഇവിെട നൽകുകയാെണ׸ിൽ, ഈ വലതുഭാഗം ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാകുെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
കാണും, അതായത്, അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് ഈ അവر ശരിയാെണ׸ിൽ േപാലും, ര؇്
സർׯിളുകളും ആؓരികമായി പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ എؗാണ് . എؗത് േകവല വّതّാസ؋ിന് d 
തുലّമാെണ׸ിൽ ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, അതിന് െതാ؂ുമു്آ ര؇് 
സർׯിളുകളും ആؓരികമായി ُ١ർശി׺ാൽ ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി ُ١ർശിുؗുׯ എ്ؗ 
ഞ׹ൾ കാണിുؗുׯ. അേؚാൾ ഒേؗാ രേ؇ാ െചുإക എؗത് േകവല വّതّാസ؋ിന് തുലّമാണ് 
എؗത് ശരിയായിരിׯണം, കൂടാെത അവ ബാഹّമായി ُ١ർശിؗുׯ േകസിൽ സമാനമായ 
എെؓ׸ിലും ഞ׹ൾ കാണി׺ിരുؗു , തുടർ്ؗ ഞ׹ളുെട മുൻ ْപഭാഷണ؋ിലും ഞ׹ൾ ര؇് സി.ഐ. 

ഒേؗാ രേ؇ാ േപായിന്റുകളിൽ പരُ١രം വിഭജിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ വലതുവശ്؋ rcles 
ഒؗിൽ താെഴയുت കാؓിമാനം ഉെ؇׸ിൽ അവ കൃതّമായി ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുׯം, 
അതിനാൽ ഞ׹ളുെട മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ വിശകലനം െചᅃٝിരുؗു. ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ 
ര؇് സർׯിളുകളും കൃതّം ര؇് േപായിന്റിൽ വിഭജിുؗുׯ, ഈ മൂലّ؋ിന് ഒؗിന് തുലّമായ 
േമാഡുലസ് ഉെ؇׸ിൽ ര؇് സർׯിളുകൾ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ , തീർ׺യായും ഈ മൂലّം ഒؗിൽ 
കൂടുതലാെണ׸ിൽ എؗതിന് പരിഹാരമിب . ഇതിന്െറ സൂآർ؉ മൂലّം ഒؗിൽ കൂടുതലാെണ׸ിൽphi 
ഈ മൂലّം ഒؗിൽ കൂടുതലാണ്, അേؚാൾ വّװമായും അ؀ിന്െറ പരിഹാരമിب, കാരണം േകാൈസൻ 
ഫംഗ് ഷന്െറ പരിധി ؛സ് വ؉ിനും ൈമനസ് വ؉ിനും ഇടയിലായതിനാൽ അടിرാനപരമായി 
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അർ،മാؗുׯത് പരിഹാരമിبാ؋തിനാൽ എؗതിന്െറ അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് phi 
ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯിب അെ׸بിൽ അവ പരُ١രം വിഭജിؗുׯിب എؗാണ്. അവ 
ബാഹّമാേയാ ആؓരികമാേയാ ُ١ർശിുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം, പിെؗ ഈ ْപേതّക േകസ് 
വിശകലനം െചؗുإത് അْത ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, ഞാൻ മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒ്ؗ ഓ ര؇് െചᅃٝാൽ

വ؉ിലും ര؇ിലും കുറവാെണؗും എ׸ിൽ ഇത് േകവലമായ വّതّാസേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, r r 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഇതാ ഈ ആദّ േകസ് ഈ അവرയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
ഞ׹ൾ ഇതുവെര െചᅃٝത് എؓാെണ്ؗ വّװമാׯാൻ ഞ׹ൾ ഒരു െചറിയ ഉദാഹരണം എടുുؗുׯ, 
അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകളു؇്, അതിനാൽ ഇത് േകാർഡിേന്ئ അײം ഉം x y 
ഉം ആകെ؂, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു സർׯിളു؇്, അതിന്െറ േകْؕം ഉ؍വرാന؋ാണ് , അതിന്െറ 
ആരം നമു്ׯ മൂ്ؗ യൂണിുئകൾ പറയാം, അതിനാൽ സർׯിൾ ഇതുേപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
ആദّെ؋ സർׯിളാണ് നമു്ׯ മെئാരു സർׯിളുകൾ ഉെ؇്ؗ പറയെ؂, ഈ ബിؕുവിൽ അ؀് േകാമ 
പൂജّവും ആര؋ിന്െറ ആരവും മൂ്ؗ യൂണി്ئ ആെണ്ؗ പറയാം , അതിനാൽ ഇത് മേئ സർׯിളാണ് 
ര؇ിനും ഒേര ആരം ഉ؇് എؗാൽ േകْؕ׹ൾ വّതُّ ٝേകْؕ׹ളിൽ വّതّാസമു؇് െഫറന്റ ്
േകാർഡിേനുئകൾ , അതിനാൽ അവ എؗീ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ p, q 
ര؇് ْതിേകാണ׹ൾׯായി ഇത് എഴുതുകയാെണ׸ിൽ ഇത് ആണ്, ഇതാണ് അതിനാൽ ഇത് o 1 o 2 p, 
നമു്ׯ ഒ്ؗ ലഭിؗുׯ ْതിേകാണം ആണ് എؗത് മൂ്ؗ ആണ്, r o one o two p is three r two d one

എؗത് അ؀് ആണ്, അതിനാൽ ഈ േകസിൽ നമു്ׯ എؓാണ് ലഭിുׯക, െപാതുവായ o two 
േകസിനായി ഞ׹ൾ പൂർ؋ിയാׯിയ അേത വിശകലനം പിؓുടരുകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ആ േകാസ് ഓഫ ്ൈഫ ആണ് ൈമനസ് ആൽഫ എؗതിന് തുലّമായിരിുׯം ആഹ് ഇവിെട ആഹ് 
നുأെട ആൽഫ ആൽഫയുെട േകാസ് അ؋ര؋ിലുتതാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ഞ׹ൾ മു്آ 
ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗെ؋ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ േകാമ ബി െസന്റർ ഉപേയാഗി്׺ 
ആദّ സർׯിളിന്െറ സി േകാമ ഡി േറഡിയസ് ഉപേയാഗി്׺ ْപതിനിധീകരി׺ിരുؗു ര؇ാമെ؋ 
സർׯിളിന്െറ ഒ്ؗ, േറഡിയസ് ര؇്, ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ഒ്ؗ ര؇്, ഇത് അ؀്, ഈ r r o 
സാഹചരّ؋ിൽ ആരം ര؇ും മൂؗും ഈ േകസിൽ ആണ് ഉ؍വം ആണ് അ؀് േകാമ പൂജّം ab cd ah 

ന്െറ ആൽഫ എؗത് സി ൈമനസ് എ ൈബ ഡി വൺ ഒ ര؇് ആണ് , ഈ ْപേതّക ഉദാഹരണ؋ിന് cos 
സി ൈമനസ് എ അ؀് ആകും, അ؀് അ؀് ഒؗായിരിുׯം, അതിനാൽ േകാസ് ആൽഫ ഒ്ؗ ൈസൻ n 
ആൽഫ വّװമായി പൂജّമാണ്, കാരണം ആയിരുؗു, അതാണ് sin alpha d minus b on d one o two 
നമു്ׯ ഈ ഉദാഹരണ؋ിന് ഉتത് കൂടാെത യുെട ആയിരുؗു അത് എؗ phi minus alpha cos ah 
സമവാകّം നമുുׯ؇ായിരുؗു വൺ സ് കٔയർ ൈമനസ് ര؇് സ് കٔയർ ؛സ് യ് ്ׯ മുകളിൽ ഒ്ؗ r r d 

ര؇് സ് കٔയർ ര؇് ര؇് ഒ്ؗ ര؇് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ സ് കٔയറിന് o r d o ah 
തുലّമായിരിുׯം, അതായത് ഒآത് ൈമനസ് മൂ്ؗ സ് കٔയർ ؛സ് അ؀് സ് കٔയർ ര؇് മൂ്ؗ മുതൽ 
അ؀് വെര ൈമനസ് 5 ൈബ 6 ന് തുലّമായിരിുׯം. അതിനാൽ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് നുأെട 
ْഗാഫിേല്ׯ മട׹ാം, അതിനാൽ തീർ׺യായും ഇവിെട നി്ؗ േകാസ് ആൽഫ ഒؗാണ്, സിൻ ആൽഫ 0 
ആയതിനാൽ അത് പിؓുടരുؗത് ഇതാണ്. ആൽഫ 0 ഡിْഗി്ׯ തുലّമب , അതിനാൽ േകാസ് ഫി 
ൈമനസ് ആൽഫ േകാസ് ൈഫയبാെത മെئാؗുമب, ഈ പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ അെ׸بിൽ 
അടിرാനപരമായി ഇേؚാൾ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളുെടയും േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ 
ആْഗഹിുؗുׯ, ലളിതമായി െചإാൻ കഴിയുؗത് നമു്ׯ വരയേ്ׯ؇തു؇് അു׺ത؇ിൽ നി്ؗ x 
ൈമനസ് 5 മുതൽ 6 വെര رാനചലനം ഉت ഒരു പ׺ തിരحീന േരഖ, എؗാൽ സമാؓരം അതിേല്ׯ l 
അത് ഇതുേപാെലയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് െനഗئീവ് വശ്؋ അ؀് ആറ് ആണ് , അതിനാൽ ൽ x-
നി്ؗ ൈമനസ് അ؀് ആറ് എؗ رാനചലന؋ിൽ ഈ ൈമനസ് അ؀് ആറ് ഈ തിരحീന ൈലൻ ah 
ൈമനസ് അ؀് എ്ؗ നമു്ׯ കാണാം. അു׺ത؇് അ؋ײിന് സമാؓരമായി േകാസ് ൈഫ ൈമനസ് x 
ആൽഫയ് ׯായി ഈ വْകം ര؇് േപായിന്റിൽ മുറിുׯകേയാ വിഭജിുׯകേയാ െചുؗുإ , അതിനാൽ 
ഇവ ര؇് പരിഹാര׹ളാണ്, അതിനാൽ ഇവയാണ് ൈഫയുെട ര؇് മൂലّ׹ൾ . ആൽഫ ൈമനസ് ൈഫവ് 
ആറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േകസിൽ ആഹ് നമു്ׯ ഉتത് ൈഫ ൈമനസ് ആൽഫയ്്ׯ 
തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ ര؇് മൂലّ׹ൾ ഉ؇ാകും, കാരണം ഇത് ൈമനസ് അ؀് ആറ് ആണ് , ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ആൽഫ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ നأൾ അടിرാനപരമായി ഈ 
സമവാകّ؋ിനുت പരിഹാര׹ളും കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് അ؀് ആറ് ആറ് 
എؗതിന് തുലّമായ ൈഫ , തീർ׺യായും ഒരു മൂലّം ൈമനസ് അ؀് ആറ് എؗതിന്െറ േകാസ് 
വിപരീത؋ിന് തുലّമായ ൈഫ നൽകെؚടും, കൂടാെത ഈ 5 മൂലّം ഇടേവള 0 മുതൽ വെര അ׹െന pi 
ഈ ആദّെ؋ ആംഗിൾ ْപധാനമായും ഈ േകാണാണ് അതിനാൽ ഇത് 0 നും 180 ഡിْഗിുׯം phi t 
ഇടയിലുت ൈമനസ് അ؀് ആറിന്െറ വിപരീത േകാസിന് തുലّമാണ്, ൈഫയുെട മ്ئ മൂലّം 2 pi 
ൈമനസ് ഈ ആദّ മൂലّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ൈഫ ഒؗായിരിׯെ؂ ഇത് ൈഫ ര؇് 
ആയിരിുׯം കാരണം നأൾ ര؇് പരിഹാര׹ൾ ഉ؇ാകുെമ്ؗ ക؇ു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിെന 
ൈഫ വൺ എؗും ഇെതാ്ؗ ൈഫ ടു എؗും സൂചിؚിുׯം, അതിനാൽ ൈഫ ഒ്ؗ ൈമനസ് അ؀് ആറ് 
എؗതിന്െറ േകാസ് വിപരീത؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈഫ ര؇് ര؇് ൈപ ൈമനസ് േകാസ് 
വിപരീത ൈമനസിന് തുലّമായിരിുׯം അ؀് ൈബ ആറ് , ഈ ആംഗിൾ 2 ൈപ ൈമനസ് േകാസ് 
വിപരീതം 5 ൈബ 2 ൈപ ൈമനസ് േകാസ് ൈമനസ് 5 ന്െറ 6 വിപരീതം മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ 
മെئാരു ഫി 2 ഇവിെട ഈ മൂലّവുമായി െപാരു؋െؚടുؗു , അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് സൂചിؚിുׯം. 
അടിرാനപരമായി ഈ േകാണുമായി െപാരു؋െؚടും, അതിനാൽ ഈ വരിയിൽ നി്ؗ ഇവിെട നി്ؗ 
ആരംഭി്׺ ഈ ൈലൻ വെര എبാം, അതിനാൽ പ׺യിലുت ഈ ആംഗിൾ ൈമനസ് അ؀് ആറ് 
വിപരീതമായി ര؇് ൈപ ൈമനസ് േകാസ് വിപരീതമാണ്, നി׹ൾ്ׯ ഈ ൈഫ ര؇് കാണാൻ കഴിയും 
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ഈ വّതّസ് ത മൂലّ׹ൾ ഉപേയാഗിു׺െകാ؇് അടിرാനപരമായി നأൾ ഇേؚാൾ അ׹െന 
ആെണ׸ിൽ ഇേؚാൾ അ׹െന െപാരു؋െؚടും എؗിവയും 2 സർׯിളുകൾ phi one, phi two 
ُ١ർശിؗുׯ േപായിന്റിന്െറ ْധുവ ْപാതിനിധّം ഉപേയാഗി്׺ എؗത് ؛സ് ര؇് ന് x c r cos phi 
തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ എؗും എؗത് ؛സ് ര؇് ൈസൻ ൈഫphi y d r 
ഒ്ؗ എؗും പറയാം. അതിനാൽ , ْധുവ രൂപ؋ിൽ ൈഫ വ؉ിന് തുലّമായ ഇടുേآാൾ നമു്ׯ ഈ phi 
ര؇് േപായിന്റുകൾ ലഭിുׯം, നമു്ׯ അവെയ ഒ്ؗ െകാ؇് സൂചിؚിׯാം, അതിനാൽ ഇത് x one y phi 
1 ന് തുലّമായ എؗ േപായിന്റുമായി േയാജിുׯം, കാരണം ഈ േകാൺ അടിرാനപരമായി phi phi 1 
അതിനാൽ ഇത് ആണ്, പ׺യിൽ കാണി׺ിരിؗുׯ ഈ മെئാരു ആംഗിൾ ആണ്. phi 1 phi 2 
അതിനാൽ എؗ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആണ് , ഇത് ഈ p x 1 y 1 ah 
സമവാകّം നൽകും, ഇത് വളെര അب ഈ മൂലّ׹െളبാം നമു്ׯ അറിയാവുؗതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ 

ഒ്ؗ അറിയാം, ര؇് തുലّമാണ് മൂ്ؗ എ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം, അ؀് ന് തുലّമാെണ്ؗ phi r c 
നമുׯറിയാം, അതുേപാെല തെؗ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ര؇് എؗത് മൂ്ؗ ആെണؗും d r ah 
നമുׯറിയാം. നമു്ׯ കണׯാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ അടിرാനപരമായി ഈ phi one sin phi one 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കണׯാׯാം. ഈ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ നമു്ׯ q ah 
എؗത് െകാ؇് സൂചിؚിׯാം, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ x two y two q x two

സമാനമായ രീതിയിൽ കണׯാׯാം, പേײ ന് പകരം നأൾ അവിെട comma y two phi 1 phi 2 
ഉ؇ായിരിുׯം, അവിെട ൈമനസ് ൈമനസ് അ؀് ആറിന്െറ വിപരീതമാണ്, phi 2 2 pi cos 
അതിനാൽ കൃതّമായി പറ؁ാൽ ര؇് തുലّമായിരിുׯം ؛സ് ര؇് ര؇്, ര؇് x c r cos phi y d 
 ം എؗത് ഈ ആംഗിളാണ്, r phi twoുׯതുലّമായിരി ׯസ് ര؇് ൈസൻ ൈഫ ര؇് എؗിവയ്്؛
അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ വികസിؚിെ׺ടു؋ െട٠عിുׯകൾ എ׹െന ഉപേയാഗിׯാെമؗതിന്െറ
ലളിതമായ ഒരു ഉദാഹരണം മാْതമായിരുؗു ഇത് . നأൾ ആദّം വികസിؚിെ׺ടു؋ സാേ׸തികതയ്്ׯ 
ര؇് സർׯിളുകൾ ُ١ർശിؗുׯ അവرകൾ കർശനമായി െതളിയിׯാൻ ആദّം ഉപേയാഗിു׺. 
പരُ١രം കൃതّമായി ഒരു ബിؕുവിലും ഒരു ഉേപാൽؚؗെമؗ നിലയിലും ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെട 
വിഭജന ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാൻ ഒേര സാേ׸തികത ഉപേയാഗിׯാെമؗും 
ഞ׹ൾ കാണുؗു , ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ ആൽഫ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിലും െപാതുവായി ah 
ആൽഫ ആവശّമാണ്. പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯരുത്, പേײ ഇൻ േപാലും ആ സാഹചരّം വളെര 
ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, കാരണം ഇവിെട നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇവിെട ഈ ൈഫ്ׯ പകരം 5 ൈമനസ് 
ആൽഫ ഉ؇ായിരിുׯമായിരുؗു, ഇവിെട നമു്ׯ ൈഫ 1 ൈമനസ് ആൽഫയും ഇവിെട നമു്ׯ ൈഫ 2 
ൈമനസ് ആൽഫയും ഉ؇ാകുമായിരുؗു, അതിനാൽ ആൽഫയാെണ׸ിൽ 0 ആയിരുؗിب എ׸ിൽ 
പരിഹാരം ൈമനസ് 5 ന്െറ 6 ന്െറ ആൽഫ ؛സ് വിപരീതവും തുലّവും ആൽഫ ؛സ് 2 cos phi 2 pi 
ൈമനസ് വിപരീതം ൈമനസ് ൈഫവ് ആറിന് തുലّവും ആയിരിുׯം, അതിനാൽ അടു؋ cos 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ആരംഭിുׯം ഫാമിലി ഓഫ് സർׯിളുകൾ എ്ؗ വിളിؗുׯ പുതിയ a 
വിഷയം , േനർേരഖകളുെട കുടുംബം എؗ വിഷയ؋ിൽ ചർ׺ െചإെؚടുമായിരുؗതിന് സമാനമായ 
ഒؗായിരിുׯം, നؕി 
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