
  ௚ந்ைதய ௳ரி௵ைரகளில் ஒன்௣ல் வட்டங்கள் பற்௣ய ௳ரி௵ைர 10 க்ஶ வரேவற்ழேறாம்,  
ெகா௄க்கப்படட் ஏேத௑ம் இரண்௄ வட்டங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ேநரூ ெபாௌவான 
ெதா௄ேகா௄கள் மற்௥ம் ஶ௥க்ஶ ெபாௌ ெதா௄ேகா௄கள் பற்௣ நாங்கள் ௳வாொத்ேதாம் 
, ேம௩ம் வட்டங்கள் ெவட௄்ம் இடத்ொல் உள்ள ெவவ்ேவ௥ நிகழ்௵கைள நாங்கள் ஶ௣ப்பாகக் 
க௠த்ொல் ெகாண்ேடாம்.
  ஒன்௥டன் ஒன்௥ மற்௥ம் வட்டங்களின் சமன்பா௄கைளக் ெகா௄த்தால், இரண்௄ வட்டங்கள் 
ெவட௄்ழறதா இல்ைலயா என்பைதக் கண்௄௔ூப்பௌ எப்பூ என்௥ நாங்கள் ெசான்ேனாம், 
ஆனால் அந்த நிபந்தைனக௬க்ஶ நாங்கள் எந்த ஆதாரத்ைத௞ம் ெகா௄க்க௳ல்ைல, எனேவ 
ௌல்௧யமாக நாங்கள் ெசான்னௌ என்னெவன்றால் , நம்௘டம் இரண்௄ இ௠ந்தால் என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 வட்டங்கள் ஒன்௥ சமன்பா௄ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ஒ௠ ௔ளஸ் x y g x 
இரண்௄ ஒ௠ ௔ளஸ் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் மற்ெறா௠ வட்டம் இரண்௄ f y c x 
சமன்பா௄ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ இரண்௄ ௔ளஸ் இரண்௄ இரண்௄x y g x f 

ஷட்டல் இரண்௄  ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ இந்த இரண்௄ சமன்பா௄க௬ம் நமக்ஶக் y c 
ெகா௄க்கப்பட௄் , ௔றஶ ஐக் கண்௄௔ூக்ஶம்பூ ேகடக்ப்ப௄ழேறாம், அதன் ௔றஶ நாம் ah ah 
ெசான்ேனாம், இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
அவற்௣ன் ைமயத்ொற்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் இ௠ந்தால் மட௄்ேம ஒன்ைறெயான்௥ ெவட௄்ம்.

எனேவ அவற்௣ன் ைமயங்கள் இ௠க்கட௄்ம் , ௚தல் வட்டத்ொன் ைமயமானௌ ஒன்றால்   s o 
ஶ௣க்கப்ப௄ம் ஒன்௥ ஆயத்ெதாஶப்௖கைளக் ெகாண்டௌ ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ மற்௥ம் g f 
இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ைமயம் இரண்௄ க௯த்தல் இரண்௄ கமா க௯த்தல் இரண்௄ o g f 
௚தல் வட்டத்ொன் ஆரம்  ஒன்௥ r 

ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥ என்பதன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமம், g f c 
அேத ேபால் இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ஆரம் என்பௌ இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் s two g f 
இரண்௄ சௌரம் க௯த்தல் இரண்ூன் வரக்்க௛லத்ொற்ஶச ்சமம் எனேவ இவ்வள௵ தகவைலக் c 
ெகா௄த்ௌள்ேளாம்.
 ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரம் என்றால், ைமயங்க௬க்ஶ 
இைட௜லான ்ரம் வரக்்க௛லமாக இ௠ந்தால், இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிக௬க்ஶ இைடேயயான 
்ரம் இரண்௄ க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் g g f f 
எனேவ நாம் ெசான்ேனாம்  இந்த ்ரம் ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகைய ௳ட ஶைறவாகேவா 
அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ந்தால் அல்லௌ இரண்௄ வட்டங்களின் ஆரத்ொன் ௚௱ைமயான 
ேவ௥பாட்ூன் ேவ௥பாட்ைட ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠ந்தால், இௌ 
உண்ைமயாக இ௠ந்தால், இந்த நிைல உண்ைமயாக இ௠ந்தால், நாம்  வ என்றார ்இரண்௄ 
வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெவட௄்ம்  ேபாௌ, ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் r 
ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், இரண்௄ வட்டங்க௬ம் சரியாக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் r 
ெவளிப்௖றமாக ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ழன்றன, எனேவ இௌேவ நாம் ெசய்௞ம் ிழ்நிைல  இௌ
ேபான்ற ஒன்ைற ைவத்ொ௠ங்கள், எனேவ இௌ ஒன்௥ மற்௥ம் இௌ இரண்டாக இ௠க்கலாம் , 
அைவ இங்ேக சரியாக ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ழன்றன, எனேவ அந்த ௖ள்ளி p 
ஆக இ௠க்கட௄்ம், எனேவ இைவ ைமயங்கள் ஒன்௥ மற்௥ம் ஓ இரண்௄ , ௔ன்னர ்நாங்கள் 
ெசான்ேனாம் 
இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம் என்ற ௖ள்ளி௜ன் வ௯யாக ைமயங்கைள p 
இைணக்ஶம் ேநரே்கா௄ ெசல்௩ம் , ௔ன்னர ் ஒன்௥ இரண்௄ ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்ைட d o r r 
௳ட அொகமாக இ௠ந்தால் 
இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவட௄்வொல்ைல எனேவ இந்த வழக்ஶ ௚தல் வட்ட௚ம் இரண்டாவௌ 
வட்ட௚ம் இ௠க்ஶம் இடத்ொல் இைவ ஒன்ேறா௄ ஒன்௥ ஶ௥க்ழடாத நிைல௜ல் இௌேவ இந்த 
நிைல , ௔றஶ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ூற்ஶ சமம் 
என்௥ம் ெசால்௧௜௠ந்ேதாம்.
 இரண்௄ ஆரம் மற்௥ம் க்ஶ இைட௜ல், இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ r 1 r 2 
உள்ேநாக்ழத் ெதா௄வதால், 
இதன் ௛லம் நாம் என்ன ெசால்ழேறாம் என்றால், இௌ ௚தல் வட்டம் ஓ ஒன்௣ல் ைமயம் 
ெகாண்டதாக இ௠க்கலாம் , ௔ன்னர ்மற்ற வட்டங்கள் இரண்டாக இ௠க்கலாம்.
 இரண்௄ ைமயத்ௌடன் இரண்௄ மற்௥ம் இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் உள்ளன, எனேவ வட்டம் 
ஒன்௥ உள்ேள இ௠ந்ௌ ஒன்௥ வட்டத்ைதத் ெதா௄ழறௌ அதனால்தான் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் உள் 
௎ைழயச ்ெசான்ேனாம் 

மற்௥ம் இந்த ௳ஷயத்ொல் இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரம் ௚௱ைமயான ்ரம்p 
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 ஆரங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம், ஆரங்க௬க்ழைடேய உள்ள ௚௱ைமயான 
ேவ௥பாட்ைடக் காடூ்௩ம் கண்ூப்பாகக் ஶைறவாக இ௠க்ஶம் கைட஼ சந்தரப்்பத்ைதப் 
பற்௣௞ம் ௳வாொத்ேதாம்.
   ஒ௠ வட்டம் மற்ற வட்டத்ொற்ஶ உள்ேளேய இ௠க்கப் ேபாழறௌ.
  இந்த வட்டம் இரண்௄ ைமயத்ௌடன் இரண்டாக இ௠ப்பதால் இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
ெவட௄்வொல்ைல , ேம௩ம் இரண்௄ வட்டங்களில் ஒன்௥ ௚ற்௣௩ம் மற்ற வட்டத்ொற்ஶள் உள்ளௌ 
ஒன்௥ எனேவ இந்த ௳ரி௵ைர௜ன் ௚க்ழய ௳வாதம் இந்த நிைலைமகைள க௄ைமயாகப் 
ெப௥வொல் கவனம் ெச௩த்தப் ேபாழறௌ.
 
எனேவ இந்த நிபந்தைன ௗரத்்ொ ெசய்யப்பட்டால் மட௄்ேம இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
ஒன்ைறெயான்௥ ெவட௄்ம் என்பைத நாங்கள் காண்௔ப்ேபாம், இதன் ெபா௠ள் என்னெவன்றால்,
இந்த நிபந்தைன ொ௠ப்ொ அைடய௳ல்ைல என்றால், இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ 
ெவட்ட ௚ூயாௌ , ௔ன்னர ்஼றப்௖ நிகழ்௵களாக இ௠க்ஶம்.
 
இௌ௵ம் இைவ அைனத்ௌம் க௄ைமயாக நி௡௔க்கப்படட்ால், நாங்கள் ௳ரி௵ைர௜ல் ஆஹா 
ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄களின் வ௯த்ேதான்றல் பற்௣ ௳வாொக்க௳ல்ைல என்பதால், இந்த 
஼றப்௖ நிகழ்ைவ௞ம் காட௄்ேவாம்.
 ைமயங்கள் ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்அைவ சரியாக ஒ௠ 
௖ள்ளி௜ல் ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄ம், ஏெனனில் அைவ ஒன்ைறெயான்௥ ெவட௄்ம்ேபாௌ அைவ
உண்ைம௜ல் ெவட்டப்ப௄ம்.
 இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ ௖ள்ளிகளில் ஆனால் ஒ௠ ஼றப்௖ நிகழ்வாக, ்ரம் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ , ை◌ ெவளிப்௖றமாக ஒன்ைறெயான்௥ ெவளிப்௖றமாகத் ெதா௄ம் ந   
ன் என்ன ெசால்ழேறன் என்றால், இ  ண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒ௠வ௠க்ெகா௠வர ்உள்ேள இல்ைல, உ  
◌ாரணமாக இரண்௄ கள் 1 க்ஶ ெவளிேய உ   ◌ள்ன  இந்த கட்டத்ொல் ெவளி௜ல் இ௠ந்ௌ s s 1 
ஐத் ெதா௄ழறௌ ௔ன்னர ்நிசச்யமாக  இந்த வட்டங்களில் ஒன்௥ மற்ெறான்ைற p, 
உள்ேநாக்ழத் ெதா௄ம் இந்த வழக்ைக௞ம் க௄ைமயாகப் ெப௥ேவாம், எனேவ எந்த 
ிழ்நிைல௜ல் அௌ நடக்ஶம் என்பைதத் ௌல்௧யமாகப் பாரப்்ேபாம்  இரண்௄ வட்டங்கள் 
ஒன்௥டன் ஒன்௥ ெவட௄்ழன்றன, எனேவ இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬ம் உள்ளன என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் ,
 அதனால் நாம் ஒன்௥ வட்ட௘ட௄்ள்ேளாம், நமக்ஶ இரண்௄ வட்டங்கள் உள்ளன, ேம௩ம் அைவ 
இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகளி௩ம் ெவட௄்ழன்றன என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் 
.
  ெவட௄்ம் ௖ள்ளிகள் மற்௥ம் ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ ௚தல் வட்டத்ொன் ைமயம் x y o 
ஆஶம்.
 இதன் ஆயத்ெதாஶப்௖கைள நான் மற்௥ம் கமா என்பௌ இரண்டாவௌ வட்டத்ொன்a ba bo two 
ைமயமாஶம், அதன் ஒ௠ங்ழைணப்௖கள் மற்௥ம் ஆல் ஶ௣க்கப்ப௄ழன்றன.c 

காற்௖ள்ளி மற்௥ம் நிசச்யமாக இௌ ேநரே்காடூ்ன் நீளம் இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ  dc d 
இைடேய உள்ள ்ரம் ஒன்௥ இரண்௄ எனேவ இந்த ௖ள்ளி௜ல் மற்௥ம் d o s 1 s 2 
ெவட௄்வதால் கமா இந்த ௖ள்ளி கமா இப்ேபாௌ இரண்௄ வட்டங்களி௩ம் உள்ளௌ இந்தx y x y 
஼க்கைல ோரக்்க நாம் 
ஒ௠ வட்டத்ொன் அள௵௠ சமன்பாடை்ட அல்லௌ அள௵௠ சமன்பாடை்டப் பயன்ப௄த்தப் 
ேபாழேறாம், எனேவ ஒ௠ வட்டத்ொன் அள௵௠ சமன்பாடை்ட நீங்கள் நிைன௳ல் 
ைவத்ொ௠ந்தால், 
வட்டத்ொன் ௙ௌ மற்௥ம் என்௥ எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் எ௱தலாம், எனேவ ஒ௠ங்ழைணப்௖ x y x 
௚ூ௞ம் வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ மற்௥ம் ௌைண ேகாண ோட்டா௳ன் வட்ட x 
ேநரங்களின் ஆரம் ஆழயைவ ைமயத்ொற்ஶ சமம் என எ௱தப்பட ேவண்௄ம், 
எனேவ இந்த ேகாணம் ெபாௌவாக இந்த வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் வ௯யாக ஒ௠ ேகாடை்ட 
வைரந்தால் இந்தக் ேகாணம் இ௠க்ஶம்.

அசா்க்ஶ இைணயாக, இந்த பசை்ச ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄, ோட்டா என்பௌ அசா்  x x x 
அச஼்ல் இ௠ந்ௌ இந்த ஆரம் வைர கூகார ொைச௜ல் எ௄க்கப்படட் எொெரொர ்ொைச௜ல் 
எ௄க்கப்படட் ேகாணமாஶம்.
  இந்த ௖ள்ளி எனேவ இௌ இந்த ௚௱ ேகாணம் எனேவ இந்த ேகாணம் ோட்டா எனேவ அள௵௠ xy 
வூவத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ வட்டத்ொல் உள்ள எந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்ைப௞ம் ௔ளஸ் x 
ஆர ்ஒன் காஸ் ோட்டாவாக எ௱ௌழேறாம் , ேம௩ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶ y y 
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சமமாக இ௠க்ஶம் .
  இந்த ௖ள்ளி கமா இரண்டாவௌ வட்டம் இரண்ூல் இ௠ப்பதால் இப்ேபாௌ அேத x y s 
ேகாணமான ோட்டா௳ன் மற்௥ம் ஆரம் ேநரங்கள் ைசன் ஆஶம்.b 
 அப்பூயானால், என்பௌ ேவ௥ ஼ல ஆங்ழள் ஃைப௜ன் ௔ளஸ் ேகாைச௑க்ஶ சமம், x c r 2 
ஏெனனில் இப்ேபாௌ ேகாணம் ௳த்ொயாசமாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இப்ேபாௌ இந்த ௖ள்ளி௜ன் 

மற்௥ம் ஆழயவற்௣ன் ஆயங்கைள x y 
உடன் அள௵௠ வூவத்ொல் ெவளிப்ப௄த்த ௚யற்஼க்ழேறாம்.ah 

 இரண்டாவௌ வட்டம் இப்ேபாௌ நாம் ௙ண்௄ம் ஐக் காட்ட என்ன ெசய்ய ேவண்௄ம் s2 phi 
என்றால், ைமயத்ொன் ௛லம் அசா்க்ஶ இைணயாக ஒ௠ ேகாடை்ட வைரய ேவண்௄ம், o2 x 
௔ன்னர ்இந்த ஆரம் இந்த ௖ள்ளி௞டன் ைமயத்ௌடன் இைணழறௌ என்௥ o2 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் xy 
௔ன்னர ்ஆங்  எொர ்கூகார ொைச௜ல் எ௄க்கப்படட் அசை்சப் ெபா௥த்த வைர௜ல் x 
ழைடமடட்மாகேவா அல்லௌ இந்த ஆரத்ொன் ேகாணத்ொல் இ௠ந்ேதா இந்த ழைடமடட் x 
அசை்ச எந்தக் ேகாணத்ொல் எொர ்கூகார ொைச௜ல் ாழற்ற ேவண்௄ம் என்பைத நாம் பாரக்்க 
ேவண்௄ம்.
 ஆரம்
 அதனால் அந்த ேகாணம் ௌல்௧யமாக இந்த ேகாணம் மற்௥ம் நான் அைத ஃைப ௛லம் 
ஶ௣ப்ேபன், எனேவ இந்த ௖ள்ளி கமா இ௠ வட்டங்களி௩ம் இ௠ப்பதால், ௚த௧ல் மற்௥ம் x y x y
ஆயங்கைள அள௵௠ வூவத்ொன் அூப்பைட௜ல் 
அள௵௠௳ல் ெவளிப்ப௄த்ௌழேறாம் ௚தல் வட்டத்ைதப் ெபா௥த்தமடூ்ல் பூவம் மற்௥ம் அேத 
௖ள்ளி இரண்டாவௌ வட்டத்ொ௩ம் இ௠ப்பதால், இரண்டாவௌ வட்டத்ைதப் ெபா௥த்தமடூ்ல் 
ஆயங்கைள ௙ண்௄ம் அள௵௠ வூ௳ல் ெவளிப்ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ இௌ மற்௥ம் x y 
என்பௌ ஷட்டல் ஆக இ௠க்ஶம் இைத௞ம் இைத௞ம் சமன் ெசய்ௌ ௚ூப்பௌ d r 2 sin phi 
என்னெவன்றால் , ஒ௠ ப்ளஸ் ஆர ்ஒன் காஸ் ோட்டா என்பௌ ஼ ௔ளஸ் ஆர ்௅ காஸ் ஃைப எனேவ 
இந்த கட்டத்ொல் ெபாௌத்தன்ைமைய இழக்காமல் , ெபாௌத்தன்ைமைய இழக்காமல், 
ெபாௌத்தன்ைமைய இழப்ேபாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

ஒன்௥ இரண்ைட ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம் என்௥ நாங்கள்  r r 
க௠ௌழேறாம், எனேவ இரண்௄ ஒன்ைற ௳ட அொகமாக இ௠ந்தால், அேத வைகயான r r 
ஆதாரம் ௔ன்பற்றப்ப௄ம் , ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூன் ௳ொகள் சமன் ெசய்வதன் ௛லம் r r 
இந்த அ௑மானத்ௌடன் தைலவழாக மா௥ம் இௌ௵ம் இைத௞ம் நாம் உண்ைம௜ல் ெப௥வௌ r 

என்பௌ ைமனஸ் க்ஶ சமம் , இேதேபால் இைத௞ம் one cos theta c a plus r two cos phi 
இைத௞ம் சமன் ெசய்தால் ஆக r one sin theta d minus b plus r two sin phi ah r 
என்றால்  இரண்௄ ஒன்ைற ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்க ேவண்௄ம் r 
என்றால் இைத ேவ௥ ௳தமாக எ௱ொ௜௠ப்ேபாம் அப்பூயானால் என்பௌ ஒ௠ r two cos phi 
ைமனஸ் ஷட்டல் மற்௥ம் ஐ சமம் என்௥ எ௱ொ௜௠க்க c r 1 cos theta r 2 sine phi 
ேவண்௄ம் r 1 sin theta plus b minus d

க்ஶ சமம், ௔ன்னர ்௙த௚ள்ள ஆதாரம் சரியாக ஒத்ொ௠க்ழறௌ so 
 அதனால் தான் நாம் ெபாௌத்தன்ைமைய இழக்காமல் ெசான்ேனாம், இப்ேபாௌ இந்த இரண்௄ 
சமன்பா௄கைள௞ம் இ௠௖ற௚ம் ஸ்ெகாயர ்ெசய்ௌ இடௌ ௖றத்ொல் ழைடப்பைதக் 
ஷட௄்ழேறாம் ஒ௠ சௌரம் சௌர ோட்டா ௔ளஸ் ஒ௠ சௌர பாவம் சௌர ோட்டா எனேவ இௌ r cos r 
வலௌ ௖றத்ொல் உள்ள இடௌ ௖றம், ைமனஸ் c a plus r two cos phi, the whole square 

என்பௌ ௚௱ சௌரம், ஏெனனில் plus d minus b plus r two sin phi cos square theta 
ஒன்௥க்ஶ சமம்  இடௌ ௖றம் ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶ எளிதாக்ஶழறௌ, plus sin square theta r 

எனேவ நம்௘டம் இந்த சமன்பா௄ உள்ளௌ , இப்ேபாௌ வலௌ பக்கத்ைத ௳ரி௵ப௄த்ொனால் 
நமக்ஶ ழைடப்பௌ க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ைமனஸ் ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் c d b r 
இரண்௄ சௌரம் காஸ் சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄  ஸ்ெகாயர ்  ஼ன் ஸ்ெகாயர ்ஃைப ௔ளஸ் phi r 
௅ ஆர ்௅ ஼ ைமனஸ் அ காஸ் ஃைப ௔ளஸ் ௅ ஆர ்௅ ூ ைமனஸ் ௔ ஼ன் ஃைப இப்ேபாௌ இௌ ஆர ்
௅ ஸ்ெகாயர ்த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, ஏெனனில் காஸ் ஸ்ெகாயர ்ஃைப ௔ளஸ் ஼ன் 
ஸ்ெகாயர ்ஃைப ஒன்௥ எனேவ ஒ௠ சௌரம் சமம் மற்௥ம்  இந்த அள௵ மற்௥ம் ஆழய r AB cd 
இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரத்ைதத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ இந்த 
அள௵ ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ இௌ சௌர ்ரத்ொற்ஶ சமம் மன்னிக்க௵ம், எனேவ இௌ இரண்௄ 
ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான சௌர ்ரம் எனேவ இௌ ஒ௠ சௌரம் சௌரத்ொற்ஶ சமம்  r 
இைடேய உள்ள ்ரம் ைமயங்கள் ஷட்டல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ இரண்ைட௞ம் r r 

ைமனஸ் ஆக௵ம், ௔ன்னர ்நாம் இங்ேக ஒ௠ ஼௣ய c a cos phi plus d minus b sin phi 
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ைகயா௬தைலச ்ெசய்ழேறாம், எனேவ இந்த வாரத்்ைதைய ஆல் ெப௠க்ழ வஶக்ழேறாம்d0102 
, இௌ ைமனஸ் ஆல் ஆக மா௥ம்  இரண்௄ ௚ைற c a d one o cos phi plus d minus b by d

இப்ேபாௌ நாம் அ௣ந்தால், ஓவர ் இரண்௄ சௌரம் by d over o two in sin phi d o c 
க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் , ௚௱ சௌரம் என்பைத நாம் அ௣ந்தால், அூப்பைட௜ல் இௌ d minus b 
ேபான்ற ஒன்௥ உள்ளௌ மற்௥ம் க௯த்தல் எனேவ நாம் ஒ௠ ெசங்ேகாண a d b, 
௚க்ேகாணத்ைதக் ெகாண்௄ள்ேளாம், அதன் ைஹப்ேபாெடன்௟ஸ் நீளம் ஓ இரண்ூற்ஶம் d 
மற்ற இரண்௄ பக்கங்க௬ம் ைமனஸ் மற்௥ம் க௯த்தல் ஆஶம், எனேவ அௌ இ௠க்க c a d b 
ேவண்௄ம், உண்ைம௜ல் அௌ இ௠க்க ௚ூயாௌ.
  இங்ேக அந்த ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணத்ைதக் காண்௔ப்பௌ ௘க௵ம் கூனம், எனேவ நாம் நமௌ
உ௠வத்ொற்ஶச ்ெசன்றால், இந்த வலௌ ேகாணம் இந்த ைமயத்ொல் இ௠ந்ௌ ெசங்ஶத்தாக 
வைரந்தால் இரண்ூ௧௠ந்ௌ அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠க்ஶம் இந்தப் பசை்சப் ௖ள்ளிக் o x 
ேகாட்ூற்ஶ ெசங்ஶத்தாக இைத ெசங்ஶத்தாகச ்ெசால்ேவாம்.
 நாம் ேபாம் வலௌ ேகாண ௚க்ேகாணம்  ஏெனனில் இந்த ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணத்ொல் 
ைஹப்ேபாெடன்௟ஸ் நீளம் இந்த நீளம் க௯த்தல் இௌ ைமனஸ் மற்௥ம் do1 o2 c a d b 
வலௌ ேகாண ௚க்ேகாணத்ொன் இந்த ேகாணத்ைத ஆல்பாவால் ஶ௣ப்ேபாம், எனேவ இந்த 
ேகாணம் ஆல்பாவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ க்ஶ ேமல் ைமனஸ் ஆல் என்பௌ c o2 a d 
காஸ் ஆல்பா மற்௥ம் ைமனஸ் ௔ ைப ஓவர ்ஓ2 ைசன் ஆல்பா, எனேவ இைத இப்ேபாௌ d d 
இந்த சமன்பாட்ூல் பயன்ப௄த்ௌேவாம் , எனேவ நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ஒ௠ சௌரம் ஒன்௥ r 
அல்லௌ இரண்௄ ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் ஆஶம்  இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ இரண்௄ ஓr r d 
இரண்௄ ௚ைற எனேவ இௌ cos alpha cos phi plus sine alpha sine phi cos a cos b 

ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழறௌ, இௌ காஸ் ஆஃப் ஃைப ைமனஸ் plus sin a sin b 
ஆல்பா௳ற்ஶச ்சமம் எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் ெப௥ழேறாம் ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் காஸ் r
ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ சௌரம் இரண்௄ o r r 
இரண்௄ ஒ௠ இரண்௄, எனேவ நாம் இப்ேபாௌ நமௌ ௚க்ழய ேநாக்கம் இந்த மொப்௖ d o phi 
கண்௄௔ூக்க ஏெனனில் என்றால் இந்த இரண்௄ம் எங்க௬க்ஶக் ெகா௄க்கப்படட்ௌதான் அசல் 
௔ரசச்ைன என்பௌ உங்க௬க்ஶ நிைன௳௠க்ழறௌ  வட்டங்கள் மற்௥ம் நாம் இப்ேபாௌ ெவட௄்ம் 
௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், 
ஏெனனில் ெவட௄்ம் ௖ள்ளிகைளக் கண்ட௣௞ம் அள௵௠ வூவத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், 
ஏெனனில் இந்த ேகாணங்கைள மற்௥ம் கண்௄௔ூப்பதற்ஶ சமம், ஏெனனில் நாம் theta phi 
ோட்டா மற்௥ம் ஃைப ஆழயவற்ைறக் கண்ட௣ந்த௵டன் மற்௥ம் ஐ ெவளிப்பைடயாகக் x y 
காணலாம்.
 இந்த ோட்டா மற்௥ம் ஃைப ஆழயைவ ஒேர ேநரத்ொல் இந்த இரண்௄ சமன்பா௄கைள௞ம் 
ோரக்்ஶம் வைக௜ல் இ௠க்க ேவண்௄ம், இைவ ௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄கள், எனேவ நமக்ஶ 
இரண்௄ அ௣யப்படாத ோட்டா மற்௥ம் ஃைப உள்ளன, அைவ கண்௄௔ூக்கப்பட ேவண்௄ம் , 
மற்றைவ அைனத்ௌம் மற்ற அைனத்ௌ மா௣கள் இங்ேக நமக்ஶத் ெதரி௞ம், ஏெனனில் ஒன்௥ r 
அ௣யப்ப௄ழறௌ.

என்பௌ மற்௥ம் ஆழய 2 ைமயங்களின் ஆயத்ெதாைல௵க௬ம்   r two ab cd 
அ௣யப்ப௄ழன்றன, 
அைதேய கடந்த ஼ல ஸ்ைல௄களில் ெசய்ய ௚யற்஼த்ௌ வ௠ழேறாம், மற்ற 
எல்லாவற்௣௧௠ந்ௌம் இந்த வலௌ ௖றம் ௚௱வௌமாகத் ெதரி௞ம்.
 
ஆல்பா௳ன் காஸ் மற்௥ம் ைசன் ஆழயைவ அ௣யப்பட்ட அள௵களின் ௚க்ேகாண௳யல் 
௳ழதங்கள் என்பதால் ஆல்பா௵ம் நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ ஆல்பா௵ம் நமக்ஶத் ெதரி௞ம் , 
எனேவ நம்மால் ௚ூ௞ம்.

ஐக் கண்௄௔ூத்ௌ, ஐக் கண்௄௔ூத்த ௔றஶ, இந்த இரண்௄ சமன்பா௄களி௩ம்  phi phi phi 
இன் மொப்ைப ௙ண்௄ம் இைணக்கலாம், ேம௩ம் நாம் ோட்டாைவ எளிதாகக் கண்௄௔ூக்கலாம் 
மற்௥ம் ோட்டா மற்௥ம் ஐ அ௣ந்த௵டன் phi 
, ெவட௄்ம் ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்ைபக் கண்ட௣யலாம்.
 இந்த இரண்௄ வட்டங்களில், இைதத் ோரக்்க  , ஃ௔ ைமனஸ் ஆல்பா ெவரச்ஸ் ஃைப௜ன் காஸ் 
வைரபடத்ைத வைரேவாம், எனேவ ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் ஆல்பா காஸஓக்ஶ சமமான 
ைப௜ல், ஃைப ஆக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ஆல்பா ௔ளஸ் ைப௜ல் இரண்ூன் அொக அொகபடச் மொப்௖ 
இ௠க்ஶம்.
 ஃைப ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் இரண்௄ காஸ் ௛லம்  ஆல்பா ௔ளஸ் ைப என்பௌ ஃைப௜ல் 
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ஶம்.
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 இங்ேக ஆல்பா ௔ளஸ் த்ரீ ைப இரண்ூல் இ௠க்ஶம் ைமனஸ் ஒன் ஆக இ௠க்ஶம், 
எனேவ ஃைப ஆல்பா ௔ளஸ் த்ரீ ைப ஆல் ௅ காஸ் ஆல் ஃைபவ் ைமனஸ் ஆல்பா ௙ண்௄ம் 
ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ அௌ ௙ண்௄ம் இங்ேக உள்ளௌ , ௔ன்னர ்இரண்௄ வைர மட௄்ேம 
ொட்ட௘௄ழேறாம் என்௥ ெசால்லலாம்.

ஏெனனில் இன் இந்த ெசயல்பா௄கள் ேபாௌமானௌ  என்பௌ  pi, phi m inus alpha phi 
௕ரியூ஼டூ் இரண்௄ என்பதன் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட காலச ்ெசயல்பா௄ ஆஶம்  ைமனஸ் ௅ ைப pi 
௚தல் ௗஜ்௷யம் வைர ௗஜ்௷யம் ௚தல் 2 ைப வைர௜லான வைரபட௚ம் ஒேர மாொரியாக 
இ௠க்ஶம், எனேவ ெபறப்பட்ட வைரபடம் இப்பூ இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்அௌ இங்ேக 0 க்ஶம், ௔ன்னர்
க௯த்தல் 1 க்ஶம், ௔ன்னர ்௙ண்௄ம் 0 க்ஶம் இங்ஶம் இரண்௄ ைபக்ஶம் ெசல்௩ம்  இௌ 
அூப்பைட௜ல் ஒ௠ ௚௱ வட்டம் அல்லௌ ஒ௠ ௚௱ ஒ௠ ௚௱ இரண்௄ ாழற்஼ைய ah pi 
௚ூக்கப் ேபாழறௌ , எனேவ இந்த மொப்௖ம் இந்த மொப்௖ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
இந்த வலௌ பக்கம் ஒ௠ மா௄லஸ் அொகமாக இ௠ந்தால் இப்ேபாௌ ெதளிவாழறௌ.
  ஒன்௥ ௔ன்னர ்ெதளிவாக எந்த ோர௵்ம் இல்ைல மற்௥ம் அௌ ௌல்௧யமாக வழக்ழல் உள்ளௌ, 
அதாவௌ ோர௵் இல்ைல அல்லௌ அூப்பைட௜ல் இதற்ஶ ோர௵் இல்ைல என்பதால் இந்த 
௚க்ேகாண௳யல் சமன்பா௄ அந்த வழக்ழல் ௚௱ைமயான அல்லௌ அல்லௌ மொப்௖ இந்த வலௌ
பக்கத்ொன் ௚௱ைமயான மொப்௔ன் ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்டௌ, அதாவௌ ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்டதா e 
அல்லௌ ைமனஸ் ஒன்ைற ௳டக் ஶைறவாக உள்ளதா, அப்பூயானால், இந்த ௚க்ேகாண௳யல் 
சமன்பா௄க௬க்ஶ ோர௵் இல்ைல என்பதால், இரண்௄ என்பௌ ெதளிவாழறௌ.
  வட்டங்கள் ெவட௄்வொல்ைல, எனேவ 
இந்த வலௌ பக்கத்ொன் 
இந்த ௚௱ைமயான மொப்௔ன் மா௄லஸ் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ மற்ற நிகழ்௵ 
ஆஶம்  மொப்௖ கண்ூப்பாக ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக உள்ளௌ என்௥ ஷ௥ேவாம், எனேவ மொப்ைப 
பாொ என்௥ ெசால்லலாம், ௔றஶ ோரை்வக் கண்௄௔ூக்க நாம் என்ன ெசய்ேவாம், எனேவ இௌேவ
இந்த மொப்௖ இந்த அள௵க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்லலாம்.
 
ைக பக்கம் இந்த அள௵க்ஶ சமம் எனேவ அசா்க்ஶ இைணயாக ஒ௠ ழைடமடட் ேகாடை்ட x 
வைரழேறாம், மன்னிக்க௵ம், இந்த ஼வப்௖ வைள௵ இங்ேக வைர மட்௄ேம ெசல்௩ம், ஏெனனில் 
இௌ௵ம் இௌ௵ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ நாம் பாரப்்பௌ எந்த மொப்௖க்ஶம்  
எந்த  என்பௌ ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவானௌ h 
என்பௌ உண்ைம௜ல் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ ோர௵்கள் அல்லௌ இன் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ phi 
மொப்௖கள் இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் என்பைத பாரப்்பௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ, எனேவ
நாம் ேவ௥ எந்த மொப்ைப௞ம் எ௄க்கலாம், எனேவ ேவ௥ ஼ல மொப்ைப எ௄க்கலாம்.
  இந்த மொப்ைப ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ நான்காகக் ஷ௥ேவாம், எனேவ இந்த வலௌ பக்கம் 
க௯த்தால் ஒன்௥க்ஶ நான்காக இ௠ந்தால், ோர௵் காண அச஼்ல் இ௠ந்ௌ ெசங்ஶத்ௌ x 
ெதாைல௳ல் உள்ள அசா்க்ஶ இைணயாக ஒ௠ ழைடமடட் ேகாடை்ட வைரய ேவண்௄ம்.x 
 
ஒ௠ நான்ஶ ஆனால் அௌ எொரம்ைற பக்கத்ொல் உள்ளௌ எனேவ அூப்பைட௜ல் இந்த பசை்சக் 
ேகா௄ க௯த்தல் ஒன்௥ நான்காக இ௠க்ஶம் ேபாௌ இரண்௄ ோர௵்க௬ம் இந்த பசை்சக் ேகாட்ூன் 
வைள௵டன் ெவட௄்ம் ௖ள்ளியால் ெகா௄க்கப்ப௄ழன்றன.

மற்௥ம் அந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகள் இைவ இரண்௄ம் ஒன்௥ எனேவ  cos phi minus alpha 
ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவான ௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ட இந்த வலௌ பக்கத்ொன் எந்த 
மொப்௔ற்ஶம் 

அல்லௌ இரண்௄ தனித்ௌவமான மொப்௖கள் இ௠க்ஶம் என்பைத ஒ௠வர ்எளிதாகக் ph 
காணலாம்.

க்கான ோர௵்கள் மற்௥ம் இன் ஒவ்ெவா௠ ோர௵்க்ஶம் இந்த சமன்பாட்ூல் அைத  phi phi 
௙ண்௄ம் ைவத்தால் , அந்த உடன் ெதாடர௖்ைடய ோட்டா௳ன் தனித்ௌவமான மொப்ைபப் phi 
ெப௥ேவாம், அௌ இப்ேபாௌ ஒ௠ ோட்டா மற்௥ம் ஃைப ேஜாூயாக இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இரண்௄ 
ெவவ்ேவ௥ கள் உள்ளன.phi
 வலௌ ௖றம் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவான ௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் 
சந்தரப்்பங்களில், இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ ோட்டா ஃைப ேஜாூகள் இ௠க்ஶம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ, 
அதாவௌ இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ ெவட௄்ப்௖ள்ளிகள் இ௠க்ஶம்.
 இந்த சமன்பாடூ்ன் ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் உள்ள சமன்பாட்ூன் வலௌ பக்கத்ொன் ௚௱ைமயான
மொப்ைப இப்ேபாௌ நாம் ைகயாள்வௌ ௚௱ைமயான மொப்௖,  எனேவ இந்த வலௌ ௖றம் 
கண்ூப்பாக ௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠ந்தால் ஒன்௥க்ஶம் ஶைறவானௌ, எனேவ 
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இைதத்தான் நாங்கள் பரி஽௧த்ௌ வ௠ழேறாம், இந்த ௳ஷயத்ொல் இரண்௄ ௖ள்ளிகள் சரியாக 
இரண்௄ ௖ள்ளிகள் இ௠க்ஶம் என்௥ நாங்கள் வாொட்ேடாம், அங்ஶ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
ெவட௄்ம் ஆனால் ௔ன்னர ் இ௥ொ௜ல் நாம் காட்ட ௳௠ம்௖வௌ என்னெவன்றால், இந்த 
நிபந்தைன ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம் ்ரமானௌ ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகைய ௳ட ஶைறவாக௵ம், 
௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ைட ௳ட அொகமாக௵ம் உள்ளௌ என்ற நிபந்தைனயால் 
ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இைதத்தான் நாம் இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்க ேவண்௄ம் இரண்௄ 
வ௯களி௩ம் நாம் இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ழனால் இைதப் ெபற ேவண்௄ம், இௌ௵ம் இைதக் ஶ௣க்க 
ேவண்௄ம், ஆனால் நீங்கள் பாரக்்க ௳௠ம்௔னால், இங்ேக எ௱தப்பட்ட இந்த சமன்பாடூ்ற்ஶ 
௚ந்ைதய சமன்பாட்ூற்ஶ நாம் ொ௠ம்௔ச ்ெசல்ல ேவண்௄ம், எனேவ இந்த சமன்பாடை்ட 
௙ண்௄ம் பாரத்்தால்  ஒ௠ சௌரம் அல்லௌ அதற்ஶப் பொலாக நாம் இந்த சமன்பாடை்டப் r 
பாரத்்தால் அேத சமன்பாடை்ட ௙ண்௄ம் பாரத்்தால் அௌ ெகாைசன் ித்ொரத்ைத 
நிைன௶ட௄்ழறௌ ெகாைசன் ௳ொ இௌ ெகாைசன் ௳ொைய நிைன௶ட௄்ழறௌ, ஏெனனில் 
ெகாைசன் சட்டத்ைத நிைன௳ல் ைவத்ௌக் ெகாண்டால் நம்௘டம் என்ன இ௠ந்தௌ என்௥ 
ெசால்லலாம்.

இரண்௄ ஒன்௥ மற்௥ம் ஒன்௥ இரண்௄ பக்கங்கைளக் ெகாண்ட ஒ௠ ௚க்ேகாணம்  r r d o 
மற்௥ம் நீளம் இரண்௄ மற்௥ம் ஒன்௥ இரண்ூன் பக்கங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ேகாணம் r o 
௕ட்டா என்௥ ஷறலாம், ௔றஶ ௕ட்டா௳ன் ேகாைசன் இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ கமா r o 
ெசய்ய த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல என்பைத அ௣ேவாம்.
  இரண்௄ ட௔ள்௟  ௌைள சௌரம் க௯த்தல் ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ இரண்டாக ஒன்௥ r r d o 
இரண்௄ மற்௥ம் இந்த வலௌ ௖றம் இந்த பக்கத்ொற்ஶ ௘க௵ம் ஒத்ொ௠க்ழறௌ , த௳ர 
எொரம்ைறயான ஶ௣ையத் த௳ர இைத நாம் ம௥க்க ேவண்௄ம், 
எனேவ இந்த வலௌ பக்கத்ைத க௯த்தால் சரியாக இ௠க்ஶம்.
  இைதப் ெப௥ங்கள், இதன் ெபா௠ள் என்னெவன்றால் , நாம் ௙ண்௄ம் எங்கள் ெதாடக்க 
ஸ்ைலூற்ஶச ்ெசன்றால் , இந்த ேகாணம் சரியாக எங்ஶள்ளௌ என்பைதப் பாரக்்க 
௚யற்஼ப்ேபாம், அதாவௌ ௕ட்டாைவப் பற்௣ நாங்கள் ேபாழேறாம், எனேவ நாம் இங்ஶ 
ொ௠ம்௔ச ்ெசன்றால் நாம் என்ன பாரக்்ழேறாம் என்௥ பாரப்்ேபாம்.
  இைதப் பா௠ங்கள், இந்த ௖ள்ளி ஆக இ௠க்கட௄்ம், ௚க்ேகாணத்ைத பாரப்்ேபாம் p po1 o2 po1

௔ன்னர ்இந்த பக்கம் ஒ௠ நீளம் ஒன்௥ இரண்௄ நீளம் இரண்௄ மற்௥ம் ஒன்௥ o2 p r o p r o 
இரண்௄ என்பௌ ெதளிவாக உள்ளௌ நீளம் ஒன்௥ ஓ இரண்௄, எனேவ இௌ 
ஒ௠ ஼ல நி௘டங்க௬க்ஶ ௚ன்௖ வைரந்த ௚க்ேகாணம் , ௔ன்னர ்இந்த ஆர ்இரண்௄ நீளப் பக்க 
நீளம் இரண்௄ இந்த ஆ நீளம் இந்தப் பக்கம் நீளம் ஒன்௥க்ஶ இைடேய உள்ள r n d 
ேகாணத்ைதப் பற்௣ ேப஼க் ெகாண்ூ௠ந்ேதாம் ஓ இரண்௄ எனேவ இௌதான் இந்த ேகாணம் 
என்றால் என்ன , இந்த ேகாணத்ைத நாங்கள் அைழக்ழேறாம்  ௕ட்டா ஆனால் ௕ட்டாைவக் s 
கண்௄௔ூப்பௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல, ஏெனன்றால் இைத நாம் பாரத்்தால் 90 ூழரி ைப 2 
மற்௥ம் இந்த ேகாணம் ஆல்பா ஆஶம், எனேவ இந்த வலௌ ேகாண ௚க்ேகாணத்ைதப் 
பாரத்்தால் இங்ேக இௌ ஆல்பா, எனேவ இந்த ேகாணம் இங்ேக ைப ஆஶம்  இரண்௄ ைமனஸ் 
ஆல்பா இப்ேபாௌ இந்த ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ மற்௥ம் நான்ஶ இந்த நான்ஶ ேகாணங்கைள௞ம் 
ெதாஶத்தால் நாம் இரண்௄ ஐப் ெபற ேவண்௄ம், எனேவ இரண்௄ க்ஶ சமம் எனேவ ஃைப pi pi 
ேசா ஃைப ௔ளஸ் மற்௥ம் ௕ட்டா ௔ளஸ் ைப இரண்ூல் ெதாடங்ழ எொெரொர ்ொைச௜ல் 
ெதாடங்ஶேவாம்  ைமனஸ் ஆல்ஃபா ௔ளஸ் ைப இரண்டால் இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ நாம் 
ெப௥வௌ என்னெவன்றால், இந்த ேகாண ௕ட்டா ைப ைமனஸ் ஃைப ௔ளஸ் ஆல்பா௵க்ஶச ்சமம்.
 ஆர ்ஒன் ஆர ்௅, இௌ ஒன்௥ ஓ ௅ ஆஶம், எனேவ இந்த ௚க்ேகாணத்ொல் ேகாைசன் ௳ொையப் 
பயன்ப௄த்ொனால், 
நாம் இங்ஶ எ௱ொயைதப் ேபாலேவ நமக்ஶக் ழைடக்ஶம் ஆனால் ௕ட்டா ைப ைமனஸஓக்ஶ சமம்
என்பைத ௚ந்ைதய ஸ்ைலூல் காட்ூ௞ள்ேளாம்.
 ஃைப ௔ளஸ் ஆல்பா எனேவ ௕ட்டா இன் ெகாைசன் ைப ைமனஸ் ஃைப ௔ளஸ் ஆல்பா௳ன் i 
ேகாைசைனத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ ௕ட்டா௳ன் ேகாைசன் ைப ைமனஸ் ஃைப 
௔ளஸ் ஆல்பா௳ன் ேகாைச௑க்ஶ சமம், இௌ ைப ைமனஸ் ஆல்ஃபா௳ன் ேகாைசனின் 
ைமனஸஓக்ஶ சமம், 
இங்ஶ எொரம்ைறயான ஶ௣ையப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இைதத்தான் ெசால்ழேறன்  இதற்ஶச ்
சமம் அதாவௌ இொ௧௠ந்ௌ நாம் இந்த சமன்பாடை்டப் ெப௥ேவாம், எனேவ இங்ஶ நாம் 
ெபற்௥ள்ள 
இந்தச ்சமன்பா௄, ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம௜௧௠ந்ௌ இந்த ௚க்ேகாணத்ொற்ஶப் 
பயன்ப௄த்தப்ப௄ம் ேகாைசன் சட்டத்ைதத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, 
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 அதனால் என்ன இந்த நிபந்தைன உண்ைமயாக இ௠ந்தால், இந்த நிைல உண்ைமயாக 
இ௠ந்தால், அந்த ௳ஷயத்ொல் இரண்௄ வட்டங்க௬ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ெவட௄்ழன்றன, 
எனேவ இௌ ெவட்௄ம் ௖ள்ளி மற்௥ம் இந்த ௚க்ேகாணத்ைத இங்ேக ஒன்௥ இரண்௄ p o p 
மற்௥ம் இந்த ௚க்ேகாணத்ொற்ஶ ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம உள்ளௌ  ொ௠ப்ொ அைடய 
ேவண்௄ம் மற்௥ம் ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம ொ௠ப்ொ அைடய ேவண்௄ம் என்பதால் d one o

கண்ூப்பாக ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்ைட ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், two r r 
இல்ைலெயனில் நாம் ம௥௖றம் ஒ௠ ௚க்ேகாணம் இ௠க்க ௚ூயாௌ  நம்௘டம் இ௠ந்தால் 
ெசய்ேவாம் என்௥ ெதரிந்ௌ ெகாள்௬ங்கள், இௌ ஒன்௥ தான் மற்ெறான்௥, எனேவ இௌ 
௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைமயால் நாம் ெப௥ம் ஒ௠ நிபந்தைனயாஶம், ஆனால் இௌ ஒ௠ ௚ைற 
மட௄்ேம, ஏெனன்றால் ௚ற்௣௩ம் ௛ன்௥ ஏற்றத்தாழ்௵கள் இ௠க்ஶம்.
  மற்ற ஆ ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம என்பௌ நாம் ஒன்ைற இடௌ பக்கத்ொல் ைவத்ௌ, r r 
ஒன்௥ என்பௌ ஒன்௥ ௅ ௔ளஸ் இரண்௄ ஒன்௥ ைமனஸ் இரண்ைடக் காடூ்௩ம் o r r r 
ஶைற௵ என்௥ ஷ௥ழேறாம் எனேவ இௌ அதன் ௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ைடத் த௳ர ேவ௥ 
ஒன்௥ம் இல்ைல, ஏெனனில் ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்ைட ௳ட ெபரியௌ என்பதால் இௌதான் r r r 
உண்ைம, எனேவ இந்த  ஆ இரண்டாவௌ ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம இைத ஶ௣க்ழறௌ 
மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைம அரத்்த௚ள்ள எைத௞ம் ெகா௄க்காௌ, 
ஏெனனில் ௛ன்றாவௌ ஆர ்௅ என்பௌ ஒன்௥ ஓ ௅ ௔ளஸ் ஆர ்ஒன் ெசய்வைத ௳ட ஶைறவாக 
இ௠க்ஶம், இௌ எப்பூ௞ம் உண்ைம, ஏெனனில் ஆர ்ஒன்௥ ஆர ்இரண்ைட ௳ட அொகமாக 
உள்ளௌ மற்௥ம் இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால் 
இௌ நமக்ஶ எந்த அரத்்தத்ைத௞ம் தராௌ  எனேவ நாம் பாரத்்தௌ என்னெவன்றால், gful 
இங்ேக இந்த சமன்பாட்ூன் இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் வலௌ பக்கம் இ௠ந்தால், ௚௱ைமயான 
மொப்௖ ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவாக இ௠ந்தால், இரண்௄ ெவட௄்ப்௖ள்ளிகள் இ௠க்ஶம் என்௥ 
வாொட்ேடாம் , ௔ன்னர ்நாங்கள் அைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் என்பைத௞ம் காடூ்ேனாம்.
 இந்த சமன்பா௄ ௚தல் படத்ொல் உள்ள ௚க்ேகாணங்களில் ஒன்௣ன் ேகாைசன் ௳ொ௞டன் 
ஒத்ௌப்ேபாழறௌ என்பைதக் காடூ்யௌ 
, ௔ன்னர ்அந்த ௚க்ேகாணத்ொற்ஶ ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌவதன் 
௛லம் , இரண்௄ வட்டங்க௬ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ெவட்ூனால், இந்த இரண்௄ 
நிபந்தைனக௬ம் ௗரத்்ொ ெசய்யப்பட ேவண்௄ம் என்பைதக் காடூ்௞ள்ேளாம்.
  உண்ைம, 
எனேவ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவட்ூனால் இைவ இரண்௄ம் ொ௠ப்ொ அைடய ேவண்௄ம் என்ற 
ஒேர ஒ௠ வ௯ைய மட௄்ேம காடூ்ேனாம், ஆனால் தைலவழ் உண்ைம௞ம் உண்ைமதான், 
ஏெனனில் இந்த இரண்௄ நிபந்தைனக௬ம் ொ௠ப்ொ அைடந்தால், இந்த ௛ன்றாவௌ நிபந்தைன 
எப்பூ௞ம் உண்ைம, ஏெனனில் ஒன்௥ இரண்ைட ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம்  ைமயங்க௬க்ஶ r r 
இைடேய உள்ள ்ரம் ேநரம்ைறயாக இ௠ப்பதால்,
 அதனால் ௛ன்௥ எண்கள் ௛ன்௥ ேநரம்ைற எண்கள் ஒன்௥ இரண்௄ மற்௥ம் ொ௠ப்ொ r r 
அளிக்ஶம் ஒன்௥ இரண்௄  ௛ன்௥ ௚க்ேகாண ஏற்றத்தாழ்௵கள் மற்௥ம் எனேவ அைவ o 
எப்ேபாௌம் உடன் ஒ௠ ௚க்ேகாணத்ைத உ௠வாக்ழ அதன் பக்கமாக 1 ஐச ்r 1 r 2 o 2 
ெசய்யலாம், ௔ன்னர ்நாம் வாதத்ைத ௔ன்ேனாக்ழ எ௄த்ௌச ்ெசல்லலாம் மற்௥ம் வாதத்ைத 
௔ன்ேனாக்ழ எ௄த்தால் அௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல.
 அைவ இரண்௄ ௚க்ேகாணங்களில் உள்ளைதக் காட்ட௵ம் , அைவ இந்த ௖ள்ளி௜ல் சரியாக 
ெவட௄்ழன்றன ஏெனனில் இந்த ௛ன்௥ எண்கள் ஒன்௥ இரண்௄ மற்௥ம் p r r d one o 
இரண்௄ இந்த ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைமைய ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌவதால், ஒ௠ ௚க்ேகாணம் 
ஒன்௥ மற்௥ம் என இரண்௄ ெசங்ஶத்ௌக௬டன் இ௠க்க ேவண்௄ம்.o 
  இரண்௄ ஏெனனில் என்பௌ இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரத்ைதத்d one o two 
த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல , மற்ெறா௠ ௚ைன௞டன் இ௧௠ந்ௌ இ௠க்ஶம் ்ரம் உள்ளௌ, o2 r2 
எனேவ இந்த உச஼் இரண்டாவௌ வட்டத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம், ஏெனனில் இரண்டாவௌ 
வட்டத்ொன் இரண்டாவௌ ஆரம் மற்௥ம் இதன் ்ரம்  ௖ள்ளி என்பௌ இரண்௄ எனேவ r2 p r 
இந்த ௖ள்ளி இந்த வட்டத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம் , அேத ேபால் இந்த ௛ன்றாவௌ நீளம் ஒன்௥ r 
என்பதால் இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் அேத உச஼்௜ல் ௚தல் வட்டத்ொ௩ம் இ௠க்க ேவண்௄ம்.p 
 இௌ இ௠ வட்டங்களி௩ம் உள்ளதால், இௌ ஒ௠ ஶ௥க்ஶெவட௄் ௖ள்ளியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், 
எனேவ நான் ௙ண்௄ம் மற்ெறா௠ வாதத்ைத ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன், ah 
எனேவ நாம் ௚த௧ல் காட்ூயௌ என்னெவன்றால், ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைமையப் 
பயன்ப௄த்ொ நாங்கள் காடூ்ேனாம், ஆ இந்த நிபந்தைன இந்த இரண்௄ம் அவ஼யம் என்பைதக்
ஶ௣க்ழறௌ 
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இந்த இரண்௄ நிபந்தைனகைள மட௄்ம் நமக்ஶக் ெகா௄த்தால், இந்த இரண்௄ நிபந்தைனக௬ம்
இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஶ௥க்ழ௄ம் என்பைதக் ஶ௣க்ஶம் என்ற ௔ன்தங்ழய 
வாதத்ைதக் காண்௔ப்ேபாம்.

ஒன்௥ ஐ ௳ட ெபரியௌ சமம் ஐ ௳ட ெபரியௌ அல்லௌ சமம் மற்௥ம்   r r r 2 r 1 r 2 
ைமயத்ொற்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் ேநரம்ைறயாக உள்ளௌ, இந்த ௛ன்௥ நிபந்தைனகளின் 
அூப்பைட௜ல் , இந்த நிபந்தைன ௚க்ேகாணத்ைதத் த௳ர ேவ௥ எௌ௵ம் இல்ைல என்பைத c 
நாம் ௖ரிந்ௌெகாள்ழேறாம், அைவ ௛ன்௥ சமன்பா௄களாகத் ெதரிழறௌ  ௚க்ேகாண 
சமத்ௌவ௘ன்ைம, எனேவ நாம் அூப்பைட௜ல் ௛ன்௥ ேநரம்ைற எண்கள் ஒன்௥ இரண்௄ r r 
மற்௥ம் ௚க்ேகாண சமத்ௌவ௘ன்ைமைய ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் ஒன்௥ இரண்ைட ெசய்ழேறாம், o 
எனேவ நாம் அைத ெசய்ய ௚ூ௞ம்.

பக்கங்களின் நீளம் ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்௄ இ௠க்ஶம் ஒ௠ ௚க்ேகாணத்ைத   o r r r 
உ௠வாக்க௵ம், இப்ேபாௌ ஒன்௥ இரண்௄ ெசய்ய௵ம் என்பௌ இரண்௄ o d one o two 
ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல, எனேவ இந்த ௚க்ேகாணத்ொன் 
இரண்௄ ெசங்ஶத்ௌகைளத் ேதரந்்ெத௄க்ழேறாம்.
  ஒன்௥ மற்௥ம் ஓ இரண்௄ மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ உச஼்ைய நாம் ஒ௠ ௖ள்ளியாக ேதர௵் 
ெசய்யலாம் , இௌ இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் இரண்டாவௌ ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ இரண்௄ r 
்ரத்ொ௩ம் மற்௥ம் ௚தல் ாற்௥ ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ ஒன்௥ ்ரத்ொ௩ம் இ௠க்ஶம் ஆனால் r 
௔ன்னர ்நாம் இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ஆரம் என்பைத அ௣ந்ௌ ெகாள்௬ங்கள், எனேவ r 2 
இந்த ௖ள்ளி இரண்டாவௌ வட்டத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம், அேத ேபால் ௚தல் வட்டத்ொன் ஆரம் r 
1 என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி௞ம் ௛ல வட்டத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம் 
மற்௥ம் அௌ இயக்கத்ொல் இ௠க்க ேவண்௄ம்.
  இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஶ௥க்ஶெவட௄் ௖ள்ளிகளில் ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அதாவௌ 
இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெவட௄்ழன்றன, எனேவ இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் இௌவைர காடூ்யௌ 
என்னெவன்றால், இரண்௄ வட்டங்க௬ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகளில் ெவட்ூனால், நான் என்ன ெசால்ல
௳௠ம்௖ழேறன் என்றால்  இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ உள்ளன  இந்த சமன்பாட்ூற்கான ோர௵்கள் 
அல்லௌ இன் இரண்௄ ேவ௥படட் ோர௵்கள், இந்த வலௌ ௖றம் ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவான phi 
௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் ேபாௌ மட௄்ேம நடக்ஶம், எனேவ இங்ேக வலௌ 
பக்கம் ௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠ந்தால் , அொல் இரண்௄ தனித்தன்ைமகள் உள்ளன.

இன் ோர௵்கள், அதாவௌ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ ௖ள்ளிகளில்   phi 
ெவட௄்ழன்றன என்௥ நாம் க௠ௌழேறாம், எனேவ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் இரண்௄ ெவவ்ேவ௥ 
௖ள்ளிகளில் ெவட௄்ழன்றன என்௥ நாம் க௠ொனால், இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ழ ௚க்ேகாண 
சமத்ௌவ௘ன்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌவௌ என்ன இரண்௄ ைமயங்க௬க்ழைடேயயான ்ரம் 
ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகைய ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக 
இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத௞ம், இரண்௄ ஆரம்க௬க்ஶ இைட௜லான ௚௱ைமயான 
ேவ௥பாட்ைட ௳ட ைமயங்க௬க்ஶ இைட௜லான ்ரம் கண்ூப்பாக அொகமாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம் என்பைத௞ம் நாங்கள் காட்ூ௞ள்ேளாம்.
 தைலவழ் வாதத்ைத௞ம் காடூ்ேனாம்.
 இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்௥ ஷட்டல் ஐ ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ r r 2 
, ேம௩ம் அந்த அ௑மானத்ௌடன் நாம் ெதாடங்ழனால், இரண்௄ ஆரம் இைடேய உள்ள 
௚௱ைமயான ேவ௥பாட்ைட ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம்.
  
அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் 
எஞ்஼௜௠க்ஶம் வாதத்ைத ௚ூக்க ேவண்௄ம்,
 அதனால் ௙த௚ள்ள வழக்ஶகள் அூப்பைட௜ல் ௚௱ைமயான மொப்௖ ஒன்௥க்ஶ சமமாக 
இ௠க்ஶம் அல்லௌ ௚௱ைமயான மொப்௖ ஒன்௥க்ஶ அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ 
அவற்ைற எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் வழக்ஶகள் எனேவ அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ன் ௚தல் 15 20 நி௘டங்களில் 
௚ூப்ேபாம் மற்௥ம் அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ன் ௙த௚ள்ள பஶொ ஶ௄ம்ப வட்டங்கள் பற்௣ய ௖ொய 
தைலப்ைபத் ெதாடங்ஶம் நன்௣ Pru
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