
 मागील ʩाƥानांपैकी एका वतुŊळांवरील 10 ʩा ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, आʉी कोणȑाही दोन वतुŊळांमधील थेट सामाईक 
˙िशŊका आिण आडवा सामाईक ˙िशŊका यािवषयी चचाŊ केली होती आिण आʉी िवशेषत: वेगवेगʨा Ůकरणांचा िवचार केला होता 
Ǜामȯे वतुŊळे एकमेकांना छेदतात.
  एकमेकांना आिण वतुŊळांची समीकरणे िदʞाने 
दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतात की नाही हे कसे शोधायचे हे देखील सांिगतले होते पण ȑा पįरİ̾थतीसाठी आʉी कोणताही पुरावा िदलेला
नʬता
 ȑामुळे आʉी जे बोललो ते तंतोतंत असे होते की समजा आपʞाकडे दोन असतील तर वतुŊळांचे एक समीकरण चौरस अिधक वगŊx y 
अिधक दोन एक अिधक दोन एक अिधक एक शूɊ आिण दुसरे वतुŊळ दोन समीकरण चौरस अिधक वगŊ g x f y c s x y 
अिधक दोन दोन अिधक दोन दोन अिधक दोन  शूɊाची बरोबरी आहे ʉणून आपʞाला ही दोन समीकरणे िदली जातातg x f y c 
आिण नंतर आपʞाला शोधǻास सांिगतले जाते आिण मग आपण ʉटले की ही दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतील आिण जर ah ah 
ȑांǉा कŐ ūातील अंतर असेल तरच  ʉणून ȑांची कŐ ūे अशी असू Ȩा की पिहʞा वतुŊळाचे कŐ ū Ȫारे दशŊिवलेʞा मȯे वजा s o s g 
एक वजा एक आिण दुस̴या वतुŊळ दोनचे कŐ ū वजा दोन ˢʙिवराम वजा दोन पिहʞा वतुŊळाची िũǛा आहे  एक f o g f r 
बरोबरीचे वगŊमूळ एक वगŊ अिधक एक वगŊ वजा एक आिण ȑाचŮमाणे दुस̴या वतुŊळ दोनची िũǛा दोन चौरस अिधक g f c s g f
दोन वगŊ वजा दोन ǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीची आहे ʉणून फƅ एवढी मािहती िदली आहे.c 
  की जर कŐ ūांमधील अंतर असेल तर जर कŐ ūांमधील अंतर Ǜाचे वगŊमूळ असेल तर या दोन िबंदंूमधील अंतर जे दोन वजा एक g g 
संपूणŊ वगाŊचे वगŊमूळ आहे आिण दोन वजा एक पूणŊ वगŊ आहे ʉणून आʉी ʉटले की  जर हे अंतर िũǛेǉा बेरजेपेƗा कमी िकंवा f f 
समान असेल िकंवा ते दोन वतुŊळांǉा िũǛेǉा िनरपेƗ फरकाǉा फरकापेƗा जाˑ िकंवा समान असेल तर जर हे खरे असेल तर ही 
İ̾थती सȑ असेल तर आपण  ʩा ʉणाला दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतात तेʬा आʉी असेही ʉटले आहे की जर एक ओ दोन केले जे 
कŐ ūांमधील अंतर एक अिधक दोन समान असेल तर दोन वतुŊळे एकमेकांना अगदी एका िबंदूवर बाहेŝन ˙शŊ करतात ʉणून ही r r 
पįरİ̾थती आहे िजथे आपण  असे काहीतरी आहे ʉणून हे एक असू शकते आिण हे दोन असू शकतात आिण ते एकमेकांना येथे s s 
अगदी एका िबंदूला ˙शŊ करतात ʉणून तो िबंदू असू Ȩा ʉणजे ही कŐ ūे एक आिण ओ दोन आहेत आिण नंतर आʉी असेही ʉटले p 
होते की  कŐ ūांना जोडणारी सरळ रेषा या िबंदूतूनही जाईल िजथे दोन वतुŊळे एकमेकांना ˙शŊ करतात आिण मग आʉी असेही ʉटले p 
की जर एक दोन एक अिधक दोन पेƗा मोठे असेल तर दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत नाहीत ʉणून ही केस आहे  असे d o r r 
काहीतरी िजथे आपʞाकडे पिहले वतुŊळ आिण दुसरे वतुŊळ आहे आिण ते एकमेकांना छेदत नाहीत ʉणून ही İ̾थती आहे आिण नंतर 
आʉी असेही ʉटले होते की जर कŐ ūांमधील अंतर संपूणŊ फरकाǉा समान असेल तर दोन िũǛा आिण मȯे नंतर दोन r 1 r 2 
वतुŊळे एकमेकांना आतील बाजूने ˙शŊ करतात 
ʉणून आपʞाला याचा अथŊ काय आहे ʉणून हे पिहले वतुŊळ एक असू शकते Ǜाचे कŐ ū एक आहे आिण नंतर आपʞाकडे दुसरे s o 
वतुŊळ दोन असू शकतात.s 
 मȯ दोन सह दोन आहे आिण ही दोन वतुŊळं आहेत ʉणून वतुŊळ दोन आतून वतुŊळ एक एक ला ˙शŊ करतात ʉणून o s s s 
आʉी ʉटले की फƅ एका िबंदूवर अंतगŊत Ůिवʼ करा आिण या Ůकरणात दोन कŐ ūांमधील अंतर हे पįरपूणŊ अंतर आहे  िũǛा p 
दरʄान आिण नंतर अथाŊतच आʉी देखील चचाŊ केली होती आʉी शेवटǉा Ůकरणावर देखील चचाŊ केली होती िजथे कŐ ūांमधील अंतर 
िũǛांमधील पįरपूणŊ फरकापेƗा काटेकोरपणे कमी 
आहे अशा पįरİ̾थतीत पुɎा वतुŊळे अथाŊतच ते एकमेकांना छेदत नाहीत  नाही आिण पुढे की एक वतुŊळ पूणŊपणे दुस̴ या वतुŊळाǉा आत 
असणार आहे ʉणून आपली अशी पįरİ̾थती आहे िजथे आपण असे ʉणू की आपʞाकडे येथे कŐ ū एक असलेले वतुŊळ आहे आिण o 
नंतर आपʞाकडे आहे  या वतुŊळाचे दोन कŐ ū दोन आहेतo 
 ȑामुळे ही दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत नाहीत आिण पुढे की दोन वतुŊळांपैकी एक पूणŊपणे दुस̴ या वतुŊळाǉा आत आहे ʉणून या 
ʩाƥानाची मुƥ चचाŊ 
या अटी कठोरपणे काढǻावर कŐ िūत होणार आहे.
 ʉणून आʉी दाखवू की दोन वतुŊळे कोणतीही दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतील जर आिण फƅ ही İ̾थती पूणŊ झाली तरच याचा अथŊ असा
आहे की जर ही अट पूणŊ झाली नाही तर दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदू शकत नाहीत आिण नंतर िवशेष Ůकरणांमȯे  हे देखील दाखवा की 
जर हे आिण हे सवŊ कठोरपणे िसȠ केले जाईल कारण Ǜा ʩाƥानात आपण सामाɊ ˙िशŊकेǉा ʩुȋȅीबȞल चचाŊ करत होतो ȑा 
ʩाƥानात आपण हे केले नʬते आिण नंतर आपण हे िवशेष Ůकरण देखील दशŊवू जेथे दरʄान अंतर असेल तर कŐ ūे िũǛेǉा 
बेरजेइतकी असतात मग ते एकमेकांना अगदी एका िबंदूला ˙शŊ करतील कारण जेʬा ते एकमेकांना छेदतात तेʬा ते ŮȑƗात 
एकमेकांना छेदतात दोन िभɄ िबंदंूवर पण िवशेष बाब ʉणून जेʬा अंतर बेरीजǉा बरोबरीचे असते तेʬा ते एकमेकांना बाहेŝन ing 
˙शŊ करतात ʉणजे मला काय ʉणायचे आहे की दोन वतुŊळे एकमेकांǉा आत नाहीत ʉणून उदाहरणाथŊ दोन ǉा बाहेर s s 1 
आहेत आिण तो या िबंदूवर बाहेŝन ला ˙शŊ करत आहे आिण नंतर अथाŊतच आपण कठोरपणे ʩुȋɄ केलेली ही केस देखील s 1 p 
दशŊवू िजथे एक वतुŊळ दुस̴ याला अंतगŊत ˙शŊ करतो, ʉणून आपण नेमके कोणȑा पįरİ̾थतीत असे घडेल हे पाšया.
  की दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतील ʉणून आपण असे ʉणूया की आपʞाकडे ही दोन वतुŊळे आहेत आिण ʉणून आपण एक वतुŊळ s 
केले आहे आिण आपʞाकडे वतुŊळ दोन आहे आिण आपण ʉणू या की ते या दोन िबंदंूना छेदतात आिण ȑापैकी एकाचा समɋय s 
कŝया  छेदनिबंदूचे िबंदू आिण असू शकतात ʉणून हे पिहʞा वतुŊळाचे कŐ ū आहे Ǜाचे समɋय मी आिण x y o a ba 
ˢʙिवरामाने दशŊिवतो हे दुस̴या वतुŊळाचे कŐ ū आहे Ǜाचे समɋय आिण Ȫारे दशŊवले जातात ˢʙिवराम आिण bo two c dc d 
अथाŊतच ही सरळ रेषेची लांबी 
दोन कŐ ūांमधील अंतर एक दोन आहे ʉणून आिण या िबंदूला छेदतात ˢʙिवराम हा िबंदू ˢʙिवराम d o s 1 s 2 x y x y 
आता दोɎी वतुŊळांवर आहे या सम˟ेचे िनराकरण करǻासाठी आपण वतुŊळाचे पॅरामेिटŌ क फॉमŊ िकंवा पॅरामेिटŌ क समीकरण वापरणार 
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आहोत, जर तुʉाला वतुŊळाचे पॅरामेिटŌ क समीकरण आठवत असेल 
तर वतुŊळावरील आिण असे कोणतेही िबंदू असे िलिहता येईल जेणेकŝन समɋय कŝ शकेल.x y x 

हे वतुŊळाǉा कŐ ūाǉा समɋयाǉा मȯभागी आिण वतुŊळाǉा िũǛा बरोबर उपकोन थीटाǉा गुणाŮमाणे िलहावे, ʉणून हा   x x 
कोन सामाɊतः  हा कोन असतो जर आपण या वतुŊळाǉा मȯभागी एक रेषा काढली तर अƗाǉा समांतर असे ʉणू या की ही िहरवी x 
िठपके असलेली रेषा तर थीटा ʉणजे फƅ अƗ अƗापासून या िũǛाकडे िवŜȠ घǰाळाǉा िदशेने घेतलेला कोन आहे जो एका x x 
मȯभागी जोडतो.
  हा िबंदू तर हा हा संपूणŊ कोन ʉणजे हा कोन थीटा आहे ʉणून मग पॅरामेिटŌ क फॉमŊ वापŝन आपʞाकडे वतुŊळावरील कोणȑाही xy 
िबंदूचा समɋय अिधक असे िलिहलेला आहे आिण समɋय समɋयासारखा असेल.x r one cos theta y y 
 मȯभागी जो अिधक आहे ȑाच कोनाǉा थीटाǉा िũǛा गुणा आता हा िबंदू ˢʙिवराम देखील दुस̴या वतुŊळाǉा b sine x y s
दोन वर वसलेला असʞामुळे दुस̴या वतुŊळाǉा दोनǉा पॅरामेिटŌ क ˢŝपाǉा ̊ʼीने आपण आिण देखील िलš शकतो s x y 
अशावेळी हे इतर काही कोनाǉा ǉा अिधक कोसाइनǉा बरोबरीचे आहे कारण आता कोन िभɄ असेल कारण x phi c r 2 
आता आपण या िबंदूǉा आिण चे समɋय सह पॅरामेिटŌ क ˢŝपात ʩƅ करǻाचा Ůयȉ करीत आहोत.x y ah 
 दुसरे वतुŊळ आता आपण पुɎा दाखिवǻासाठी आपʞाला काय करायचे आहे ते ʉणजे आपʞाला s2 phi 

ǉा मȯभागी अƗाǉा समांतर रेषा काढायची आहे आिण नंतर आपण ʉणू या की आपʞाकडे ही िũǛा या िबंदूसह o2 x xy o2 
ला मȯभागी जोडणारी आहे.
 आिण नंतर आंग Ɨैितज िकंवा या िũǛेǉा कोनातून अƗाǉा संदभाŊत घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने घेतले जाते, ʉणून आपʞाला le x 
हे पहावे लागेल की हा आडवा अƗ कोणȑा कोनात िफरवला पािहजे जेणेकŝन तो याǉाशी एकŝप होईल.x 
 िũǛा ʉणजे तो कोन तंतोतंत हा कोन इतका इतका आहे आिण मी तो Ȫारे दशŊिवतो, मग हा िबंदू ˢʙिवराम दोɎी phi x y 
वतुŊळांवर आहे ʉणून आपण सुŜवातीला पॅरामीिटŌ क Ůमाणे आिण िनदőशांक ʩƅ करतो.x y 
 पिहʞा वतुŊळाǉा संदभाŊत फॉमŊ आिण तोच िबंदू दुस̴ या वतुŊळावर देखील असतो ʉणून आʉी दुस̴ या वतुŊळाǉा संदभाŊत पॅरामीिटŌ क 
ˢŝपात िनदőशांक पुɎा ʩƅ करतो 
ʉणून हे आहे आिण असेल x y 
तर आता अिधक असेल हे आिण याǉा बरोबरीने मला जे िमळाले ते ʉणजे एक ɘस आर वन कॉस थीटा ʉणजे d r 2 sin phi 
सी ɘस आर टू कॉस फाई,
 ȑामुळे या ट̪ɗावर सामाɊतेचा तोटा न होता आपण असे गृहीत धŝ या की सामाɊतेचे नुकसान न होता सामाɊता कŝया  आपण 
असे गृहीत धŝ की एक दोन पेƗा मोठा िकंवा समान आहे ʉणून जर दोन एक पेƗा मोठे असेल तर ȑाच Ůकारचा पुरावा r r r r 
पाळला जाईल फƅ एक आिण दोन चे िनयम उलट होतील ʉणून समीकरण कŝन या गृिहतकाने  हे आिण हे आपʞाला जे r r 
िमळते ते ʉणजे वन कॉस थीटा ʉणजे उणे ए अिधक आर टू कॉस फाईǉा बरोबरीचे असते आिण ȑाचŮमाणे जर आपण हे r c 
आिण हे समान केले तर आपʞाला वन िसन थीटा वजा ब अिधक दोन पाप फाई िमळतो तर दोन हे एक पेƗा r d r ah r  r 
मोठे िकंवा बरोबर असायचे तर आपण ही संपूणŊ गोʼ वेगʨा पȠतीने िलिहली असती तर ȑा बाबतीत आपण दोन r cos phi 
ʉणजे एक वजा अिधक आिण िलहायला हवे होते.c r 1 cos theta r 2 sine phi is 

अिधक उणे  r 1 sin theta b d
ǉा बरोबरी आिण नंतर उवŊįरत पुरावा अगदी सारखाच आहे ʉणून आʉी सामाɊता न गमावता ʉटले आता आʉी या दोɎी  so 

समीकरणांचा दोɎी बाजंूनी वगŊ करतो आिण डावीकडे जे िमळेल ते जोडतो आर वन ˍेअर कॉस ˍेअर थीटा अिधक आर वन ˍेअर 
िसन ˍेअर थीटा आहे तर ही उजवीकडे डावी बाजू आहे, आपʞाला उणे अिधक दोन संपूणŊ चौरस अिधक c a r cos phi d 
वजा अिधक दोन संपूणŊ चौरस िमळेल कारण वगŊ थीटा अिधक चौरस थीटा समान आहे  डाʩा हाताची b r sin phi cos sin 
बाजू एक चौरस करǻासाठी सोपी करते r 
ʉणून आपʞाकडे हे समीकरण आहे आिण आता आपण उजʩा बाजूचा िवˑार केला तर आपʞाला जे िमळेल ते वजा पूणŊ चौरस c 
अिधक वजा पूणŊ चौरस अिधक दोन चौरस वगŊ अिधक दोन  ˍेअर ˍेअर अिधक दोन दोनd b r cos phi r sin phi r 

वजा अिधक दोन दोन वजा आता हे दोन ˍेअरिशवाय दुसरे काही नाही कारण c a cos phi r d b sin phi r cos 
ˍेअर अिधक ˍेअर एक आहे ʉणून आपʞाला एक ˍेअर बरोबर िमळेल आिण  हे Ůमाण phi sin phi r 

आिण या दोन कŐ ūांमधील अंतरािशवाय दुसरे काहीही नाही ʉणून हे Ůमाण दुसरे काहीही नाही परंतु ʉणून हे चौरस अंतराǉा ab cd 
बरोबरीचे आहे Ɨमˢ, ʉणून हे दोन कŐ ūांमधील चौरस अंतर आहे, ʉणून आपʞाकडे एक वगŊ चौरसाǉा बरोबरीचा आहे दरʄान r 
अंतर कŐ ū अिधक दोन वगŊ अिधक दोन दोन मȯे उणे अिधक वजा आिण नंतर आपण r r c a cos phi d b sin phi 
येथे थोडे फेरफार करतो ʉणून फƅ ही संǒा आपण ने गुणाकार आिण भागाकार करतो आिण हे उणे Ȫारे वन d0102 c a d o 
होईल  दोन वेळा अिधक वजा Ȫारे ओʬर दोन मȯे आता जर आपʞाला हे समजले की ओʬर cos phi d b d sin phi d 
ओ दोन चौरस ʉणजे वजा पूणŊ चौरस अिधक वजा पूणŊ चौरस आहेc d b 
 ȑामुळे मूलत: आपʞाकडे असे काहीतरी वजा आहे  आिण वजा ʉणून आपʞाकडे काटकोन िũकोण आहे Ǜाचे कणŊ c a d b o
दोन पेƗा लांबीचे आहे आिण इतर दोन बाजू उणे आिण उणे आहेत असे आपण ʉणू या आिण ʉणून ते असावे आिण d c a d b 
ŮȑƗात ते नाही  तो काटकोन िũकोण येथे दाखवणे फार कठीण आहे, ʉणून जर आपण आपʞा आकृतीकडे परत गेलो तर हा 
काटकोन जर तुʉी या मȯभागी दोन पासून अƗाǉा समांतर असलेʞा िहरʩा िठपƐाǉा रेषेचा लंब काढला तर हा लंब ʉणू o x 
या.
 आपण बोलत आहोत तो काटकोन िũकोण आहे  बȞल कारण या काटकोन िũकोणामȯे कणाŊची लांबी आहे ही लांबी ng do1 o2 c
उणे हे वजा आहे आिण आपण a d b 
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काटकोन िũकोणाचा हा कोन अʚाȪारे दशŊवू या
 ȑामुळे आपʞाकडे हा कोन अʚा असेल आिण ʉणून उणे बाय ओवर हे दुसरे काहीही नाही अʚा आिण c  a d o2 cos d
उणे बाय ओʬर हा साइन अʚा आहे ʉणून आपण आता या समीकरणात याचा वापर कŝ, ʉणून आपʞाकडे एक b d o2 r 
चौरस ʉणजे दोन पूणŊ वगŊ अिधक दोन चौरस अिधक दोन आर दोन डी ओʬर दोन वेळा do one o r  o cos alpha cos

अिधक ʉणून हे अिधक फॉʄुŊला वापरत आहे हे phi sine alpha sine phi cos a cos b sin a sin b cos
उणे अʚा ǉा बरोबरीचे आहे आिण ʉणून येथून आपʞाला िमळेल फाय वजा अʚा ची कॉस एक ˍेअर वजा डू एक of phi r 

ओ दोन पूणŊ ˍेअर अिधक दोन ˍेअर ओʬर दोन दोन एक ओ दोन ʉणून जर आपण तसे कŝ या कारण आता आपले r r d 
मुƥ उिȞʼ या चे मूʞ शोधणे आहे कारण जर  तुʉाला आठवत असेल की मूळ सम˟ा आʉाला या दोघांना देǻात आली होती  phi 
वतुŊळे आिण आता आपʞाला छेदनिबंदू शोधणे अपेिƗत आहे 
कारण आपण पॅरामीिटŌ क फॉमŊ वापरतो आिण छेदनिबंदू शोधणे हे कोन आिण शोधǻासारखेच आहे कारण एकदा theta phi 
आपʞाला आिण सापडले की आपण ˙ʼपणे आिण शोधू शकतो परंतु नंतर  ही थीटा आिण फाई अशी असावी theta phi x y 
की ही दोन समीकरणे एकाच वेळी सोडवतील ही िũकोणिमतीय समीकरणे आहेत ʉणून आपʞाकडे दोन अǒात थीटा आिण फाई 
आहेत Ǜा शोधʞा पािहजेत आिण इतर सवŊ इतर सवŊ चल आहेत ते आपʞाला मािहत आहेत कारण एक ǒात आहे  दोन हे 2 r r 
कŐ ūांचे समɋयक ओळखले जातात आिण देखील मािहत आहेत आिण आʉी गेʞा काही ˠाइड्समȯे तेच करǻाचा Ůयȉ ab cd 
करत आहोत आिण आʉी या ट̪ɗावर पोहोचलो आहोत िजथे बाकी सवŊ काही असʞाने ही उजवी बाजू पूणŊपणे ǒात आहे.
  आʉाला अʚा हे देखील मािहत आहे कारण जर आपʞाला आठवले की कॉस आिण अʚाचे साइन हे ǒात Ůमाणांचे िũकोणिमतीय 
गुणोȅर आहेत ʉणून अʚा देखील आपʞाला मािहत आहे आिण ʉणून आपण सƗम असले पािहजे शोधǻासाठी आिण एकदा phi 
आपʞाला सापडले की आपण चे मूʞ पुɎा या दोन समीकरणांमȯे जोडू शकतो आिण आपण सहजपणे शोधू phi phi theta 
शकतो आिण एकदा आपʞाला आिण कळले की आपʞाला छेदनिबंदूचा समɋय कळू शकतो.theta phi 
 या दोन वतुŊळांपैकी हे सोडवǻासाठी आपण  वजा अʚा िवŜȠ ǉा चा आलेख काढू या ʉणजे वर ah phi phi cos phi 

उणे अʚा ǉा ǉा बरोबरीने असेल तेʬा अिधक वर एक चे कमाल मूʞ phi alpha cos phi alpha pi by two 
जाˑ असेल.
 

वजा अʚा ǉा दोन Ȫारे बरोबर शूɊ असेल तर मूʞ उणे अʚाचे आहे जे phi cos alpha plus pi = phi cos 
आपण ʉणूया की हे मूʞ अिधक वर फाय वजा अʚा ǉा चे मूʞ असेल मायनस वन होणार आहे जे येथे अʚा alpha pi cos 
अिधक तीन पाय बाय टू येथे आहे तर जेʬा िफ अʚा अिधक तीन पाई बाय दोन कॉस पाच वजा अʚा पुɎा शूɊ आहे ʉणून ते पुɎा 
येथे आहे आिण मग आपण असे ʉणू की आपण फƅ दोन पयōत ɘॉट कŝ  कारण ते पुरेसे आहे कारण चे फंƕन pi phi m cos

हे आवतŊकतेचे िनयतकािलक कायŊ आहे  inus alpha phi 
दोन असʞाने शूɊ आिण दोन मधला आलेख काढणे पुरेसे आहे कारण इतर सवŊ मȯांतरांसाठी दोन ते चार ǉा pi pi pi pi 
मȯांतरासाठी आलेख अगदी सारखाच असणार आहे.
 उणे दोन पासून शूɊ पयōत देखील शूɊ ते 2 ǉा आलेखाŮमाणेच असेलpi pi 
 ȑामुळे िमळालेला आलेख असा काहीतरी िदसेल नंतर तो येथे 0 वर जाईल आिण नंतर उणे 1 वर जाईल आिण नंतर पुɎा 0 येथे आिण 
दोन वर परत येईल  हे मुळात एक पूणŊ वतुŊळ पूणŊ करणार आहे िकंवा एक पूणŊ आह एक पूणŊ दोन पाय रोटेशन पूणŊ करणार आहे pi 
आिण ʉणून हे मूʞ आिण हे मूʞ समान असेल आिण नंतर असे ʉणूया की आता हे ˙ʼ आहे की या उजʩा बाजूस पेƗा जाˑ 
मॉǰूलस असʞास  एक तर ˙ʼपणे कोणतेही समाधान नाही आिण तेच तंतोतंत असेच आहे जेथे याचा अथŊ असा आहे की कोणतेही 
समाधान नाही िकंवा मुळात या िũकोणिमतीय समीकरणाचे कोणतेही समाधान नाही अशा बाबतीत जेथे िनरपेƗ िकंवा िकंवा मूʞ या 
उजʩा बाजूǉा संपूणŊ मूʞापैकी हे एकापेƗा जाˑ आहे ʉणजे ते एकापेƗा मोठे आहे िकंवा ते उणे एक पेƗा कमी आहे, अशा e 
पįरİ̾थतीत या िũकोणिमतीय समीकरणांवर कोणतेही समाधान नसʞामुळे हे ˙ʼ आहे की दोन  वतुŊळे एकमेकांना छेदत नाहीत ʉणून 
दुसरी केस अशी आहे की जेʬा या उजʩा बाजूǉा या िनरपेƗ मूʞाचे मॉǰूलस एका पेƗा कमी असेल ȑा बाबतीत जर मूʞ असेल तर
आपण असे ʉणूया की पįरपूणŊ मूʞ एकापेƗा काटेकोरपणे कमी असेल तर असे आहे जेथे असे आहे  आपण असे ʉणूया की मूʞ 
एकापेƗा काटेकोरपणे कमी आहे, ʉणून आपण असे ʉणू की मूʞ अȯाŊसारखे आहे, मग उपाय शोधǻासाठी आपण काय करतो ते 
ʉणजे आपण असे ʉणूया की हे आहे हे हे मूʞ 
इतके आहे तर हा अिधकार आहे  हाताची बाजू एवढी आहे आिण ʉणून आपण अƗाǉा समांतर एक Ɨैितज रेषा काढतोx 
 ȑामुळे माफ करा हा लाल िवल वŢ फƅ इथपयōत जाईल कारण हे आिण हे सारखेच असले पािहजे आिण ʉणून आपण जे पाहतो ते 
कोणȑाही मूʞासाठी आहे  जे  हे एका पेƗा काटेकोरपणे कमी आहे हे पाहणे खूप सोपे आहे की ŮȑƗात दोन िभɄ समाधाने h 
असतील िकंवा ची दोन िभɄ मूʞे असतील जे या समीकरणाचे समाधान करतील ʉणून आपण इतर कोणतेही मूʞ देखील घेऊ phi 
शकतो ʉणून आपण काही इतर मूʞ घेऊ शकतो.
 आपण हे मूʞ ʉणतो जे आपण उणे एक बाय चार ʉणू या, जर ही उजवी बाजू उणे एक बाय चार असेल तर समाधान शोधǻासाठी x 
अƗाǉा समांतर एक Ɨैितज रेषा काढली जाईल Ǜाचे अƗापासून अनुलंब अंतर आहे एक बाय चार आहे परंतु ती नकाराȏक बाजूवरx 
आहे नकाराȏक बाजूवर आहे ʉणून मुळात ही िहरवी रेषा आहे, जेʬा ही वजा एक बाय चार 
असते तेʬा वŢ असलेʞा या िहरʩा रेषेǉा छेदनिबंदूȪारे दोन िनराकरणे िदली जातात  मायनस अʚा आिण ते दोन िबंदू cos phi 
हे आहेत ʉणून हे दोन एक ʉणून कोणीही सहज पाš शकतो की या उजʩा बाजूǉा कोणȑाही मूʞासाठी Ǜाचे िनरपेƗ मूʞ 
एकापेƗा कमी असेल तेथे ची दोन िभɄ मूʞे असतील िकंवा दोन िभɄ साठी उपाय आिण ǉा अशा Ůȑेक phi phi phi 
सोʞुशनसाठी आपण ते इथे या समीकरणात परत ठेवले तर आपʞाला ȑा शी संबंिधत थीटाचे एक अिȪतीय मूʞ िमळेल phi 
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जेणेकŜन आता एक थीटा आिण जोडी असेल कारण तेथे दोन िभɄ आहेत अशा Ůकरणांसाठी जेथे उजʩा बाजूचे िनरपेƗ phi phi 
मूʞ एकापेƗा कमी आहे हे ˙ʼ आहे की तेथे दोन िभɄ थीटा फाई जोǰा असतील याचा अथŊ असा आहे की दोन िभɄ छेदनिबंदू 
असतील उदाहरणाथŊ या आकृतीमȯे दशŊिवʞाŮमाणे.
 केस जेथे िनरपेƗ मूʞ आहे तर हे Ůकरण आहे जेथे आपण आȅा या समीकरणाǉा मागील ˠाइडवरील समीकरणाǉा उजʩा 
बाजूचे िनरपेƗ मूʞ हाताळत आहोत ʉणून जर या उजʩा बाजूस अचूक मूʞ असेल तर 
एकापेƗा कमी ʉणजे ही केस आहे Ǜाचा आʉी िवचार करत आहोत आिण आʉी असा युİƅवाद केला आहे की या Ůकरणात दोन िबंदू
असतील िजथे दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतील पण नंतर  शेवटी आपʞाला हे दाखवायचे आहे की ही İ̾थती सूिचत करते आिण अंतर 
िũǛेǉा बेरजेपेƗा कमी आिण िनरपेƗ फरकापेƗा जाˑ आहे या İ̾थतीȪारे देखील सूिचत केले जाते, ʉणून आपण येथून सुŜवात केली 
पािहजे.
 दोɎी मागाōनी जर आपण येथून सुŜवात केली तर आपʞाला हे िमळाले पािहजे आिण याचा अथŊ असा देखील असावा परंतु जर 
आपʞाला हे पहायचे असेल की आपʞाला या समीकरणापूवŎ आपʞा समीकरणाकडे परत जावे लागेल जे येथे िलिहले आहे ʉणून 
आपण हे समीकरण पुɎा पािहले तर  एक चौरस िकंवा ȑाऐवजी जर आपण हे समीकरण पािहले तर तेच समीकरण पुɎा आपʞाला r 
कोसाइन सूũाची आठवण कŝन देते, कोसाइन िनयम हे आपʞाला कोसाइन िनयमाची आठवण कŝन देते कारण आपʞाला कोसाइन 
िनयम आठवतो तर आपʞाकडे काय होते ते सांगू या.

दोन एक आिण एक दोन बाजू असलेला िũकोण आिण दोन आिण एक दोन लांबीǉा बाजंूमधील कोन बीटा आहे  r r d o r o 
असे ʉणू या, तर आपʞाला मािहत आहे की बीटाचा कोसाइन काही नसून दोन चौरस अिधक एक ˢʙिवराम ओ आहे.r 
  दोन प  भोक चौरस वजा आर एक चौरस वर दोन आर दोन मȯे एक ओ दोन आिण ही उजवी बाजू या बाजूशी अगदी सारखीच आहेd 
कारण आपʞाला नकाराȏक िचɎािशवाय हे नाकारायचे आहे ʉणून जर आपण या उजʩा हाताǉा बाजूचा वजा घेतला तर नſी 
होईल  हे िमळवा ʉणजे याचा अथŊ असा आहे की जर आपण पुɎा आपʞा सुŜवातीǉा ˠाईडवर गेलो तर हा कोन नेमका कुठे आहे हे 
पाहǻाचा Ůयȉ कŝया, ʉणजे बीटा आपण ǛाबȞल बोलत आहोत,
 ȑामुळे आपण इथे परत गेलो तर आपʞाला जे िदसेल ते आपण पाš या.
 बघा मग हा िबंदू असू Ȩा आिण िũकोण बघू या नंतर आपʞाला िदसेल की ही बाजू एक लांबीची आहे p po1 o2 po1 o2 p r 
एक दोन लांबी दोन आहे आिण एक दोन ˙ʼपणे आहे  लांबी करा एक ओ दोन ʉणजे हा िũकोण आहे जो आपण o p r o 
काही िमिनटे मागे काढला होता आिण नंतर आपण या दोन लांबीǉा बाजूǉा बाजूǉा दोन मधील कोनाबȞल बोलत होतो या r r n 

लांबीची ही बाजू एक दोन तर हा काय हा कोन आहे काय तर हा कोन आहे Ǜाला आपण अ ʉणत होतो  बीटा पण नंतर ah d o s 
बीटा शोधणे फार कठीण नाही कारण जर आपʞाला हे 90 अंश बाय 2 िशवाय दुसरे काहीही नाही आिण हा कोन अʚा होताpi 
 ȑामुळे जर तुʉी या काटकोन िũकोणाकडे पािहले तर हा अʚा आहे आिण ʉणून हा कोन येथे पाई बाय आहे  दोन वजा अʚा आता 
जर आपण या सवŊ एक दोन तीन आिण चार या सवŊ चार कोनांची बेरीज केली तर आपʞाला दोन िमळायला हवे ʉणजे दोन pi pi 
बरोबर आहेत ʉणून आपण phi

ने सुŜवात कŝन घǰाळाǉा उलट िदशेने सुŜवात कŝ आिण नंतर  so phi plus beta plus pi by two.
  वजा अʚा अिधक Ȫारे दोन ʉणजे या समीकरणातून आपʞाला काय िमळेल की हा कोन बीटा बरोबर उणे ɘस pi pi phi 
अʚा आहे आता जर आपण हे पािहले तर मी येथे हा िũकोण काढू या ʉणजे हा बीटा आहे  एक दोन आिण हे डू एक दोन r r o 
आहे ʉणून जर आपण कोसाइन िनयम या िũकोणावर लागू केला तर आपʞाला काय िमळेल कारण आपण येथे िलिहले होते तेच आहे 
परंतु नंतर आपण मागील ˠाइडवर दाखवले आहे की बीटा पाई वजा समान आहे.
 फाई ɘस अʚा आिण ʉणून बीटा चे कोसाइन  पाई वजा ɘस अʚा ǉा कोसाइन िशवाय दुसरे काहीही नाही जे दुसरे i s phi 
काहीही नाही ʉणून बीटाचा कोसाइन पाई वजा ɘस अʚा ǉा कोसाइन बरोबर आहे जो फाई वजा अʚा ǉा कोसाइन ǉा phi 
वजा बरोबर आहे आिण आʉाला येथे एक नकाराȏक िचɎ िमळाले आहे ʉणजे मला असे ʉणायचे आहे की हे असे आहे  याǉा 
बरोबरीचा Ǜाचा मुळात अथŊ असा होतो यावŝन आपʞाला हे समीकरण िमळेल
 ȑामुळे आपʞाकडे येथे जे आहे ते मुळात असे आहे की येथे आपʞाला िमळालेले हे समीकरण दुसरे ितसरे काही नसून िũकोणी 
िवषमतेवŝन आता या िũकोणावर लागू होणारा कोसाइन िनयम आहे.
  आमǉाकडे आहे की जर ही İ̾थती सȑ असेल तर ही İ̾थती सȑ असेल तर अशा İ̾थतीत दोन वतुŊळे दोन िबंदंूना छेदतील ʉणून हा p
चा छेदनिबंदू आहे आिण आपʞाकडे हा िũकोण एक दोन आहे आिण या िũकोणासाठी िũकोणी असमानता आहे.o p 
  समाधानी असणे आवʴक आहे आिण िũकोणी असमानतेचे समाधान होणे आवʴक असʞाने हे खरे असले पािहजे की एक ओ d 
दोन एक अिधक दोन पेƗा काटेकोरपणे कमी असले पािहजे अɊथा आपʞाकडे िũकोण असू शकत नाही जर आपण  हे जाणून r r 
ƽा की जर आपʞाकडे असेल तर ही एक गोʼ आहे दुसरी गोʼ ʉणजे ही एक अट आहे जी आपʞाला िũकोणी असमानतेमुळे िमळते , 
परंतु ही केवळ एक वेळ आहे कारण पूणŊपणे तीन असमानता असतील.
  इतर आह िũकोणी असमानता ʉणजे जेʬा आपण एक डाʩा बाजूला ठेवतो आिण आपण ʉणतो एक डू एक ओ दोन अिधक r r r
दोन एक वजा दोन आता या Ůकरणात कारण सामाɊता न गमावता एक दोन पेƗा मोठा आहे  तर हे काहीच नाही पण r r r r 
ȑाǉा पूणŊ फरकासारखेच आहे कारण एक आहे ʉणून हे सȑ आहे कारण एक दोन पेƗा मोठा आहे ʉणून ही आह दुसरी r r r 
िũकोणी असमानता हे सूिचत करते आिण ितसरी िũकोणी असमानता आपʞाला काहीही अथŊपूणŊ देणार नाही कारण ितसरा  होईल r 
दोन हे डू एक िकंवा दोन अिधक एक पेƗा कमी आहे जे तरीही खरे आहे कारण एक दोन ǉा बरोबरीने मोठा आहे आिण दोन r r r 
कŐ ūांमधील अंतर धनाȏक आहे
 ȑामुळे आʉाला काहीही अथŊ िमळणार नाही  ʉणून आʉी पािहले की या समीकरणाǉा िũकोणाǉा उजʩा बाजूला जर gful 
पįरपूणŊ मूʞ एकापेƗा कमी असेल तर आʉी असा युİƅवाद केला की छेदनिबंदूचे दोन िबंदू असतील आिण नंतर आʉी हे देखील 
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दाखवले की आʉी वापŝन  हे समीकरण पिहʞा आकृतीतील िũकोणांपैकी एका िũकोणाǉा कोसाइन िनयमाशी संबंिधत असʞाचे 
दाखवून िदले 
आिण नंतर ȑा िũकोणाला िũकोणी असमानता लागू कŝन आʉी दाखवले की जर दोन वतुŊळे दोन िबंदंूना छेदत असतील तर या दोन 
अटी पूणŊ केʞा पािहजेत.
  खरे ʉणून आʉी फƅ एक मागŊ दाखवला आहे की जर दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतात तर या दोघांचे समाधान केले पािहजे परंतु उलट
देखील सȑ आहे कारण जर या दोन अटी पूणŊ झाʞा तर ही ितसरी अट तरीही खरी आहे कारण एक दोन पेƗा मोठा आहे आिण  r r 
कŐ ūांमधील अंतर धनाȏक आहे आिण ʉणून ʉणून आपʞाकडे तीन संƥा आहेत तीन सकाराȏक संƥा एक दोन आिण एक r r 

दोन कŝ जे समाधानी आहेत  ितɎी िũकोणी असमानता आिण ʉणून ȑांनी नेहमी ने िũकोण तयार केला पािहजे आिण o r 1 r 2 
ȑाची बाजू 1 कŝ शकता आिण मग आपण फƅ िवतकŊ  मागे घेऊ शकतो आिण जर आपण िवतकŊ  मागे घेतला तर ते फार o 2 
कठीण नाही.
  ते दाखवा की ते दोन िũकोण एकमेकांना छेदतील आिण ते या िबंदूवर तंतोतंत छेदतील p 
कारण या तीन संƥा एक दोन आिण एक दोन ही िũकोणी असमानता पूणŊ करतात कारण एक िũकोण ȑाǉा दोन r r d o 
िशरोिबंदंूसह अİˑȕात असणे आवʴक आहे एक आिण दोन कारण एक दोन हे दोन कŐ ūांमधले अंतर आिण दुसरे िशरोिबंदूo  d o 
आहे Ǜाचे पासूनचे अंतर आहेo2 r2 
 ȑामुळे हा िशरोिबंदू दुस̴या वतुŊळावर असणे आवʴक आहे कारण दुस̴या वतुŊळाची दुसरी िũǛा आहे आिण ȑाचे अंतर  िबंदू r2 p 
हा दोन आहे ʉणून हा िबंदू आपण या वतुŊळावर आडवा झाला पािहजे आिण ȑाचŮमाणे या दुस̴ या ितस̴ या लांबीची एक असʞानेr r 
या िũकोणाचा समान िशरोिबंदू पिहʞा वतुŊळावर वसला पािहजे आिण ʉणून  हे दोɎी वतुŊळांवर असʞामुळे हे छेदनिबंदू असणे p 
आवʴक आहे, ʉणून मी पुɎा आह हा दुसरा युİƅवाद पुɎा करतो, 
ʉणून आʉी Ůथम काय दाखवले ते ʉणजे िũकोणी असमानता वापŝन आʉी दाखवले की अह ही İ̾थती सूिचत करते की हे दोन असणे
आवʴक आहे.
 आता धरा आʉी मागास युİƅवाद दशŊवू की जर आʉाला फƅ या दोन अटी िदʞा तर या दोन अटी देखील सूिचत करतील की दोन 
वतुŊळे एकमेकांना छेदतील कारण आʉाला या दोन अटी देǻात आʞा आहेत ही अट तरीही खरी आहे कारण  एक पेƗा मोठा r r 
आहे पेƗा मोठा आहे िकंवा ǉा बरोबर आहे आिण कŐ ūातील अंतर आता धनाȏक आहे या तीन अटी लƗात r 2 r 1 r 2 r 2 
घेतʞास आपʞा लƗात येते की ही अट काही नसून ती तीन समीकरणे आहेत असे िदसते.c 
 िũकोणीय असमानतेची ʉणून आपʞाकडे मुळात तीन संƥा आहेत Ǜात सकाराȏक संƥा आहे एक दोन आिण एक दोन r r o 
कŝ जे िũकोणी असमानता पूणŊ करतात आिण ʉणून आपण सƗम असणे आवʴक आहे  एक िũकोण तयार करा Ǜाǉा बाजंूची o 
लांबी एक एक दोन आहे आिण आता एक दोन करा एक दोन हे दोन कŐ ūांमधील अंतरािशवाय दुसरे काही नाही r r r o d o 
ʉणून आपण या िũकोणाचे दोन िशरोिबंदू िनवडू जे आपण बनवत आहोत.
  एक आिण ओ दोन आिण ितसरा िशरोिबंदू आपण िबंदू ʉणून िनवडू शकतो जो दुस̴या वतुŊळाǉा कŐ ūापासून दोनǉा अंतरावर आहे r 
आिण पिहʞा सिकŊ टǉा कŐ ūापासून एकǉा अंतरावर आहे परंतु नंतर आपण  हे जाणून ƽा की दुस̴या वतुŊळाची िũǛा आहे r r 2 
आिण ʉणून हा िबंदू दुस̴या वतुŊळावर असला पािहजे ȑाचŮमाणे पिहʞा वतुŊळाची िũǛा आहे हे आपʞाला माहीत आहे आिण r 1 
ʉणून हा िबंदू देखील ˓ोत वतुŊळावर असावा आिण तो चालू असʞामुळे  दोɎी वतुŊळे हे छेदनिबंदूǉा िबंदंूपैकी एक असणे आवʴक 
आहे Ǜाचा अथŊ असा आहे की दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत आहेत ʉणून आʉी आतापयōत या ʩाƥानात जे दाखवले आहे ते असे आहे
की जर दोन वतुŊळे दोन िबंदंूना छेदतात तर मला काय ʉणायचे आहे ते ʉणजे जर  दोन वेगळे आहेत  या समीकरणासाठी ची दोन phi 
िभɄ िनराकरणे जे तेʬाच घडतील जेʬा या उजʩा बाजूचे िनरपेƗ मूʞ एकापेƗा कमी असेल तर जर आपण असे गृहीत धरले की जर 
येथे उजʩा बाजूचे िनरपेƗ मूʞ एकापेƗा कमी असेल Ǜामȯे दोन िभɄ आहेत  ǉा सोʞुशɌचा अथŊ असा आहे की आपण असेphi 
गृहीत धरत आहोत की दोन वतुŊळे दोन वेगवेगʨा िबंदंूना छेदतात आिण जर दोन वतुŊळे दोन वेगवेगʨा िबंदंूना छेदतात असे जर आपण 
गृहीत धरले 
तर येथून सुŜवात कŝन िũकोणी असमानता वापŝन काय करावे?  आʉी हे दाखवले आहे की दोन कŐ ūांमधील अंतर िũǛेǉा 
बेरीजपेƗा काटेकोरपणे कमी असणे आवʴक आहे आिण तसेच कŐ ūांमधील अंतर हे दोन िũǛांमधील पįरपूणŊ फरकापेƗा काटेकोरपणे 
जाˑ असणे आवʴक आहे आिण ȑानंतर आʉी हे देखील दाखवले की आʉी  उलटा युİƅवाद देखील दाखवला आʉी दाखवले की 
जर आपण सुŜवात केली तर आपण अंतर बेट असे गृहीत धŝन सुŜवात केली तर दोन वतुŊळे एक अिधक दोन पेƗा कमी आहेत r r 
आिण ती दोन िũǛांमधील पįरपूणŊ फरकापेƗा जाˑ आहे जर आपण ȑा गृहीतकाने सुŜवात केली तर आʉी हे देखील दाखवले की ते 
असावे आिण कदािचत पिहʞा 15-20 िमिनटांत ते असावे.
  पुढील ʩाƥानात आपण उवŊįरत युİƅवाद पूणŊ कŝ शकू जेणेकŝन उवŊįरत Ůकरणे मुळात कोणती Ůकरणे आहेत िजथे आपʞाकडे
पįरपूणŊ मूʞ एकाǉा बरोबरीचे असणे िकंवा पįरपूणŊ मूʞ एकापेƗा मोठे असणे आवʴक आहे, ʉणून आपण ते घेऊ पुढील लेƁरमȯे
Ůकरणे ʉणून आʉी पुढील ʩाƥानाǉा पिहʞा 15 20 िमिनटांत पूणŊ कŝ आिण पुढील ʩाƥानाचा उवŊįरत भाग मंडळांǉा 
कुटंुबावर एक नवीन िवषय सुŝ कŝ.
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