
 സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണം 10-േല്ׯ സٔാഗതം , നൽകിയിരിؗുׯ ഏെത׸ിലും ര؇് 
സർׯിളുകൾׯിടയിലുت േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹െളയും തിരحീന െപാതു ُ١ർശ׹െളയും 
കുറി്׺ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝിരുؗു, കൂടാെത സർׯിളുകൾ വിഭജിؗുׯ സؕർഭ׹ളിൽ ഒ്ؗ 
വّതُّമٝായ സാഹചരّ׹ൾ ഞ׹ൾ ْപേതّകം പരിഗണി׺ിരുؗു. പരُ١രം , സർׯിളുകളുെട 
സമവാകّ׹ൾ നൽകി, ര؇് സർׯിളുകൾ കൂടിേ׺രുؗുേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ എ׹െന 
കെ؇؋ാെമؗും ഞ׹ൾ പറ؁ിരുؗു, എؗാൽ ആ വّവرകൾ്ׯ ഞ׹ൾ ഒരു െതളിവും 
നൽകിയിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പറ؁ത് കൃതّമായി പറ؁ാൽ നമു്ׯ ര؇ുെ؇׸ിൽ കരുതുക 
എؗതാണ് സർׯിളുകളിൽ ഒ്ؗ ചതുരവും ചതുരവും ؛സ് ടു ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് x y g x f y c 
ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, മെئാരു വൃ؋ം ര؇് സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും ؛സ് ര؇് ര؇്x y g 

 ൾ x f y c׹ഈ ര؇് സമവാകّ ׯിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്؋സ് ര؇്  പൂജّ؛ ്؇സ് ര؇് ര؛
നൽകി , തുടർ്ؗ കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, തുടർ്ؗ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും ah 
അവയുെട േകْؕം തأിലുت ദൂരം ഉെ؇׸ിൽ മാْതം പരُ١രം േഛദിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു.  s 
അതിനാൽ അവയുെട േകْؕ׹ൾ 
അ׹െനയാകെ؂, ഒؗാമെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕം ഒ്ؗ സൂചിؚിؗുׯത് ഒؗിന് s o 
േകാർഡിേനുئകൾ ഉ؇്, ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ , ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ േകْؕം ര؇് g f o 
ൈമനസ് ര؇് േകാമ ൈമനസ് ര؇് ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം  ഒ്ؗ ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് ഒരു g f r g f 
സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, അതുേപാെല തെؗ ര؇ാമെ؋ c 
സർׯിളിന്െറ ന്െറ ആരം ടു സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് എؗതിന്െറ s two g f c 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇْതയും വിവര׹ൾ നൽകി േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം

അ׹െനയാെണ׸ിൽ, േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം വർ״മൂലമായാൽ, ഈ ര؇് ബിؕുׯൾ തأിലുت 
ദൂരം ര؇് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും ര؇് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും g g f f 
ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ പറ؁ു  ഈ ദൂരം ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋കേയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ 
ആെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും ദൂര؋ിന്െറ േകവല വّതّാസ؋ിന്െറ 
വّതّാസേׯ؋ാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ, ഇത് ശരിയാെണ׸ിൽ, ഈ അവر 
ശരിയാെണ׸ിൽ നأൾ  ടി പറ؁ു ര؇് സർׯിളുകളും  പരُ١രം േഛദിുׯേآാൾ, ഒേؗാ രേ؇ാ 
െചുإക, അതായത് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , ര؇് r r 
സർׯിളുകളും കൃതّം ഒരു ബിؕുവിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ , 
അ׹െനയാണ് ഞ׹ൾ പറയുؗത്. ഇതുേപാെലാ്ؗ ഉ؇ായിരിുׯക, അതിനാൽ ഇത് ഒؗാകാം, ഇത് 
ര؇ാകാം , അവ ഇവിെട കൃതّം ഒരു ബിؕുവിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ ആ േപായിന്റ് p 
ആയിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഇവ ഒؗും ര؇ും േകْؕ׹ളാണ് , എؗി؂് ഞ׹ൾ പറ؁ിരുؗു  ര؇് 
സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ ഈ ബിؕുവിലൂെട േകْؕ׹ൾ േചരുؗ േനർേരഖയും 
കടؗുേപാകും , തുടർ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ര   ◌്ട ്സ   d one o r r 
 വും؋വൃ ؋വും ര؇ാമെ؋വൃ ؋ആദّെ ׯനമു്  .؁ു   ൾ പ׹ഞ ്ؗبിെׯിളുകളും വിഭജിׯ
ഉتത് േപാെലയുت ഒ്ؗ , അവ പരُ١രം വിഭജിؗുׯിب, അതിനാൽ ഇതാണ് അവر , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ 
പറ؁ിരുؗു , േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം േകവല വّതّാസ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ. എؗീ r 1, r 2 
ര؇് ദൂര׹ൾׯിടയിൽ ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഇത് അർ،മാؗുׯത് ഇതാണ് , ഒؗിൽ േകْؕമുت ആദّെ؋ വൃ؋ം ഇതായിരിׯാം , 
തുടർ്ؗ നമു്ׯ മ്ئ സർׯിളുകൾ ര؇് ആകാം. േകْؕം ഒ ര؇് ഉتത് ര؇ാണ് , ഈ ര؇് സർׯിളുകളും 
ഉتതിനാൽ വൃ׹؋ൾ ര؇് വൃ؋െ؋ ഒ്ؗ ُ١ർശിുؗുׯ, അതുെകാ؇ാണ് ഞ׹ൾ ഒരു 
േപായിന്റിൽ ആؓരികമായി ْപേവശിׯാൻ പറ؁ത് ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് േകْؕ׹ൾ p , 
തأിലുت ദൂരം േകവല ദൂരമാണ്.  ആരം തأിലുت അകലം, ദൂര׹ൾ തأിലുت സൂآർ؉ 
വّതّാസേׯ؋ാൾ കർശനമായി കുറവുت അവസാന  സാഹചരّവും ഞ׹ൾ ചർ׺െചᅃٝു 
അതിലുപരിയായി ഒരു സർׯിൾ പൂർ؉മായും മെئാരു സർׯിളിന്െറ ഉتിലായിരിുׯം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഇതുേപാെലാരു സാഹചരّമു؇്, ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു േകْؕം ഉت ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇്ؗ പറയാം. 
ഈ വൃ؋ം ര؇് േകْؕം ഒ ര؇് ഉتതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും വിഭജിׯിب , അതിലുപരിയായി 
സർׯിളുകളിൽ ഒ്ؗ പൂർ؉മായി മെئാരു സർׯിളിനുتിലാണ് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിന്െറ ْപധാന ചർ׺ ْശؑ േകْؕീകരിׯാൻ േപാകുؗത് ഈ വّവرകൾ കർശനമായി 
ഉരു؋ിരിയുؗതിലാണ്. അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും ഏെത׸ിലും ര؇് സർׯിളുകൾ പരُ١രം 
വിഭജിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിുׯം, ഈ വّവر തൃلിٝകരമാെണ׸ിൽ മാْതേമ അതിനർ،ം ഈ 
വّവر തൃلിٝകരമെ׸بിൽ ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം വിഭജിׯാൻ കഴിയിب എؗാണ്.  ഇതും 
ഇതും എبാം കർׯശമായി െതളിയിׯെؚടുകയാെണ׸ിൽ , ഞ׹ൾ ആ ْപഭാഷണ؋ിൽ ആ െപാതു 
ُ١ർശന׹ളുെട വّുൽؚؗെുׯ؋റി്׺ ചർ׺ െചᅃٝിരുؗതിനാൽ ഞ׹ൾ അത് െചᅃٝി؂ിെുؗبം 
തുടർ്ؗ ഈ ْപേതّക സാഹചരّം കാണിുׯെമؗും കാണിുׯക. േകْؕ׹ൾ ആര؋ിന്െറ 
ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാണ്, അേؚാൾ അവ കൃതّമായി ഒരു ബിؕുവിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുׯം, കാരണം
അവ പരُ١രം വിഭജിുׯേآാൾ അവ യഥാർ،؋ിൽ വിഭജിׯെؚടും. ര؇് വّതّസ് ത 
േപായിന്റുകളിൽ, എؗാൽ ഒരു ْപേതّക സؕർഭെമؗ നിലയിൽ, ദൂരം തുകയ്്ׯ തുലّമാകുേآാൾ 
അവ ബാഹّമായി പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ , ഞാൻ എؓാണ് അർ،മാؗുׯത് , ര؇് സർׯിളുകളും 
പരُ١രം ഉتിലب, ഉദാഹരണ؋ിന് ര؇് ന് പുറ؋ാണ് ഈ ഘ؋؂ിൽ അത് പുറ്؋ നി്ؗ s s 1 s 1 
ُ١ർശിുؗുׯ അേؚാൾ തീർ׺യായും ഞ׹ൾ കർശനമായി ഉരു؋ിരി؁ ഈ േകസും കാണിുׯം ,p , 
സർׯിളുകളിൽ ഒ്ؗ മെئാؗിെന ആؓരികമായി ُ١ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ ഏത് സാഹചരّ؋ിലാണ് 
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ഇത് സംഭവിؗുׯെത്ؗ കൃതّമായി േനാׯാം. ര؇് സർׯിളുകൾ പരُ١രം വിഭജിുׯം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും ഉെ؇്ؗ പറയാം , അതിനാൽ നأൾ ഒ്ؗ വൃ؋ം െചᅃٝു , നമു്ׯ ര؇് 
സർׯിളുകൾ ഉ؇്, അവ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുؗുׯ എ്ؗ പറയാം .  വിഭജന؋ിന്െറ 
േപായിന്റുകൾ ഉം ഉം ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആദّ സർׯിളിന്െറ േകْؕം ആണ്, x y o 
അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഞാൻ െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ, േകാമ േബാ ര؇് എؗത് ര؇ാമെ؋ a ba 
സർׯിളിന്െറ േകْؕമാണ്, അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ െകാ؇് സൂചിؚിുؗുׯ േകാമ c dc d 
തീർ׺യായും ഇത് േനർേരഖയുെട നീളം ര؇് േകْؕ׹ൾׯിടയിലുت ഒ്ؗ ര؇് ആണ് അതിനാൽ d o s
1 ഉം ഉം ഈ ബിؕുവിൽ വിഭജിؗുׯതിനാൽ േകാമ ഈ േപായിന്റ് േകാമ ഇേؚാൾ ര؇് s 2 x y x y 
സർׯിളുകളിലും കിടുؗുׯ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ ഞ׹ൾ ഒരു സർׯിളിന്െറ പാരാെമْടിക് േഫാം 
അെ׸بിൽ പാരാെമْടിക് സമവാകّം ഉപേയാഗിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ ഒരു 
സർׯിളിന്െറ പാരാെമْടിക് സമവാകّം ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ, ഏത് േപായിന്റും സർׯിളിെല ഉം ഉംx y 
ഇതുേപാെല എഴുതാം, 
അ׹െന േകാർഡിേനئിന് കഴിയും വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئം x x 
വൃ؋؋ിന്െറ സമയ؋ിന്െറ ആരവും ഉപേകാണ തീئയുെട മധّഭാഗ؋ിന് തുലّമാണ് എ്ؗ x 
എഴുതണം, അതിനാൽ ഈ േകാണാണ് സാധാരണയായി ഈ വൃ؋؋ിന്െറ മധّ؋ിലൂെട ഒരു േരഖ 
വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ അു׺ത؇ിന് സമാؓരമായി നമു്ׯ പറയാം, ഈ പ׺ കുു؋കളുت േരഖ, x 
അേؚാൾ ഘടികാരദിശയിൽ എടുؗുׯ േകാണാണ് തീئ , അײം അു׺ത؇ിൽ നി്ؗ എതിർ x x 
ഘടികാരദിശയിൽ എടു؋ ഈ േറഡിയസിേലتുׯ േകാണാണ്.  ഈ േപായിന്റ ് അതിനാൽ ഇത് ഈ xy 
മുഴുവൻ ആംഗിളും അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ തീئയാണ് അതിനാൽ പാരാെമْടിക് േഫാം ഉപേയാഗി്׺ 
നമു്ׯ സർׯിളിെല ഏത് ബിؕുവിന്െറയും േകാർഡിേന്ئ ഉ؇് , കൂടാെത േകാർഡിേന്ئ x y y 
േകാർഡിേനئിന് തുലّമായിരിുׯം.  ഈ ബിؕു േകാമ ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം ലും رിതി x y s two 
െചؗുإതിനാൽ, ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം ന്െറ പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ s two 
നമു്ׯ ഉം ഉം എഴുതാം . x y 
അ׹െനെയ׸ിൽ , മേئെത׸ിലും ആംഗിൾ ൈഫയുെട ؛സ് േകാൈസന് തുലّമാണ്, കാരണം c r 2 x 
ഇേؚാൾ ആംഗിൾ വّതُّമٝായിരിുׯം, കാരണം ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഈ േപായിന്റിന്െറ 
േകാർഡിേനുئകൾ എؗിവയുമായി പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിൽ ْപകടിؚിׯാൻ ْശമിുؗുׯ. x, y 
ര؇ാമെ؋ സർׯിൾ ഇേؚാൾ നأൾ വീ؇ും കാണിׯണെമ׸ിൽ നأൾ െചേإ؇ത് s2 phi x 
അു׺ത؇ിന് സമാؓരമായി േകْؕ؋ിലൂെട ഒരു േരഖ വരയ്ׯണം , തുടർ്ؗ ഈ േറഡിയസ് ഈ o2 
േപായിന്റ് ഉപേയാഗി്׺ േകْؕ؋ിൽ േചരുؗു എ്ؗ പറയാം. തുടർ്ؗ ആംഗും  എതിർ xy o2 
ഘടികാരദിശയിൽ എടു؋ അײവുമായി ബؖെؚ؂് ഈ ദൂര؋ിന്െറ തിരحീന؋ിൽ നിേؗാ x 
േകാണിൽ നിേؗാ ആയതിനാൽ, ഈ തിരحീനമായ അײം എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ ഏത് x 
േകാണിലാണ് തിരിേׯ؇ത് എ്ؗ നأൾ കാണണം. ആരം അതിനാൽ ആ ആംഗിൾ കൃതّമായി ഈ 
േകാണാണ് , ഞാൻ അതിെന െകാ؇് സൂചിؚിുׯം, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ ് േകാമ ര؇് phi x y 
സർׯിളുകളിലും കിടؗുׯതിനാൽ പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ എؗീ x, y 
േകാർഡിേനുئകൾ ഞ׹ൾ ആദّം ْപകടിؚിുؗുׯ. ആദّ സർׯിളുമായി ബؖെؚ؂് േഫാം , 
ര؇ാമെ؋ സർׯിളിലും അേത േപായിന്റ ്കിടؗുׯതിനാൽ, ര؇ാമെ؋ സർׯിളുമായി ബؖെؚ؂് 
ഞ׹ൾ േകാർഡിേനുئകൾ വീ؇ും പാരാെമْടിക് രൂപ؋ിൽ ْപകടിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതാണ്, x y 
എؗത് ഇേؚാൾ ؛സ് ആകും. ഇതും ഇതും തുലّമാുׯക, എനി്ׯ അവസാനം d r 2 sin phi 
ലഭിؗുׯത് ഒരു ؛സ് ആർ വൺ േകാസ് തീئയാണ് സി ؛സ് ആർ ടു േകാസ് ൈഫ, അതിനാൽ ഈ 
ഘ؋؂ിൽ സാമാനّത നഷ് ടെؚടാെത, സാമാനّത നذെؚടാെത നമു്ׯ അനുമാനിׯാം ഒ്ؗ r r 
ര؇ിേനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇് r r 
ഒؗിേനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ അേത തര؋ിലുت െതളിവ് പിؓുടരും , ഒؗിന്െറയും r r 
ര؇ിന്െറയും നിയമ׹ൾ തുലّമാؗുׯതിലൂെട ഈ അനുമാനം വിപരീതമാകും .  ഇതും ഇതും നമു്ׯ 
യഥാർ،؋ിൽ ലഭിؗുׯത് ആണ് ൈമനസ് ന് r one cos theta c a plus r two cos phi 
തുലّമാണ്, അതുേപാെല ഇതും ഇതും തുലّമാׯിയാൽ ആണ് ൈമനസ് ؛സ് r one sin theta d b r 
ര؇് എ׸ിൽ രെ؇؉ം ഒؗിെനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയിരിׯണം, അേؚാൾsin phi , ah r  r 
നأൾ ഇെതبാം വّതُّമٝായി എഴുതുമായിരുؗു, 
അ׹െനെയ׸ിൽ നأൾ എؗത് ൈമനസ് ؛സ് r two cos phi c r 1 cos theta , r 2 sine phi 
എ്ؗ എഴുതണം ؛സ് ൈമനസ് എؗതിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ബാׯിയുت r 1 sin theta b d 
െതളിവ് കൃതّമായി സമാനമാണ് , അതിനാലാണ് ഞ׹ൾ സാമാനّത നذെؚടാെത പറ؁ത്, ഇേؚാൾ 
ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ര؇് വശ׹ളും വർ״ീകരി്׺ നമു്ׯ ഇടതുവശ്؋ ലഭിؗുׯത് 
കൂ؂ിേ׺ർുؗുׯ ആർ വൺ സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ തീ؛ ئസ് ആർ വൺ സ്കٔയർ സിൻ സ്കٔയർ 
തീئയാണ് അതിനാൽ ഇത് വലതുവശتു؋ ഇടത് വശമാണ്, നമു്ׯ ൈമനസ് എ ؛സ് ആർ ടു േകാസ് c 
ഫി മുഴുവൻ സ്കٔയർ ؛സ് ഡി ൈമനസ് ബി ؛സ് ആർ ടു സിൻ ൈഫ ഫുൾ സ്കٔയർ ലഭിുؗുׯ, 
കാരണം േകാസ് സ്കٔയർ തീئയും സിൻ സ്കٔയർ തീئയും ഒؗിന് തുലّമാണ്  ഇടത് വശം വൺ r 
സ്കٔയറിേല്ׯ ലളിതമാുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം ഉ؇് , ഇേؚാൾ വലതുഭാഗം 
വികസിؚി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് ഒരു ചതുരം ؛സ് ൈമനസ് ബി പൂർ؉ ചതുരം ؛സ് c d r 
ര؇് സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ ഫി ؛സ് ര؇്  സ്കٔയർ സിൻ സ്കٔയർ ൈഫ ؛സ് ടു ആർ ടു സി r 
ൈമനസ് എ േകാസ് ഫി ؛സ് ടു ആർ ടു ഡി ൈമനസ് ബി സിൻ ൈഫ ഇേؚാൾ ഇത് ആർ ടു സ്കٔയർ 
അبാെത മെئാؗുമب, കാരണം േകാസ് സ്കٔയർ ഫി ؛സ് സിൻ സ്കٔയർ ൈഫ ഒؗായതിനാൽ നമു്ׯ r
വൺ സ്കٔയർ തുലّമാണ്  ഈ അളവ് എؗീ ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരമبാെത ab, cd 
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മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ അളവ് ഒؗുമب, അതിനാൽ ഇത് ചതുരْശ ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 
ഇത് ര؇് േകْؕ׹ൾׯിടയിലുت ചതുര ദൂരമാണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ചതുരം ചതുര؋ിന് r 
തുലّമാണ്  തأിലുت ദൂരം േകْؕ׹ൾ ؛സ് ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ര؇് ആׯി സി ൈമനസ് എ r r 
േകാസ് ഫി ؛സ് ഡി ൈമനസ് ബി സിൻ ൈഫ , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഇവിെട ഒരു െചറിയ കൃْതിമം 
നടുؗു؋, അതിനാൽ ഈ പദെ؋ നأൾ െകാ؇് ഗുണിുׯകയും ഹരിുׯകയും െചുؗുإ , ഇത് d0102 

ൈമനസ് എ െകാ؇് ഡി വൺ ഒ ആയി മാറുؗു  ര؇് തവണ ؛സ് ൈമനസ് c cos phi d b, d by d by 
ആׯി ഇേؚാൾ ഓവർ ടു സ്കٔയർ എؗത് ൈമനസ് ഒരു ചതുരവും d over o two sin phi d o c d 

ൈമനസ് പൂർ؉ ചതുരവും ആെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ, അടിرാനപരമായി നമു്ׯ b 
ഇതുേപാലുت ഒ്ؗ ഉ؇് ൈമനസ്  ൈമനസ് ആയതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു വലത് േകാണ c a, d b 
ْതിേകാണമു؇്, അതിന്െറ ൈഹേؚാെടനസ് ഓ ര؇ിൽ കൂടുതൽ നീളവും മ്ئ ര؇് വശ׹ൾ d c 
ൈമനസ് ൈമനസ് ഉം ആണ്, അതിനാൽ അത് ആയിരിׯണം, വാُവٝ؋ിൽ അത് a, d b 
അ׹െനയب.  ഇവിെട ആ വലത് േകാണിന്െറ ْതിേകാണം കാണിؗുׯത് വളെര ബുؑിമു؂ാണ്, 
അതിനാൽ നأൾ നുأെട ചിْത؋ിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ ഈ വലത് േകാണിൽ നി׹ൾ ഈ 
േകْؕ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് ലംബമായി വരുകയാെണ׸ിൽ അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഈ പ׺ േഡാ؂് x 
േരഖയിേല്ׯ ഇത് ലംബമായി പറയാം. നأൾ സംസാരിؗുׯ വലത് േകാണിന്െറ ْതിേകാണമാണ് ഈ 
വലത്േകാണ ْതിേകാണ؋ിെല ൈഹേؚാെടനസ് നീളം ആയതിനാൽ ഈ ൈദർഘّം do1 o2 c 
ൈമനസ് ഇത് ൈമനസ് ആണ് , നമു്ׯ വലത്േകാണാകൃതിയിലുت ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഈ a d b 
േകാണിെന ആൽഫ െകാ؇് സൂചിؚിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േകാണിെന ആൽഫ ആയതിനാൽ c 
ൈമനസ് എ ൈബ ഡി ഓവർ ഒ2 േകാസ് ആൽഫയും ൈമനസ് ബി ൈബ ഡി ഓവർ ഒ2 ൈസൻ d 
ആൽഫയുമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഉتത് വൺ സ്കٔയർ ഒേؗാ രേ؇ാ ചതുരം കൂ؂ുക എؗതാണ്.  ര؇് ചതുരവും ര؇് ആർ ര؇്r 
ഡി ഓവർ ര؇് തവണ േകാസ് ആൽഫ േകാസ് ഫി ؛സ് ൈസൻ ആൽഫ ൈസൻ ൈഫ അതിനാൽ ഇത് 
േകാസ് എ േകാസ് ബി ؛സ് സിൻ എ സിൻ ബി േഫാർമുല ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഇത് േകാസ് ഓഫ് ഫി 
ൈമനസ് ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിുׯം ൈഫ ൈമനസ് 
ആൽഫയുെട മൂലّം ഒരു ചതുരം ൈമനസ് എؗതിന് തുലّമാണ്, ഒ്ؗ ര؇് സൂآർ؉ ചതുരവും r o r 
ര؇് ചതുരവും ര؇് ര؇് എؗതിന് മീെത ര؇് ചതുരവും െചുإക, r two d one o 
അ׹െനെയ׸ിൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ നുأെട ْപധാന ലّײം ഈ ൈഫയുെട മൂലّം കെ؇ു؋ക 
എؗതാണ് കാരണം  ഇത് ര؇ും ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയതാണ് യഥാർ، ْപٍ٠ം എ്ؗ നി׹ൾ ഓർുؗുׯ 
സർׯിളുകളും ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റുകൾ കെ؇േ؋؇തു؇്, കാരണം 
വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റുകൾ കെ؇ؗു؋തിന് പാരാെമْടിക് േഫാം ഉപേയാഗിؗുׯത് തീئയും 
ൈഫയും ഈ േകാണുകൾ കെ؇ؗു؋തിന് തുലّമാണ്, കാരണം തീئയും ൈഫയും കെ؇؋ിയാൽ 
നമു്ׯ ഉം ഉം കെ؇؋ാനാകും. ഈ തീئയും ൈഫയും ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഒേരസമയം x y 
പരിഹരിؗുׯ തര؋ിലായിരിׯണം ഇവ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ളാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് 
അ׾ാതമായ തീئയും ൈഫയും ഉ؇്, അവ കെ؇േ؋؇തു؇് , മെبئാ േവരിയബിളുകളും ഇവിെട 
നമു്ׯ അറിയാം, കാരണം ഒ്ؗ അറിയെؚടുؗു  എؗ 2 േകْؕ׹ളുെട േകാർഡിേനുئകൾ r r two 
അറിയാം, എؗിവയും അറിയെؚടുؗു , അതാണ് കഴി؁ കുറ്׺ ൈسഡുകളിൽ ഞ׹ൾ ab, cd 
െചإാൻ ْശമിؗുׯത്, മെبئാം മുതൽ ഈ വലതുഭാഗം പൂർ؉മായും അറിയാവുؗ ഈ ഘ؋؂ിൽ 
ഞ׹ൾ എ؋ി. നമു്ׯ ആൽഫയും അറിയാം, കാരണം ആൽഫയുെട േകാസും ൈസനും അറിയെؚടുؗ
അളവുകളുെട ْതിേകാണമിതി അനുപാത׹ളാണ്, അതിനാൽ ആൽഫയും നമുׯറിയാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ കഴിയണം  ക؇ുപിടിׯാനും ക؇ുപിടിു׺ കഴി؁ാൽ നമു്ׯ ഈ ര؇് phi phi 
സമവാകّ׹ളിേലുׯം യുെട ആ മൂലّം തിരിെക ؛ഗ് െചإാം, നമു്ׯ തീئയും തീئയും അറിയാൻ phi-
കഴി؁ാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ കെ؇؋ാനാകും. ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളിൽ നിؗും ഇത് പരിഹരിׯാൻ, നമു്ׯ  ൈഫ ൈമനസ് ആൽഫയും ൈഫയും തأിലുت 
േകാസിന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ׯാം, അതിനാൽ ൈമനസ് ആൽഫയുെട ആൽഫ േകാസിന് തുലّമായ phi phi
ന് ആൽഫയിൽ ൽ ഒؗിന്െറ ഉയർؗ പരമാവധി മൂലّം ആയിരിുׯേآാൾ ൽ ര؇് pi- phi pi-
ആയിരിുׯം  ൈഫ ൈമനസ് ആൽഫയുെട ര؇് േകാസ് െകാ؇ുت ആൽഫ ؛സ് ൈപ, പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ ൈഫയിൽ പൂജّം ആയിരിുׯം , ൈമനസ് ആൽഫയുെട മൂലّം ൈമനസ് ആൽഫയുെട 
മൂലّമാണ് , അതായത് ആൽഫ ؛സ് ൈപയിെല ഈ മൂലّം നമു്ׯ പറയാം, ഈ മൂലّം ൈഫ ൈമനസ് 
ആൽഫയുെട േകാസിന്െറ മൂലّമായിരിുׯം. ഇവിെട ആൽഫയും ْതീ ൈപ ൈബ ടുവും ആയ ൈമനസ് 
ഒ്ؗ ആകാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ൈഫ ആൽഫയും ْതീ ൈപ ൈബ ൈഫവ് ൈമനസ് ആൽഫയും 
ര؇് േകാസ് ആകുേآാൾ വീ؇ും പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ഇവിെടയു؇് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ 
ര؇് വെര മാْതേമ േ؛ാ؂് െചൂإ എ്ؗ പറയാം എؗതിനാൽ ന്െറ ഈ ഫംഗ് ഷൻ േകാസ് pi phi m 
ആയതിനാൽ ഇത് മതിയാകും  ആനുകാലികത ര؇് ആയതിന്െറ ഒരു inus alpha phi pi 
ആനുകാലിക ْപവർ؋നമാണ്, പൂജّ؋ിനും ര؇് നും ഇടയിൽ ْഗാഫ് വര׺ാൽ മതിയാകും, കാരണം pi 
മെبئാ ഇടേവളകളിലും ര؇് മുതൽ 4 വെരയുت ഇടേവളകളിൽ ْഗാഫ് ْഗാഫിന് സമാനമായി pi pi 
തെؗ ആയിരിുׯം  ൈമനസ് ര؇് ൈപ മുതൽ പൂജّം വെര പൂജّം മുതൽ 2 ൈപ വെരയുت ْഗാഫ് 
േപാെലയായിരിുׯം, അതിനാൽ ലഭി׺ ْഗാഫ് ഇതുേപാെല കാണെؚടും, തുടർ്ؗ അത് 0 േല്ׯ 
േപാകുؗു, തുടർ്ؗ ൈമനസ് 1 േല്ׯ േപാകുؗു , തുടർ്ؗ വീ؇ും 0 േല്ׯ ഇവിെടയും ര؇് ൈപയിലും  
ഇത് അടിرാനപരമായി ഒരു പൂർ؉ വൃ؋ം അെ׸بിൽ ഒരു പൂർ؉ ആഹ് ഒരു പൂർ؉ ര؇് ൈപ 
െറാേ؂ഷൻ പൂർ؋ിയാׯാൻ േപാകുؗു , അതിനാൽ ഈ മൂലّവും ഈ മൂലّവും ഒؗുതെؗയായിരിുׯം 
, തുടർ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഈ വലതുവശ്؋ ഒരു േമാഡുലസ് ഉتതിേനׯാൾ വലുതാണ് എ്ؗ 
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ഇേؚാൾ വّװമാണ്.  ഒ്ؗ പിؗീട് വّװമായും ഒരു പരിഹാരവുമിب , അത് കൃതّമായി എؓാണ് 
അർ،മാؗുׯത്, ഒരു പരിഹാരവുമിب അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി ഇതിന് ഒരു പരിഹാരവുമിب 
എؗതിനാൽ ഈ ْതിേകാണമിതി സമവാകّം േകവലേമാ അെ׸بിൽ മൂലّേമാ ഉت സؕർഭ؋ിൽ ഈ 
വലത് വശെ؋ േകവല മൂലّ؋ിന്െറ ഒؗിൽ കൂടുതലാണ്, അതായത് ഒؗുകിൽ വലുതാേണാ അേതാe 
ൈമനസ് ഒؗിൽ കുറവാേണാ എ്ؗ അർ،മാുؗുׯ, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഈ ْതിേകാണമിതി സമവാകّ׹ൾ്ׯ ഒരു പരിഹാരവുമിبാ؋തിനാൽ ര؇ും 
വّװമാണ്.  സർׯിളുകൾ വിഭജിׯിب, അതിനാൽ ഈ വലതുവശെ؋ ഈ േകവല മൂലّ؋ിന്െറ 
േമാഡുലസ് ഒؗിൽ കുറവായിരിുׯേآാഴാണ് മെئാരു കാരّം , ആ സാഹചരّ؋ിൽ മൂലّമാെണ׸ിൽ, 
േകവല മൂലّം ഒؗിൽ കർശനമായി കുറവാെണ׸ിൽ നമു്ׯ പറയാം. മൂലّം ഒؗിെനׯാൾ കർശനമായി
കുറവാെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, അതിനാൽ മൂലّം പകുതി േപാെലയാെണ്ؗ പറയാം, അേؚാൾ പരിഹാരം 
കെ؇ؗു؋തിന് നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്, അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം ഇതാണ് ഈ മൂലّം ഇْതയും 
തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് ശരിയാണ്  ൈക വശം ഇْതയും തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ x 
അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഒരു തിരحീന േരഖ വരയ്ײ ,ുؗുׯമിׯണം, ഈ ചുവ്ؚ ഇവിെട വെര 
മാْതേമ േപാകൂ , കാരണം ഇതും ഇതും ഒരുേപാെല ആയിരിׯണം , അതിനാൽ ഞ׹ൾ കാണുؗത് ഏത് 
മൂലّ؋ിനും േവ؇ിയുتതാണ്  ഏത്  എؗത് ഒؗിൽ താെഴയാണ് , ഈ സമവാകّെ؋ h 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ ര؇് വّതُّ ٝെസാലّൂഷനുകേളാ യുെട ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹േളാ ഉെ؇്ؗ phi 
കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ മേئെത׸ിലും മൂലّം എടുׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
മേئെത׸ിലും മൂലّം എടുׯാം. നأൾ ഈ മൂലّം പറയുؗു, ൈമനസ് ഒ്ؗ നാല് എ്ؗ പറയാം, ഈ വലതു 
വശം ൈമനസ് ഒ്ؗ നാല് ആെണ׸ിൽ, പരിഹാരം കെ؇؋ാൻ അ؋ײിൽ നി്ؗ ലംബമായ x 
ദൂരമുت അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഒരു തിരحീന േരഖ വരയ്ുׯം. ഒؗായി നാലാണ്, എؗാൽ ഇത് x 
െനഗئീവ് വശ؋ാണ്, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഈ പ׺ വരയാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് വൺ 
ൈബ േഫാർ ആകുേآാൾ ര؇് പരിഹാര׹ളും ഈ പ׺ േരഖയുെട വളവുت വിഭജന േപായിന്റ ്
നൽകുؗു  ൈമനസ് ആൽഫയും ആ ര؇് േപായിന്റുകളും ഇതാണ്, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും cos phi 
ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഒؗിൽ താെഴ േകവല മൂലّമുت ഈ വലതുവശെ؋ ഏത് മൂലّ؋ിനും ph 
അെ׸بിൽ ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯെമ്ؗ ഒരാൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും. 

യ് تുׯ പരിഹാര׹ളും യുെട അ؋രം ഓേരാ പരിഹാരവും ഇവിെട ഈ സമവാകّ؋ിൽ phi- phi-
തിരിെക നൽകുകയാെണ׸ിൽ , ആ യുമായി ബؖെؚ؂ തീئയുെട ഒരു തനതായ മൂലّം നമു്ׯ phi-
ലഭിുׯം, 
അ׹െന ര؇് വّതُّ ٝ കൾ ഉتതിനാൽ അത് ഇേؚാൾ ഒരു തീئയും േജാഡിയും ആയിരിുׯം. phi- phi 
വലതുവശ്؋ ഒؗിൽ താെഴയുت സൂآർ؉ മൂലّമുت അ؋രം സؕർഭ׹ളിൽ, ര؇് വّതُّ ٝതീئ 
ൈഫ േജാഡികൾ ഉ؇ായിരിുׯെമ്ؗ വّװമാണ്, അതിനർ،ം ര؇് വّതُّ ٝകവലകൾ 
ഉ؇ായിരിുׯം എؗതാണ് , ഉദാഹരണ؋ിന്, ഇവിെട ഇേؚാൾ ഈ ചിْത؋ിൽ കാണി׺ിരിؗുׯത് 
േപാെല  ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ മുൻ ൈسഡിലുت സമവാകّ؋ിന്െറ വലതുവശെ؋ സൂآർ؉ 
മൂലّമാണ് നأൾ ഇേؚാൾ ൈകകാരّം െചؗുإത് േകവല മൂലّം, അതിനാൽ ഈ വലത് വശ്؋ 
കർശനമായ മൂലّമുെ؇׸ിൽ ഒؗിൽ കുറവായതിനാൽ ഇതാണ് ഞ׹ൾ പരിഗണിؗുׯത് , ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് സർׯിളുകൾ വിഭജിؗുׯ ര؇് േപായിന്റുകൾ കൃതّമായി ര؇് േപായിന്റുകൾ 
ഉ؇ായിരിുׯെമؗും എؗാൽ പിؗീട് ഞ׹ൾ വാദിു׺  ആതّؓികമായി നأൾ കാണിׯാൻ 
ആْഗഹിؗുׯത്, ഈ വّവر സൂചിؚിؗുׯത്, ദൂരം ആര؋ിന്െറ ആെകു؋കേയׯാൾ 
കുറവാെണؗും േകവല വّതّാസേׯ؋ാൾ കൂടുതലാെണؗും ഉت വّവرയാൽ സൂചിؚിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഇതാണ് ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭിേׯ؇ത് ര؇് വഴികളിലൂെടയും ഇവിെട നി്ؗ 
ആരംഭിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഇത് ലഭിׯണം, ഇത് ഇതും സൂചിؚിׯണം, എؗാൽ നി׹ൾ 
കാണണെമ׸ിൽ, ഇവിെട എഴുതിയിരിؗുׯ ഈ സമവാകّ؋ിന് മുتുآ നുأെട സമവാകّ؋ിേല്ׯ
മട׹ണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ സമവാകّം വീ؇ും കാണുകയാെണ׸ിൽ  ഒരു ചതുരം അെ׸بിൽ r 
അതിനുപകരം നأൾ ഈ സമവാകّം വീ؇ും കാണുകയാെണ׸ിൽ , അത് േകാൈസൻ േഫാർമുലെയ 
ഓർأിؚിുؗുׯ, േകാൈസൻ നിയമം ഇത് നെأ േകാൈസൻ നിയമെ؋ ഓർأിؚിുؗുׯ, കാരണം 
നമു്ׯ േകാൈസൻ നിയമെുׯ؋റി്׺ ഓർأയുെ؇׸ിൽ അത് നമു്ׯ ഉെ؇്ؗ പറയാം. ര؇് ഒ്ؗ, r r 

ഒ്ؗ ര؇് എؗീ വശ׹ളുت ഒരു ْതിേകാണം, ര؇്, ഒ്ؗ ര؇് നീള؋ിന്െറ d o r o 
വശ׹ൾׯിടയിലുت േകാൺ ബീئ ആെണ്ؗ പറയാം, അേؚാൾ നമു്ׯ അറിയാം ബീئയുെട 
േകാൈസൻ ര؇് ചതുരവും കൂടാെത ഒരു േകാമയും െചുإക.  ര؇് പ  ദٔാര ചതുരം ൈമനസ് ഒരു r r 
ചതുരം ര؇് ര؇ിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ആׯി ഈ വലത് വശം ഈ വശവുമായി വളെര r d o 
സാമّമുتതാണ്, അبാെത ഒരു െനഗئീവ് ചിصം ഒഴിെക നമു്ׯ ഇത് നിരാകരിׯണം, അതിനാൽ ഈ 
വലതുവശെ؋ ൈമനസ് എടു؋ാൽ കൃതّമായി ലഭിുׯം  ഇത് േനടുക , അതിനർ،ം , നأൾ വീ؇ും 
ഞ׹ളുെട زാർ؂ിംഗ് ൈسഡിേല്ׯ േപായാൽ, ഈ ആംഗിൾ കൃതّമായി എവിെടയാെണ്ؗ േനാׯാം, 
അതായത് നأൾ സംസാരിؗുׯ ബീئെയുׯറി׺ാണ് ഞാൻ ഉേؐശിؗുׯത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
ഇവിെട തിരിെ؋׺ിയാൽ നأൾ കാണുؗത് അതാണ് നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുക. േനാൂׯ, ഇത് ഈ 
േപായിന്റ് ആയിരിׯെ؂ , നമു്ׯ എؗ ْതിേകാണം േനാׯാം, അേؚാൾ ഈ വശം ഒ്ؗp po1 o2 po1 o2 

നീളവും ഒ്ؗ ര؇് നീളവും ര؇് ഉം ഒ്ؗ ര؇് ഉം ആെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാം. ഒേؗാ രേ؇ാ p r o p r o 
നീളം െചുإക, അതിനാൽ കുറ്׺ മിനിുئകൾ്ׯ മു്آ ഞ׹ൾ വര׺ ْതിേകാണമാണിത് , തുടർ്ؗ 
ഞ׹ൾ ഈ ര؇് നീളമുت വശം നീള؋ിന്െറ വശം ര؇് ഈ ആഹ് നീള؋ിന്െറ ഈ വശം r r n d 
ഒ്ؗ എؗിവയ്ׯിടയിലുت േകാണിെനുׯറി്׺ സംസാരിുׯകയായിരുؗു ര؇്, ഇതാണ് ഈ o 
ആംഗിൾ എؓാണ്, അതിനാൽ ഈ േകാണിെന ഞ׹ൾ വിളിؗുׯത് ബീئ എؗാൽ ബീئ a  s 
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കെ؇ؗു؋ത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, കാരണം നأൾ ഇത് 90 ഡിْഗി ൈപ ൈബ 2 അبാെത 
മെئാؗുമب , ഈ ആംഗിൾ ആൽഫ ആയിരുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ വലത് േകാണിന്െറ ْതിേകാണം 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് ആൽഫയാണ്, അതിനാൽ ഈ ആംഗിൾ ഇവിെട ൈപ ആണ്  ര؇് ൈമനസ് 
ആൽഫ ഇേؚാൾ ഈ ഒؗും ര؇ും മൂؗും നാലും ഈ നാല് േകാണുകളും സംْഗഹി׺ാൽ നമു്ׯ ര؇് 
ൈപ ലഭിׯണം, അതിനാൽ ര؇് ൈപ തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈഫ േസാ ഫി ؛സ് , തുടർ്ؗ 
ബീ؛ ئസ് ൈപ എؗിവയിൽ ആരംഭിؗുׯ എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ ആരംഭിׯാം  ൈമനസ് ആൽഫ 
 ൈപ ൈമനസ് ئത്, ഈ ആംഗിൾ ബീؗുׯലഭി ׯിൽ നി്ؗ നമു്؋സ് ൈപ ര؇ായി, ഈ സമവാകّ؛
ഫി ؛സ് ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ് എؗതാണ്, നأൾ ഇത് കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ ഈ ْതിേകാണം 
ഇവിെട വരയ്ׯെ؂, അതിനാൽ ഇതാണ് ബീئ ഇത് ഒ്ؗ ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഈ r one r two, o 
ْതിേകാണ؋ിൽ േകാൈസൻ നിയമം ْപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് നأൾ ഇവിെട എഴുതിയത് 
തെؗയാണ്, എؗാൽ ബീئ ൈപ ൈമനസിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ മുآെ؋ ൈسഡിൽ 
കാണി׺ിരിുؗുׯ. ൈഫ ؛സ് ആൽഫ അതിനാൽ ബീئ ഐയുെട േകാൈസൻ ൈപ ൈമനസ് ൈഫ ؛സ്
ആൽഫയുെട േകാൈസൻ അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ബീئയുെട േകാൈസൻ ൈപ ൈമനസ് 
ൈഫ ؛സ് ആൽഫയുെട േകാൈസന് തുലّമാണ് , ഇത് ൈഫ ൈമനസ് ആൽഫയുെട േകാൈസനിന്െറ 
ൈമനസിന് തുലّമാണ് , നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു െനഗئീവ് ചിصം ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഉേؐശി׺ത് 
ഇതാണ് അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത്, ഇതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം ലഭിുׯം, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഉتത് അടിرാനപരമായി ഇതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ലഭി׺ ഈ 
സമവാകّം ْതിേകാണ അസമതٔ؋ിൽ നി്ؗ ഈ ْതിേകാണ؋ിന് ബാധകമായ േകാൈസൻ 
നിയമമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ എؓാണ്  ഈ അവر ശരിയാെണ׸ിൽ, ഈ അവر 
ശരിയാെണ׸ിൽ, ആ സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് സർׯിളുകളും ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുׯം, 
അതിനാൽ ഇതാണ് വിഭജന ബിؕു , നമു്ׯ ഇവിെട ഈ ْതിേകാണം ഒ്ؗ ര؇് ഈ p o p , 
ْതിേകാണ؋ിന് ْതിേകാണ അസമതٔം എؗിവയു؇്.  തൃപ് തിെؚടണം , ْതിേകാണ അസമതٔം 
തൃപ് തിെؚേട؇തിനാൽ എؗത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിേനׯാൾ കർശനമായി d one o two r r 
കുറവായിരിׯണം എؗത് ശരിയായിരിׯണം, അبാ؋പײം നമു്ׯ മറുവശ്؋ ഒരു ْതിേകാണം 
ഉ؇ാകിب  നമുുׯെ؇׸ിൽ െചൂإ എؗറിയുക, നമുുׯെ؇׸ിൽ ഇത് ഒരു കാരّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് 
ْതിേകാണ അസമതٔം കാരണം നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ഒരു അവرയാണ്, എؗാൽ ഇത് ഒരു തവണ 
മാْതമാണ്, കാരണം െമാ؋؋ിൽ മൂ്ؗ അസമതٔ׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯം .  മേئത് ْതിേകാണ ah 
അസമതٔമാണ് , നأൾ ഇടതുവശ്؋ ഒ്ؗ ഇടുകയും ഒ്ؗ എؗത് ഒ്ؗ ടു ؛സ് ര؇് ഒ്ؗ r r o r r 
ൈമനസ് ര؇് എؗതിേനׯാൾ കുറവാണ് എ്ؗ പറയുകയും െചുؗുإ  അതിനാൽ ഇത് അതിന്െറ r 
സൂآർ؉ വّതّാസം േപാെല മെئാؗുമب, കാരണം ഇത് ശരിയാണ്, കാരണം ഒ്ؗ ര؇ിേനׯാൾ r r 
വലുതാണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇ാമെ؋ ْതിേകാണ അസമതٔം ഇതിെന സൂചിؚിുؗുׯ , മൂؗാമെ؋ ah 
ْതിേകാണ അസമതٔം അർ،വ؋ായ ഒؗും നൽകിب കാരണം മൂؗാമേ؋ത് ര؇് ആയിരിുׯം r 
ഒ്ؗ ഓ ടു ؛സ് ഒ്ؗ എؗതിേനׯാൾ കുറവാണ്, ഇത് എؓായാലും ശരിയാണ് കാരണം ഒ്ؗ r r r 
ര؇ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് , ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ 
ഇത് നമു്ׯ അർ،െമാؗും നൽകിب അേؚാൾ നأൾ ക؇ത് , ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ഈ gful 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ വലത് വശമാെണ׸ിൽ, േകവല മൂലّം ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ, ര؇് കവല 
േപായിന്റുകൾ ഉ؇ാകുെമ്ؗ ഞ׹ൾ വാദിു׺ , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ അത് ഉപേയാഗി്׺ അത് 
കാണിുׯകയും െചᅃٝു. ഈ സമവാകّം ആദّ ചിْത؋ിെല ഒരു ْതിേകാണ؋ിന്െറ േകാൈസൻ 
നിയമവുമായി െപാരു؋െؚടുؗതായി കാണിു׺ , തുടർ്ؗ ആ ْതിേകാണ؋ിന് ْതിേകാണ അസമതٔം 
ْപേയാഗി്׺ ര؇് സർׯിളുകളും ര؇് േപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ ര؇് 
വّവرകളും പാലിׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺.  ശരി, അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും 
വിഭജിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇവ ര؇ും തൃപ് തിെؚടണം, പേײ വിപരീതവും ശരിയാണ്, കാരണം ഈ ര؇് 
വّവرകളും തൃلിٝകരമാെണ׸ിൽ ഈ മൂؗാമെ؋ അവر എؓായാലും ശരിയാണ്, കാരണം ഒ്ؗ r 

ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ് .  േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ, അതിനാൽ നമു്ׯ r 
മൂ്ؗ സംഖّകൾ മൂ്ؗ േപാസിئീവ് സംഖّകൾ ഒ്ؗ ര؇്, തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഒ്ؗ ര؇്  മൂ്ؗ r r o 
ْതിേകാണ അസമതٔ׹ളും അതിനാൽ അവയ്്ׯ എേؚാഴും ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ْതിേകാണം r 1 r 2 
നിർأിുׯകയും അതിന്െറ വശമായി 1 െചുإകയും േവണം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ വാദം പിേؗാ؂് o 2 
െകാ؇ുേപാകാം, ആർഗّുെമന്റ് പിേؗാ؂് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ അത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب. 
അവ ര؇് ْതിേകാണ׹ളിലാെണ്ؗ കാണിുׯക , ഈ േപായിന്റിൽ അവ കൃതّമായി വിഭജിׯെؚടും p
കാരണം ഈ മൂ്ؗ സംഖّകൾ ര؇് ഈ ْതിേകാണ അസമതٔെ؋ r one r two , d one o 
തൃلിٝെؚടുؗു؋തിനാൽ ഒരു ْതിേകാണം അതിന്െറ ര؇് ശീർഷക׹ളിൽ ഒ്ؗ, ഒ എؗി׹െന 
നിലനിൽׯണം.  ര؇് കാരണം എؗത് ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരമبാെത d one o two 
മെئാؗുമب, മെئാരു ശീർഷേ؋ാെടാؚം ൽ നിؗുت ദൂരം ആണ് അതിനാൽ ഈ ശീർഷകം o2- r2 
ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിൽ കിടׯണം, കാരണം ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ ര؇ാമെ؋ ആരം r2 
ആണ് , ഇതിന്െറ ദൂരവും  േപായിന്റ് ര؇് ആയതിനാൽ ഈ ബിؕു നأൾ ഈ വൃ؋؋ിൽ p r 
കിടׯണം , അതുേപാെല തെؗ മൂؗാമെ؋ നീളം ഒؗായതിനാൽ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ അേത r 
ശീർഷം ഒؗാം വൃ؋؋ിലും കിടׯണം , അതിനാൽ  ഇത് ര؇് സർׯിളുകളിലും ഉتതിനാൽ ഇത് p 
ഒരു വിഭജന ബിؕുവായിരിׯണം, അതിനാൽ ഞാൻ ആ മെئാരു വാദം ആവർ؋ിׯെ؂, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ആദّം കാണി׺ത് ْതിേകാണ അസമതٔം ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ കാണിു׺, ഓ ഈ വّവر ഇത് 
ര؇ും നിർബؖമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ  പിടിുׯക , നമു്ׯ ഈ ര؇് വّവرകൾ മാْതേമ 
നൽകിയിൂت؂ുെവ׸ിൽ, ഈ ര؇് വّവرകളും ര؇് സർׯിളുകളും വിഭജിുׯെമ്ؗ 

Pru
tor
@
IIT
K



സൂചിؚിുׯെമؗ പിേؗാׯ വാദം ഞ׹ൾ കാണിുׯം, അതായത് ഈ ര؇് വّവرകൾ ഞ׹ൾ്ׯ 
നൽകിയിരിؗുׯതിനാൽ ഈ വّവر എؓായാലും ശരിയാണ് .  ഒ്ؗ ന് തുലّമാണ് r r r 2 r 1 r 2 
േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്, േകْؕം തأിലുت ദൂരം േപാസിئീവ് ആണ്, ഈ മൂ്ؗ അവرകൾ 
കണׯിെലടുുׯേآാൾ ഈ അവر ْതിേകാണമبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ഞ׹ൾ മനشിലാുؗുׯ, c 
അവ മൂ്ؗ സമവാകّ׹ളാെണ്ؗ േതാؗുؗു. ْതിേകാണ അസമതٔമുتതിനാൽ നമു്ׯ 
അടിرാനപരമായി േപാസിئീവ് സംഖّകളുت മൂ്ؗ സംഖّകളു؇് ഒ്ؗ ര؇്, ْതിേകാണ r r 
അസമതٔെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഒ്ؗ ര؇് െചുؗുإ , അതിനാൽ നമു്ׯ അത് സാധّമാകണം.  o o 
വശ׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് നീളമുت ഒരു ْതിേകാണം നിർأിുׯക , ഇേؚാൾ ഒ്ؗ ര؇് r r r o 
െചുإക എؗത് ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ നأൾ d one o two 
നിർأിؗുׯ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ര؇് ലംബ׹ൾ തിരെ؁ടുുؗുׯ.  ഒ്ؗ, ഒ ര؇് , മൂؗാമെ؋ 
ശീർഷകം എؗിവ ര؇ാമേ؋തിൽ നി്ؗ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് r 
അകല؋ിലും ആദّെ؋ സർകّൂ؂ിന്െറ മധّ؋ിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ അകല؋ിലും ഉت ഒരു ബിؕുവായി r 
നമു്ׯ തിരെ؁ടുׯാം. ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ ആരം ആെണؗും അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് r 2 
ര؇ാമെ؋ സർׯിളിലായിരിׯണെമؗും ഞ׹ൾׯറിയാം, അതുേപാെല തെؗ ആദّെ؋ 
സർׯിളിന്െറ ആരം ആെണؗും അതിനാൽ ഈ േപായിന്റും േസാٌ٧് സർׯിളിലും ആയിരിׯണം r 1 
, അത് ഓണായതിനാൽ  ര؇് സർׯിളുകളും അത് വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റുകളിൽ ഒؗായിരിׯണം,
അതിനർ،ം ര؇് സർׯിളുകളും വിഭജിുؗുׯെവؗാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ നأൾ 
ഇതുവെര കാണി׺ത് ര؇് സർׯിളുകളും ര؇് ബിؕുവുകളിൽ വിഭജിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ 
പറയാൻ ഉേؐശിؗുׯത് ഇതാണ്  ര؇് വّതُّതٝയു؇്  ഈ സമവാകّ؋ിനുت ൈഫയുെട ര؇് 
വّതُّ ٝപരിഹാര׹ൾ, ഈ വലതുവശ്؋ ഒؗിൽ താെഴ േകവല മൂലّമുتേؚാൾ മാْതേമ ഇത് 
സംഭവിൂׯ, അതിനാൽ ഇവിെട വലതുവശ്؋ േകവല മൂലّമുെ؇׸ിൽ , ര؇് വّതُّതٝകളുت ഒؗിൽ
കുറവായിരിുׯം. യുെട പരിഹാര׹ൾ അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് ര؇് phi 
സർׯിളുകളും  ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകളിൽ വിഭജിുؗുׯ എؗാണ്. ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت 
അകലം ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋കേയׯാൾ കുറവായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺ , കൂടാെത 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ര؇് ദൂര׹ൾ തأിലുت േകവല വّതّാസേׯ؋ാൾ കർശനമായി 
കൂടുതലായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺, അതിനുേശഷം ഞ׹ൾ കാണിു׺ റിേവഴ് സ് 
ആർഗّുെമന്റ് കാണിുׯകയും െചᅃٝു ര؇് സർׯിളുകളും വൺ ؛സ് ര؇ിേനׯാൾ കുറവാണ് , r r 
അത് ര؇് ദൂര׹ൾ തأിലുت സൂآർ؉ വّതّാസേׯ؋ാൾ വലുതാണ് , ആ അനുമാന؋ിൽ നിؗാണ്
നأൾ ആരംഭിؗുׯെത׸ിൽ, അത് ആദّ 15-20 മിനിئിനുتിൽ ആയിരിׯാെമؗും ഞ׹ൾ 
വാദി׺ി؂ുെ؇ؗും ഞ׹ൾ കാണിു׺.  അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ നമു്ׯ േശഷിؗുׯ വാദം 
പൂർ؋ിയാׯാൻ കഴിയണം, അതിനാൽ ബാׯിയുت േകസുകൾ അടിرാനപരമായി നമു്ׯ േകവല 
മൂലّം ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯകേയാ അെ׸بിൽ േകവല മൂലّം ഒؗിൽ കൂടുതേലാ ആയിരിുׯകേയാ 
െചؗുإ സؕർഭ׹ളാണ് , അതിനാൽ ഞ׹ൾ അവ എടുുׯം. അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിെല േകസുകൾ, 
അതിനാൽ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിന്െറ ആദّ 15 20 മിനിئിനുتിൽ ഞ׹ൾ പൂർ؋ിയാുׯം, അടു؋ 
ْപഭാഷണ؋ിന്െറ േശഷിؗുׯ ഭാഗം സർׯിളുകളുെട കുടുംബെുׯ؋റിتു׺ ഒരു പുതിയ വിഷയം 
ആരംഭിുׯം നؕി 
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