
 िपछले ʩाƥानो ंमŐ से एक मŐ मंडिलयो ंपर ʩाƥान 10 मŐ आपका ˢागत है हमने िकɎी ंदो वृȅो ंके बीच ŮȑƗ सामाɊ ˙शŊरेखा और
अनुŮ̾थ सामाɊ ˙शŊरेखाओ ंके बारे मŐ चचाŊ की थी और हमने िवशेष ŝप से िविभɄ मामलो ंपर िवचार िकया था िजनमŐ से एक मामला 
था जहां मंडल Ůितǅेद करते थे  एक दूसरे को और वृȅो ंके समीकरणो ंको देखते Šए हमने यह भी बताया था िक कैसे पता लगाया जाए 
िक दो वृȅ Ůितǅेद कर रहे हœ या नही,ं लेिकन िफर उन İ̾थितयो ंके िलए हमने कोई Ůमाण नही ंिदया था,
 इसिलए हमने जो कहा था , वह यह था िक मान लीिजए िक हमारे पास दो हœ वृȅ एक िजसमŐ समीकरण वगŊ जमा वगŊ जोड़ दो s x y 

एक जोड़ दो एक जमा एक शूɊ के बराबर है और दूसरा वृȅ दो समीकरण वगŊ जोड़ वगŊ जोड़ दो दो g x f y c s x y g x 
जोड़ दो दो जोड़ दो  शूɊ के बराबर हैf y c 
 इसिलए हमŐ ये दो समीकरण िदए गए हœ और िफर हमŐ आह खोजने के िलए कहा जाता है और िफर हमने कहा िक ये दोनो ंवृȅ एक दूसरे
को काटŐगे यिद और केवल यिद उनके कŐ ū के बीच की दूरी  तो उनके कŐ ūो ंको पहले सकŊ ल का कŐ ū ऐसा होने दŐ  एक को Ȫारा s s o 
दशाŊया गया है, िजसका िनदőशांक माइनस एक माइनस एक है और दूसरे सकŊ ल का कŐ ū दो माइनस दो कॉमा माइनस g f o g f 
दो है जो पहले सकŊ ल की िũǛा है।

एक बराबर होता है का वगŊमूल जमा एक वगŊ घटा एक और इसी तरह दूसरे वृȅ दो की िũǛा के वगŊमूल के   r g f c s g 
बराबर होती है दो वगŊ जमा दो वगŊ घटा दो तो बस इतनी ही जानकारी दी हमने  िक यिद कŐ ūो ंके बीच की दूरी इतनी है िक कŐ ūो ंकेf c 
बीच की दूरी जो िक वगŊमूल है तो इन दो िबंदुओ ंके बीच की दूरी जो िक जी का वगŊमूल दो घटा जी एक पूणŊ वगŊ ɘस एफ दो घटा एफ 
एक पूणŊ वगŊ है तो हमने कहा िक  यिद यह दूरी िũǛा के योग से कम या उसके बराबर है या यिद यह दो वृȅो ं
की िũǛा के िनरपेƗ अंतर के अंतर से अिधक या बराबर है तो यिद यह सȑ है तो यिद यह İ̾थित सȑ है तो हम  उसने कहा दो वृȅो ंपर
एक दूसरे को Ůितǅेद करने पर हमने यह भी कहा िक यिद एक ओ दो करŐ  जो िक कŐ ūो ंके बीच की दूरी एक जमा दो के बराबर r r 
है तो दोनो ंवृȅ एक दूसरे को ठीक एक िबंदु पर बाहरी ŝप से ˙शŊ करते हœ
 इसिलए यह मामला है जहां हम ऐसा कुछ है तो यह एक हो सकता है और यह दो हो सकता है और वे एक दूसरे को यहां एक िबंदु पर 
˙शŊ करते हœ तो उस िबंदु को पी होने दŐ  तो ये कŐ ū एक और ओ दो हœ और िफर हमने यह भी कहा था िक  कŐ ūो ंको िमलाने वाली सीधी 
रेखा भी इस िबंदु से होकर गुजरेगी जहां दो वृȅ एक दूसरे को ˙शŊ करते हœ और िफर हमने यह भी कहा िक यिद एक दो p d o r 
एक जोड़ दो से बड़ा है तो दोनो ंवृȅ Ůितǅेद नही ंकरते हœr 
 इसिलए यह İ̾थित है  कुछ इस तरह जहाँ हमारे पास पहला वृȅ और दूसरा वृȅ है और वे एक दूसरे के साथ Ůितǅेद नही ंकरते हœ
 इसिलए यह İ̾थित है और िफर हमने यह भी कहा था िक यिद कŐ ūो ंके बीच की दूरी पूणŊ अंतर के बराबर है दो िũǛा और r 1 r 2 
के बीच मŐ दो वृȅ एक- दूसरे को आंतįरक ŝप से ˙शŊ करते हœ,
 इसिलए इसका मतलब यह है िक यह पहला वृȅ हो सकता है िजसका कŐ ū एक पर है और िफर हमारे पास दूसरा वृȅ दो हो o s 
सकता है।
  कŐ ū दो के साथ दो है और ये दो वृȅ हœo s 
 इसिलए वृȅ दो वृȅ को ˙शŊ करता है एक एक अंदर सेs s 
 इसिलए हमने कहा िक केवल एक िबंदु पर आंतįरक ŝप से Ůवेश करŐ  और इस मामले मŐ दो कŐ ūो ंके बीच की दूरी पूणŊ दूरी है  िũǛाp 
के बीच और िफर िनिʮत ŝप से हमने भी चचाŊ की थी हमने िपछले मामले पर भी चचाŊ की थी जहां कŐ ūो ंके बीच की दूरी िũǛा के बीच 
पूणŊ अंतर से सƢी से कम है, इस मामले मŐ िफर से मंडिलयो ंके िलए िनिʮत ŝप से वे छेड़छाड़ नही ंकरते हœ जो वे करते हœ  नही ंऔर 
आगे िक एक सकŊ ल पूरी तरह से दूसरे सकŊ ल के अंदर होने वाला है,
 इसिलए हमारे पास ऐसी İ̾थित है जहां हम कहते हœ िक हमारे पास सकŊ ल एस वन है िजसका कŐ ū ओ एक है और िफर हमारे पास है  यह
सकŊ ल दो कŐ ū ओ दो के साथ है,
 इसिलए ये दो सकŊ ल एक दूसरे को नही ंकाटते हœ और आगे यह है िक सकŊ ल के दो मŐ से एक पूरी तरह से दूसरे सकŊ ल के अंदर है,
 इसिलए इस ʩाƥान की मुƥ चचाŊ इन शतŘ को सƢी से Ůाɑ करने पर कŐ िūत होगी।
 
इसिलए हम िदखाएंगे िक दो वृȅ कोई भी दो वृȅ एक दूसरे को काटŐगे यिद और केवल यिद यह शतŊ पूरी हो जाती है तो इसका मतलब 
यह है िक यिद यह शतŊ संतुʼ नही ंहै तो दोनो ंवृȅ एक दूसरे को नही ंकाट सकते हœ और िवशेष मामलो ंके ŝप मŐ  यह भी िदखाएं िक यिद
यह और यह सब सƢी से सािबत हो जाएगा Ɛोिंक हमने उस ʩाƥान मŐ आह नही ंिकया था जहां हम आम ˙शŊरेखा की ʩुȋिȅ पर 
चचाŊ कर रहे थे और िफर हम इस िवशेष मामले को भी िदखाएंगे जहां दूरी के बीच है कŐ ū िũǛा के योग के बराबर हœ तो वे एक दूसरे को 
िबʋुल एक िबंदु पर ˙शŊ करŐ गे Ɛोिंक जब वे एक दूसरे को काटŐगे तो वे वाˑव मŐ एक दूसरे को काटŐगे दो अलग-अलग िबंदुओ ंपर 
लेिकन एक िवशेष मामले के ŝप मŐ जब दूरी योग के बराबर होती है तो वे एक दूसरे को बाहरी ŝप से ˙शŊ करते हœ मेरा मतलब यह है 
िक दो मंडल एक दूसरे के अंदर नही ंहœ , उदाहरण के िलए एस दो एस 1 के बाहर है और यह इस िबंदु पर बाहर से को छू रहा p s 1 
है और िफर िनिʮत ŝप से हम इस मामले को भी सƢी से ʩुȋɄ िदखाएंगे जहां एक मंडल दूसरे को आंतįरक ŝप से छूता है तो आइए 
हम यह देखने के साथ शुŝ करŐ  िक ऐसा िकन पįरİ̾थितयो ंमŐ होगा  िक दो वृȅ एक दूसरे के साथ Ůितǅेद करŐ गे तो आइए हम कहते हœ 
िक हमारे पास ये दो वृȅ हœ और
 इसिलए हमने एक की पįरŢमा की है और हमारे पास वृȅ दो हœ और हम कहते हœ िक वे इन दो िबंदुओ ंपर Ůितǅेद करते हœ और s 
इनमŐ से िकसी एक का समɋय करते हœ  Ůितǅेदन के िबंदु और हœx y 
 इसिलए यह कŐ ū पहले वृȅ मŐ से एक है िजसके िनदőशांक मœ और अʙिवराम दो से िनŝिपत करते हœ, दूसरे वृȅ का कŐ ūo a ba bo 
है िजसके िनदőशांक Ȫारा िनŝिपत िकए जाते हœ और अʙिवराम और िनिʮत ŝप से यह सीधी रेखा की लंबाई दो कŐ ūो ंके c dc d 
बीच की दूरी एक दो है ,d o 
 इसिलए और इस िबंदु अʙिवराम पर Ůितǅेद करते हœ, यह िबंदु अʙिवराम अब दोनो ंवृȅो ंपर İ̾थत है इस s 1 s 2 x y x y 
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सम˟ा को हल करने के िलए हम एक सकŊ ल के पैरामीिटŌ क फॉमŊ या पैरामीिटŌ क समीकरण का उपयोग करने जा रहे हœ,
 इसिलए यिद आपको िकसी सकŊ ल के पैरामीिटŌ क समीकरण को याद है तो सकŊ ल पर िकसी भी िबंदु और को इस तरह िलखा जा x y 
सकता है तािक एƛ समɋय कर सके  के ŝप मŐ िलखा जा सकता है िक कŐ ū के बराबर सकŊ ल के कŐ ū के समɋय के साथ-साथ x x 
सकŊ ल के िũǛा उप कोण थीटा के कॉस के बराबर है,
 इसिलए यह कोण आमतौर पर यह कोण होता है यिद हम इस सकŊ ल के कŐ ū के माȯम से एक रेखा खीचंते हœ जो है एƛ अƗ के 
समानांतर हम कहते हœ िक यह हरी िबंदीदार रेखा है तो थीटा केवल 
वामावतŊ िदशा मŐ िलया गया कोण है जो एƛ अƗ अƗ से इस िũǛा तक वामावतŊ िदशा मŐ िलया जाता है जो एक कŐ ū को जोड़ता है  x 
यह िबंदु तो यह यह पूरा कोण हैxy 
 इसिलए यह कोण थीटा है
 इसिलए पैरामीिटŌ क ŝप का उपयोग करके हमारे पास वृȅ पर िकसी भी िबंदु का िनदőशांक है िजसे ɘस x a r one cos 

के ŝप मŐ िलखा गया है और िनदőशांक िनदőशांक के बराबर होगा कŐ ū का जो बी ɘस िũǛा है, उसी कोण की साइन theta y y 
अब थीटा Ɛोिंक यह िबंदु अʙिवराम भी दूसरे सकŊ ल के दो पर İ̾थत है, हम दूसरे सकŊ ल के पैरामीिटŌ क ŝप के संदभŊ मŐ एƛ x y 
और वाई भी िलख सकते 
हœ।
 उस İ̾थित मŐ िकसी अɊ कोण के ɘस कोसाइन के बराबर है Ɛोिंक अब कोण अलग होगा Ɛोिंक अब हम इस x phi c r 2 
िबंदु और के िनदőशांक को के साथ पैरामीिटŌ क ŝप मŐ ʩƅ करने का Ůयास कर रहे हœ।x y ah 
 दूसरा सकŊ ल अब हम अगर िफर से िदखाने के िलए हमŐ Ɛा करना है, तो हमŐ कŐ ū के माȯम से अƗ के समानांतर s2 phi o2 x 
एक रेखा खीचंनी होगी और िफर मान लŐ िक हमारे पास यह िũǛा है जो कŐ ū को इस िबंदु से िमलाती है।o2 xy 
 और िफर अंग  Ɨैितज से या इस िũǛा के कोण से वामावतŊ िदशा मŐ िलए गए अƗ के संबंध मŐ,x 
 इसिलए हमŐ यह देखना होगा िक इस Ɨैितज अƗ को िकस कोण से वामावतŊ िदशा मŐ घुमाया जाना चािहए तािक यह इसके साथ मेल x 
खाता हो िũǛा तािक कोण ठीक यही कोण हो और मœ इसे फी Ȫारा िनŝिपत कŝंगा,
 इसिलए चंूिक यह िबंदु अʙिवराम दोनो ंवृȅो ंपर İ̾थत है,x y 
 इसिलए हम शुŝ मŐ िनदőशांक और को पैरामीिटŌ क ŝप मŐ पैरामीिटŌ क ŝप मŐ ʩƅ करते हœ पहले सकŊ ल के संबंध मŐ फॉमŊ और x y 
चंूिक वही िबंदु दूसरे सकŊ ल पर भी İ̾थत है,
 इसिलए हम दूसरे सकŊ ल के संबंध मŐ िफर से पैरामीिटŌ क ŝप मŐ िनदőशांक ʩƅ करते हœ, 
इसिलए एƛ यह है और वाई डी ɘस आर 2 पाप फी होगा यिद मœ  इसे समान करŐ  और यह जो मुझे िमल रहा है वह यह है िक एक ɘस
आर वन कॉस थीटा सी ɘस आर टू कॉस फी है
 इसिलए इस िबंदु पर सामाɊता के नुकसान के िबना आइए हम मान लŐ िक सामाɊता के नुकसान के िबना सामाɊता चलो  हम मानते हœ 
िक एक दो से बड़ा या बराबर है,r r 
 इसिलए यिद दो एक से बड़ा है तो उसी Ůकार का Ůमाण अनुसरण करेगा िक एक और दो के िनयम उलट हो जाएंगे,r r r r 
 इसिलए इस धारणा के साथ समीकरण करके  यह और यह जो हमŐ वाˑव मŐ िमलता है वह है आर वन कॉस थीटा सी माइनस ए ɘस 
आर टू कॉस फी के बराबर है और इसी तरह अगर हम इसे समान करते हœ और यह हमŐ िमलता है आर वन पाप थीटा डी माइनस बी ɘस
आर टू िसन फी है तो अगर आह आर  दो को एक से बड़ा या उसके बराबर होना था तो हम इस पूरी बात को अलग तरह से िलखते तोr 
उस İ̾थित मŐ हमŐ दो बराबर एक माइनस जमा और िलखना चािहए r cos phi c r 1 cos theta r 2 sine phi 
था।
  बराबर आर 1 पाप थीटा ɘस बी माइनस डी तो और िफर शेष सबूत िबʋुल समान है
 इसिलए हमने कहा िक ʩापकता के नुकसान के िबना अब हम इन दोनो ंसमीकरणो ंको दोनो ंपƗो ंके वगŊ मŐ रखते हœ और उɎŐ जोड़ते हœ 
जो हमŐ बाईं ओर िमलता है आर एक वगŊ है Ɛोिंक वगŊ थीटा ɘस आर एक वगŊ पाप वगŊ थीटा तो यह दािहनी ओर बाईं ओर है, हमŐ सी 
माइनस ए ɘस आर टू कॉस फी पूरा वगŊ ɘस डी माइनस बी ɘस आर टू िसन फी पूरा वगŊ िमलता है Ɛोिंक कॉस ˍायर थीटा ɘस 
िसन ˍायर थीटा एक के बराबर है  बाएं हाथ की ओर एक वगŊ को सरल करता हैr 
 इसिलए हमारे पास यह समीकरण है और यिद हम अब दािहने हाथ की ओर का िवˑार करते हœ तो हमŐ जो िमलता है वह घटा एक c 
पूरा वगŊ ɘस घटा पूरा वगŊ ɘस दो वगŊ वगŊ जमा दो  वगŊ पाप वगŊ फी ɘस दो आर दो सी माइनस ए कॉस फीd b r cos phi r 
ɘस टू आर टू डी माइनस बी िसन फी अब यह आर टू ˍायर के अलावा और कुछ नही ंहै Ɛोिंक कॉस ˍायर फी ɘस िसन ˍायर 
फी एक है
 इसिलए हमŐ आर एक वगŊ के बराबर है और  यह माũा और कुछ नही ंबİʋ दो कŐ ūो ं और के बीच की दूरी है,ab cd 
 इसिलए यह माũा कुछ भी नही ंहै,
 इसिलए यह वगŊ दूरी के बराबर है Ɨमा करŐ ,
 इसिलए यह दोनो ंकŐ ūो ंके बीच की वगŊ दूरी है,
 इसिलए हमारे पास एक वगŊ बराबर वगŊ है  बीच की दूरी  कŐ ū ɘस आर टू ˍायर ɘस टू आर टू इन सी माइनस ए कॉस फी ɘस r 
डी माइनस बी िसन फी और िफर हम यहां थोड़ा हेरफेर करते हœ
 इसिलए बस इस शɨ को हम से गुणा और िवभािजत करते हœ और यह सी माइनस ए बाय डी वन ओ हो जाता है  दो गुना कॉसd0102 
फी ɘस डी माइनस बी बाय डी ओवर ओ टू इन िसन फी अब अगर हम आह महसूस करते हœ िक हम जानते हœ िक डी ओवर ओ टू 
ˍायर सी माइनस ए पूरा ˍायर ɘस डी माइनस बी पूरा वगŊ है तो अिनवायŊ ŝप से हमारे पास कुछ ऐसा है सी माइनस  और a d 
माइनस तो हमारे पास एक समकोण िũभुज है िजसका कणŊ लंबाई का दो से अिधक है और अɊ दो भुजाएँ माइनस औरb d o c a 

Pru
tor
@
IIT
K



माइनस हœ औरd b 
 इसिलए यह होना चािहए और हम वाˑव मŐ ऐसा नही ंकर सकते हœ  उस समकोण िũभुज को यहाँ िदखाना बŠत किठन है
 इसिलए यिद हम अपनी आकृित पर वापस जाते हœ तो यह समकोण यिद आप इस कŐ ū से दो इस हरी िबंदीदार रेखा पर लंबवत o 
खीचंते हœ जो अƗ के समानांतर है तो आइए हम इसे लंबवत कहŐ तो यह  समकोण िũभुज है िजससे हम बात कर रहे हœ  इसके बारे मŐ x 
Ɛोिंक इस समकोण िũभुज मŐ कणŊ लंबाई का है यह लंबाई माइनस यह माइनस है और आइए हम do1 o2 c a d b 
समकोण िũभुज के इस कोण को अʚा Ȫारा िनŝिपत करŐ  तािक हमारे पास यह कोण अ̵फ़ा हो और
 इसिलए माइनस ए बाय डी ओवर ओ 2 कुछ भी नही ंहै, कॉस अʚा और डी माइनस बी बाय डी ओवर ओ 2 साइन अʚा हैc  
 इसिलए हम अब इस समीकरण मŐ इसका उपयोग करŐ गे
 इसिलए हमारे पास यह है िक आर एक वगŊ एक ओ दो पूणŊ वगŊ ɘस आर है  टू ˍायर ɘस टू आर टू डी ओवर ओ दो गुना कॉस अʚा
कॉस फी ɘस साइन अʚा साइन फी तो यह कॉस ए कॉस बी ɘस पाप ए पाप बी फॉमूŊला का उपयोग कर रहा है यह फी माइनस 
अʚा के कॉस के बराबर है और
 इसिलए यहां से हमŐ िमलता है फाई माइनस अʚा का कॉस बराबर आर एक वगŊ माइनस एक ओ दो पूणŊ वगŊ ɘस आर दो वगŊ दो आर 
दो डी एक ओ दो के बराबर है
 इसिलए यिद हम ऐसा करते हœ तो हमारा मुƥ उȞेʴ अब इस फाई का मूʞ खोजना है Ɛोिंक यिद  आपको याद है मूल सम˟ा यह थी
िक हमŐ ये दोनो ंिदए गए थे  सकŊ ल और हमŐ अब चौराहे के िबंदुओ ंका पता लगाना चािहए 
Ɛोिंक हम पैरामीिटŌ क फॉमŊ का उपयोग करते हœ , चौराहे के िबंदुओ ंको ढंूढना इन कोणो ंथीटा और फाई को खोजने जैसा ही है Ɛोिंक 
एक बार जब हम थीटा और फाई पाते हœ तो हम ˙ʼ ŝप से एƛ और वाई ढंूढ सकते हœ लेिकन िफर  यह थीटा और फाई ऐसा होना 
चािहए िक यह एक साथ इन दो समीकरणो ंको हल करŐ  ये िũकोणिमतीय समीकरण हœ
 इसिलए हमारे पास दो अǒात थीटा और फाई हœ िजɎŐ पता लगाया जाना चािहए और अɊ सभी अɊ सभी चर यहां हमŐ ǒात हœ Ɛोिंक 
आर एक ǒात है  दो को 2 कŐ ūो ंके िनदőशांक और के बारे मŐ भी जाना जाता है और यही हम िपछली कुछ ˠाइड्स मŐ करने r ab cd 
की कोिशश कर रहे हœ और हम इस िबंदु पर पŠंच गए हœ जहां बाकी सब कुछ तो यह दािहने हाथ की तरफ पूरी तरह से जाना जाता है  
हमारे िलए अʚा हमŐ भी जाना जाता है Ɛोिंक अगर हम याद करते हœ िक कॉस और अʚा की साइन ǒात माũा के िũकोणिमतीय 
अनुपात हœ तो अʚा भी हमŐ ǒात है और
 इसिलए हमŐ सƗम होना चािहए फाई का पता लगाने के िलए और एक बार जब हमŐ फी का पता चल जाता है तो हम फी के उस मूʞ को 
इन दो समीकरणो ंमŐ वापस ɘग कर सकते हœ और हम आसानी से थीटा का पता लगा सकते हœ और एक बार जब हम थीटा और फी को 
जान लेते हœ तो हम पा सकते हœ िक हम चौराहे के िबंदु के समɋय को जानते हœ इन दो सिकŊ लो ंमŐ से इस आह को हल करने के िलए आइए
हम  फाई माइनस अʚा बनाम फी के कॉस का Ťाफ बनाएं तािक फाई के अʚा कॉस के बराबर फी माइनस अʚा मŐ अʚा ɘस 
पीआई पर दो का अिधकतम अिधकतम मान होगा जब फाई है  अʚा ɘस पीआई बाय टू कॉस ऑफ फी माइनस अʚा फी पर शूɊ 
होगा शूɊ के बराबर वैʞू माइनस अʚा का कॉस है जो हमŐ अʚा ɘस पीआई पर यह मान कहने देता है िक वैʞू फी माइनस अʚा
के कॉस का मान होने जा रहा है माइनस वन होने जा रहा है जो यहां अʚा ɘस Ūी पीआई बटा टू पर है
 इसिलए जब फाई अʚा ɘस Ūी पीआई बटा टू कॉस ऑफ फाइव माइनस अʚा िफर से शूɊ है तो यह िफर से यहां है और िफर हम 
कहते हœ िक हम केवल दो तक ɘॉट करते हœ Ɛोिंक यह पयाŊɑ है Ɛोिंक pi phi m .
 के ये कायŊ इनस अʚा फाई आविधकता का एक आविधक कायŊ है, दो पीआई होने के कारण यह शूɊ और दो पीआई के बीच cos  
Ťाफ खीचंने के िलए पयाŊɑ है Ɛोिंक अɊ सभी अंतरालो ंके िलए दो पीआई से चार पीआई के अंतराल के िलए Ťाफ िबʋुल समान होने
जा रहा है।
 शूɊ से दो पीआई से शूɊ भी शूɊ से 2 पीआई के िलए Ťाफ के समान होगा,
 इसिलए Ůाɑ Ťाफ कुछ इस तरह िदखाई देगा, िफर यह यहां 0 पर जाता है और िफर शूɊ से 1 और िफर वापस 0 पर और दो पीआई 
पर  यह मूल ŝप से एक पूणŊ चŢ या एक पूणŊ आह एक पूणŊ दो पीआई रोटेशन को पूरा करने जा रहा है और
 इसिलए यह मान और यह मान समान होगा और िफर कहŐ िक अब यह ˙ʼ है िक यिद इस दािहने हाथ की ओर से अिधक मापांक है  
एक तो ˙ʼ ŝप से कोई समाधान नही ंहै और ठीक यही मामला है जहां इसका मतलब यह है िक चंूिक कोई समाधान नही ंहै या मूल 
ŝप से इस िũकोणिमतीय समीकरण का कोई समाधान नही ंहै, उस मामले मŐ जहां पूणŊ या या मान इस दािहने हाथ की ओर का िनरपेƗ 
मान एक से अिधक है िजसका अथŊ है िक या तो यह एक से बड़ा है या यह ऋणाȏक एक से कम है,
 इसिलए उस İ̾थित मŐ चंूिक इन िũकोणिमतीय समीकरणो ंका कोई हल नही ंहै, यह ˙ʼ है िक दोनो ं वृȅ Ůितǅेद नही ंकरते हœ,
 इसिलए दूसरा मामला यह है िक जब इस दािहने हाथ की ओर के इस िनरपेƗ मान का मापांक उस İ̾थित मŐ एक से कम है, यिद मान 
मान िलया जाए िक Ɛा िनरपेƗ मान एक से कम है, तो ऐसा ही मामला है।
  मान लŐ िक मान एक से कम है तो मान लŐ िक मान आधा जैसा कुछ है तो समाधान खोजने के िलए हम Ɛा करते हœ तो आइए हम कहŐ 
िक यह यह मान बराबर है तो यह अिधकार  हाथ की तरफ इतना बराबर है और
 इसिलए हम एƛ अƗ के समानांतर एक Ɨैितज रेखा खीचंते हœ,
 इसिलए खेद है िक यह लाल वŢ केवल यहां तक जाएगा Ɛोिंक यह और यह समान होना चािहए और
 इसिलए हम जो देखते हœ वह िकसी भी मूʞ के िलए है  जो  एच सƢी से एक से कम है यह देखना बŠत आसान है िक वाˑव मŐ दो 
अलग-अलग समाधान या फाई के दो अलग-अलग मूʞ होगें जो इस समीकरण को संतुʼ करŐ गे तािक हम कोई अɊ मूʞ भी ले सकŐ  
तािक हम कुछ अɊ मूʞ ले सकŐ , आइए हम कहŐ हम इस मान को कहते हœ, जो मान लŐ िक हम ऋण एक बटा चार कहते हœ,
 इसिलए यिद यह दािहने हाथ की ओर से एक बटा चार घटा है तो समाधान खोजने के िलए अƗ के समानांतर एक Ɨैितज रेखा खीचंी x 
जाएगी िजसकी अƗ से लंबवत दूरी है  एक से चार है, लेिकन यह नकाराȏक पƗ पर है, नकाराȏक पƗ पर है,x 
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 इसिलए मूल ŝप से यह हरी रेखा है,
 इसिलए जब यह शूɊ से एक से चार है तो दो समाधान इस हरे रंग की रेखा के वŢ के साथ चौराहे के िबंदु से िदए जाते हœ  कॉस फी 
माइनस अʚा और वे दो िबंदु यह हœ
 इसिलए ये दो एक हœ तािक कोई भी आसानी से देख सके िक इस दािहने हाथ की ओर के िकसी भी मूʞ के िलए िजसका एक िनरपेƗ 
मूʞ एक से कम है, वहां दो अलग-अलग मान मौजूद होगें फाई या दो अलग-अलग फी के िलए समाधान और फी के ऐसे Ůȑेक समाधान
के िलए यिद हम इसे यहां इस समीकरण मŐ वापस रखते हœ तो हमŐ उस फी के अनुŝप थीटा का एक अनूठा मूʞ िमलेगा, जो अब एक 
थीटा और फी जोड़ी होगी Ɛोिंक दो अलग-अलग फाई हœ ऐसे मामलो ंके िलए जहां दािहने हाथ की ओर का िनरपेƗ मान एक से कम है, 
यह ˙ʼ है िक दो अलग-अलग थीटा फी जोड़े होगें , इसका मतलब यह है िक उदाहरण के िलए चौराहे के दो अलग-अलग िबंदु होगें 
जैसा िक इस आंकड़े मŐ िदखाया गया है।
 मामला जहां िनरपेƗ मूʞ तो यह वह मामला है जहां हम अभी इस समीकरण की िपछली ˠाइड पर समीकरण के दािहने हाथ की ओर 
के पूणŊ मूʞ के साथ काम कर रहे हœ, 
 इसिलए यिद इस दािहने हाथ की ओर पूणŊ मूʞ सƢी से है एक से कम तो यह मामला है िजस पर हम िवचार कर रहे हœ और हमने तकŊ  
िदया है िक इस मामले मŐ दो िबंदु होगें जहां दो वृȅ Ůितǅेद करŐ गे लेिकन िफर  अंतत: हम जो िदखाना चाहते हœ, वह यह है िक हम यह 
िदखाना चाहते हœ िक यह İ̾थित िनिहत है और इस शतŊ से भी िनिहत है िक दूरी िũǛा के योग से कम है और िनरपेƗ अंतर से अिधक है,
 इसिलए हमŐ यही ंसे शुŜआत करनी चािहए दोनो ंतरह से अगर हम यहां से शुŝ करते हœ तो हमŐ इसे Ůाɑ करना चािहए और इसका 
मतलब यह भी होना चािहए लेिकन अगर आप यह देखना चाहते हœ िक हमŐ इस समीकरण से पहले हमारे समीकरण पर वापस जाना होगा
जो यहां िलखा गया है तो अगर हम िफर से इस समीकरण को देखŐ  एक वगŊ या यो ंकहŐ िक अगर हम इस समीकरण को िफर से वही 
समीकरण देखते हœ तो यह हमŐ कोसाइन सूũ की याद िदलाता है कोसाइन कानून यह हमŐ कोसाइन कानून की याद िदलाता है Ɛोिंक 
अगर हम कोसाइन कानून को याद करते हœ तो हमारे पास यह था िक मान लŐ िक हमारे पास है  एक िũभुज िजसकी भुजाएँ दो एक r r 
और एक दो हœ और मान लŐ िक लंबाई दो और एक दो की भुजाओ ंके बीच का कोण बीटा है तो हम जानते हœ िक बीटा की d o r o 
कोǛा कुछ और नही ंबİʋ दो वगŊ ɘस एक अʙिवराम है  दो होल ˍायर माइनस आर वन ˍायर बटा टू आर टू इन डी वन r w  
ओ टू और यह राइट हœड साइड इस साइड से काफी िमलता-जुलता है, िसवाय इसके िक हमŐ नेगेिटव साइन को छोड़कर इसे नकारना 
होगा,
 इसिलए अगर हम इस राइट हœड साइड का माइनस लेते हœ  इसे Ůाɑ करŐ  तो इसका मतलब यह है िक अगर हम िफर से अपनी 
शुŜआती ˠाइड पर जाते हœ तो आइए यह देखने की कोिशश करŐ  िक यह कोण वाˑव मŐ कहां है मेरा मतलब बीटा है िजसके बारे मŐ हम
बात कर रहे हœ
 इसिलए अगर हम यहां वापस जाते हœ तो हम जो देखते हœ वह यह है िक हमŐ  तो आइए देखते हœ िक यह िबंदु है और आइए िũभुज p 

देखŐ तो हम देखते हœ िक यह भुजा एक लंबाई एक दो लंबाई दो और एक दो ˙ʼ ŝप से है po1 o2 po1 o2 p r o p r o 
लंबाई एक ओ दो करो तो यह वह िũकोण है िजसे हमने 
कुछ िमनट पहले खीचंा था और िफर हम इस आर के बीच के कोण के बारे मŐ बात कर रहे थे दो लंबाई के पƗ की लंबाई आर दो एन यह 
आह लंबाई लंबाई के इस तरफ डी एक दो तो यह वही है जो यह कोण है तो यह कोण है िजसे हम o a .
 कह रहे थे  बीटा लेिकन िफर बीटा को खोजना बŠत मुİʭल नही ंहै Ɛोिंक अगर हम देखते हœ िक यह 90 िडŤी बटा 2 के s pi 
अलावा और कुछ नही ंहै और यह कोण अ̵फ़ा था
 इसिलए यिद आप इस समकोण िũभुज को यहाँ देखते हœ तो यह अ̵फ़ा है और
 इसिलए यहाँ यह कोण है  दो माइनस अʚा अब अगर हम इन सभी को एक दो तीन और चार इन चारो ंकोणो ंको जोड़ते हœ तो हमŐpi 
दो पीआई िमलनी चािहए,
 इसिलए दो पीआई बराबर है तो आइए हम एंटीƑॉकवाइज िदशा मŐ शुŝ करते हœ फाई से शुŝ करते हœ तो फी ɘस और िफर बीटा 
ɘस पीआई दो से  माइनस अʚा ɘस पीआई बाय टू इस इƓेशन से हमŐ जो िमलेगा वह यह है िक यह एंगल बीटा पीआई माइनस फी 
ɘस अʚा के बराबर है अब अगर हम अगर हम इसे देखते हœ तो मुझे इस िũकोण को यहां पर खीचंने दŐ  तो यह बीटा है  आर एक आर 
दो और यह एक ओ दो है
 इसिलए यिद हम इस िũभुज पर कोसाइन कानून लागू करते हœ तो हमŐ जो िमलेगा वह ठीक वैसा ही होगा जैसा हमने यहां िलखा था लेिकन
िफर हमने िपछली ˠाइड पर िदखाया है िक बीटा पीआई माइनस के बराबर है फाई ɘस अʚा और
 इसिलए बीटा i .
 की कोǛा  माइनस की कोǛा के अलावा और कुछ नही ंहै,s pi phi plus alpha 
 इसिलए बीटा का माइनस के कोसाइन के बराबर है जो माइनस अ̵फ़ा के कोसाइन के cosine pi phi plus alpha phi 
माइनस के बराबर है और हमŐ यहाँ एक नेगेिटव साइन िमलता है,
 इसिलए मेरा मतलब है िक यह है  इसके बराबर जो मूल ŝप से इसका मतलब है िक इससे हमŐ यह समीकरण िमलेगा तो हमारे पास जो 
कुछ भी है वह मूल ŝप से यह है िक यहां जो समीकरण हमŐ िमला है वह इस िũभुज पर लागू कोसाइन कानून के अलावा कुछ भी नही ंहै 
एक ओ दो पी अब िũकोणीय असमानता से तो Ɛा  हमारे पास यह है िक यिद यह İ̾थित सȑ है यिद यह İ̾थित सȑ है तो उस İ̾थित मŐ 
दो वृȅ दो िबंदुओ ंपर Ůितǅेद करŐ गे
 इसिलए यह Ůितǅेदन का िबंदु है और हमारे यहाँ यह िũभुज है एक दो और इस िũभुज के िलए िũभुज असमानता  संतुʼ होनाp o p 
चािहए और चंूिक िũकोणीय असमानता को संतुʼ होना चािहए, यह सच होना चािहए िक डी एक ओ दो आर एक ɘस आर दो से सƢी से
कम होना चािहए अɊथा हमारे पास दूसरी तरफ िũभुज नही ंहो सकता है यिद हम  पता है िक अगर हमारे पास है तो यह एक बात है 
दूसरी बात यह है िक यह एक ऐसी İ̾थित है जो हमŐ िũकोणीय असमानता के कारण िमलती है, लेिकन यह केवल एक समय है Ɛोिंक पूरी

Pru
tor
@
IIT
K



तरह से तीन असमानताएं होगंी
 इसिलए  अɊ आह िũकोणीय असमानता तब होती है जब हम एक को बाईं ओर रखते हœ और हम कहते हœ िक एक एक दो से r r o 
कम है दो एक माइनस दो अब इस मामले मŐ ʩापकता के नुकसान के िबना एक दो से बड़ा है  तो यह और कुछ नही ंr r r r r 
बİʋ इसके पूणŊ अंतर के समान है Ɛोिंक एक है तो यह सच है Ɛोिंक एक दो से बड़ा हैr r r 
 इसिलए यह आह दूसरी िũकोणीय असमानता इसका अथŊ है और तीसरी िũकोणीय असमानता हमŐ कुछ भी साथŊक नही ंदेगी Ɛोिंक 
तीसरा  होगा आर दो एक ओ दो ɘस आर एक से कम है जो वैसे भी सच है Ɛोिंक आर एक आर दो के बराबर से बड़ा है और दो कŐ ūो ं
के बीच की दूरी सकाराȏक है
 इसिलए इससे हमŐ कुछ भी मतलब नही ंहोगा  तो हमने जो देखा वह यह था िक यिद इस समीकरण के िũभुज का दािहना हाथ gful 
यहाँ है यिद िनरपेƗ मान एक से कम है तो हमने तकŊ  िदया िक Ůितǅेदन के दो िबंदु होगें और िफर हमने यह भी िदखाया िक हम का 
उपयोग करते Šए  िदखाया िक यह समीकरण 
पहली आकृित मŐ िũभुजो ंमŐ से एक के िलए कोसाइन कानून से मेल खाता है और िफर उस िũभुज मŐ िũभुज असमानता को लागू करने से 
हमने िदखाया है िक इन दो शतŘ को संतुʼ होना चािहए यिद दो सकŊ ल दो िबंदुओ ंपर छेड़छाड़ कर रहे हœ तो यह होना चािहए  सच है
 इसिलए हमने केवल एक ही राˑा िदखाया है िक यिद दो वृȅ Ůितǅेद करते हœ तो इन दोनो ंको संतुʼ होना चािहए लेिकन िवपरीत भी 
सȑ है Ɛोिंक यिद ये दो शतŒ पूरी होती हœ तो यह तीसरी शतŊ वैसे भी सच है Ɛोिंक एक दो से बड़ा है और  कŐ ūो ंके बीच की दूरी r r 
सकाराȏक है और
 इसिलए इसिलए हमारे पास तीन संƥाएं तीन सकाराȏक संƥाएं आर एक आर दो हœ और एक ओ दो करते हœ जो संतुʼ करते हœ  सभी 
तीन िũकोणीय असमानताएं और
 इसिलए उɎŐ हमेशा के साथ एक िũभुज का िनमाŊण करना चािहए और इसके पƗ के ŝप मŐ 1 करना चािहए और r 1 r 2 o 2 
िफर हम तकŊ  को पीछे की ओर ले जा सकते हœ और यिद हम तकŊ  को पीछे की ओर ले जाते हœ तो यह बŠत मुİʭल नही ंहै  िदखाएँ िक वे
दो िũभुजो ंमŐ हœ जो Ůितǅेद करŐ गे और वे इस िबंदु पर िबʋुल Ůितǅेद करŐ गे Ɛोिंक चंूिक ये तीन संƥाएँ एक दो और p r r d 
एक दो इस िũकोणीय असमानता को संतुʼ करते हœ एक िũभुज का अİˑȕ उसके दो शीषŘ के साथ एक और के ŝप मŐ होना o o 
चािहए  दो Ɛोिंक एक दो दो कŐ ūो ंके बीच की दूरी के अलावा कुछ भी नही ंहै और दूसरे शीषŊ के साथ िजसकी दूरी से है,d o o2 r2 
 इसिलए यह शीषŊ दूसरे सकŊ ल पर İ̾थत होना चािहए Ɛोिंक दूसरे सकŊ ल का दूसरा िũǛा है और इस की दूरी  िबंदु दो हैr2 p r 
 इसिलए इस िबंदु पर हमŐ इस वृȅ पर झठू बोलना चािहए और इसी तरह चंूिक यह दूसरी तीसरी लंबाई है , इस िũभुज का एक ही शीषŊr 

भी पहले वृȅ पर İ̾थत होना चािहए औरp 
 इसिलए  चँूिक यह दोनो ंवृȅो ंपर İ̾थत है,
 इसिलए यह Ůितǅेदन का एक िबंदु होना चािहए,
 इसिलए मœ िफर से दूसरे तकŊ  को दोहराता šँ, 
इसिलए हमने सबसे पहले जो िदखाया वह यह था िक िũकोणीय असमानता का उपयोग करके हमने िदखाया िक आह इस İ̾थित का अथŊ 
है िक ये दोनो ंआवʴक हœ अभी पकड़ो हम िपछड़े तकŊ  को िदखाएंगे िक अगर हमŐ केवल ये दो शतŒ दी गई हœ तो भी इन दो शतŘ का अथŊ 
यह होगा िक दो मंडल Ůितǅेद करŐ गे, Ɛोिंक हमŐ ये दो शतŒ दी गई हœ, यह İ̾थित वैसे भी सच है Ɛोिंक  एक से बड़ा है बराबरr r r 

से बड़ा या बराबर है और कŐ ū के बीच की दूरी सकाराȏक है अब इन तीन İ̾थितयो ंको देखते Šए हम महसूस करते r 2 r 1 r 2 
हœ िक यह İ̾थित कुछ भी नही ंबİʋ िũभुज वे तीन समीकरण Ůतीत होते हœ िũकोणीय असमानता काc 
 इसिलए हमारे पास मूल ŝप से सकाराȏक संƥा एक दो के साथ तीन संƥाएं हœ और एक ओ दो करते हœ जो िũकोणीय r r 
असमानता को संतुʼ करते हœ और
 इसिलए हमŐ सƗम होना चािहए  एक िũभुज की रचना करŐ  िजसकी भुजाओ ंकी लंबाई एक एक दो हो और अब एक दो o r r r o 
करŐ  एक दो दो कŐ ūो ंके बीच की दूरी के अलावा और कुछ नही ंहैd o 
 इसिलए हम इस िũभुज के दो शीषŘ को चुनते हœ िजनका िनमाŊण हम कर रहे हœ  एक और ओ दो और तीसरा शीषŊ हम इसे एक िबंदु के 
ŝप मŐ चुन सकते हœ जो दूसरे सकŊ ल के कŐ ū से दो की दूरी पर है और पहले सिकŊ ट के कŐ ū से एक की दूरी पर है लेिकन िफर हम  r r 
पता है िक दूसरे वृȅ की िũǛा है औरr 2 
 इसिलए यह िबंदु दूसरे वृȅ पर होना चािहए इसी तरह हम जानते हœ िक पहले वृȅ की िũǛा है औरr 1 
 इसिलए यह िबंदु भी ŷोत वृȅ पर होना चािहए और चंूिक यह चालू है  दोनो ंवृȅ यह Ůितǅेदन के िबंदुओ ंमŐ से एक होना चािहए िजसका 
अथŊ है िक दो वृȅ Ůितǅेद कर रहे हœ
 इसिलए हमने इस ʩाƥान मŐ अब तक जो िदखाया है वह यह है िक यिद दो वृȅ दो िबंदुओ ंपर Ůितǅेद करते हœ तो मेरे कहने का 
मतलब यह है िक यिद  दो अलग हœ  समाधान या इस समीकरण के िलए फाई के दो अलग-अलग समाधान जो केवल तभी होगा जब इस 
दािहने हाथ की तरफ एक से कम पूणŊ मूʞ हो,
 इसिलए यिद हम उस İ̾थित को मानते हœ िक यिद दािहने हाथ की ओर का पूणŊ मूʞ एक से कम है िजसमŐ दो अलग-अलग हœ  फाई के 
समाधान िजसका मूल ŝप से मतलब है िक हम मान रहे हœ िक दो मंडल दो अलग- अलग िबंदुओ ंपर दो अलग-अलग छेड़छाड़ करते हœ,
 इसिलए यिद दो मंडल दो अलग-अलग िबंदुओ ंपर छेड़छाड़ करते हœ तो यहां से शुŝ होता है और िũकोणीय असमानता का उपयोग 
करता है  हमने िदखाया है िक दो कŐ ūो ंके बीच की दूरी िũǛा के योग से सƢी से कम होनी चािहए और यह भी िक कŐ ūो ंके बीच की दूरी
दो िũǛा के बीच पूणŊ अंतर से अिधक होनी चािहए और उसके बाद हमने यह भी िदखाया िक हम  उʐा तकŊ  भी िदखाया हमने िदखाया 
िक अगर हम शुŜआत करते हœ तो अगर हम इस धारणा से शुŝ करते हœ िक दूरी शतŊ है  दो सिकŊ लो ंके बीच आर एक ɘस आर दो से 
कम है और यह दो िũǛा के बीच पूणŊ अंतर से अिधक है यिद हम उस धारणा से शुŝ करते हœ तो हमने यह भी िदखाया िक हमने तकŊ  
िदया िक यह होना चािहए और शायद पहले 15-20 िमनट मŐ  अगले ʩाƥान मŐ हमŐ शेष तकŊ  को समाɑ करने मŐ सƗम होना चािहए 
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तािक शेष मामले मूल ŝप से ऐसे मामले हो ंजहां हमारे पास एक के बराबर होने के िलए पूणŊ मूʞ या उदाहरण के िलए पूणŊ मूʞ एक से 
अिधक हो,
 इसिलए हम उɎŐ लŐगे अगले ʩाƥान मŐ मामले
 इसिलए हम समाɑ करŐ गे िक अगले ʩाƥान के पहले 15 20 िमनट मŐ और अगले ʩाƥान के शेष भाग मŐ मंडिलयो ंके पįरवार पर 
एक नया िवषय शुŝ होगा, धɊवाद 
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