
ङߕపܽ ఉపߘ࠭   సంࡹ సࡍए घࠫޛ ల߯ ࡽ ङߕఉప ޴ छࣃ ړߖࣃ గతం, ࠭࠲ ఇۨऐ న ࡓంݡ సࡍए కएࡅ ల ࡽ  
ऒߖڜ ంۨన߅సంబం ڕల ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ  సమసङ లߘ పࡍషए ङߕబܽद ఈ ఉపڒ ,ంۧ࠭ࡍ సంࡹ మనం ఏߕ޼ 
एࡍస ݡంࡓ ల మధङ ࡽ  ఖండన ڝణం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ .࠭ޑݡ
  ఏࡓ ߕ޼ంݡ సࡍए  ݡంࡓ ߕ޼ఏ ,࠭ޑళࢗ ࠭࠲ ړߖݞనھߘక ߖޒबࣄࡍప ݦఉం ڴ ࡽనڿफࡗకܽ ఆڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ
ఇۨऐ న సࡍए ల మధङ ࡽ झړ࠻ ࡽకݟࡌ  ࣒ అࡱߧ ߖవబߖ޳ ݦऒ రछߖ ݞږ  फࣃۨ బܽद ఇవछڒ ࠭ బݟన ࡓంݡ 
సࡍए ऒߖހڝ ల ఖండన ࡽ రछߖ  ۨంచడంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం.
फޑవృ ݡంࡓ   ల సࠬకరణం మనڕ అం޴ంచబݟందߖ అڕߘం޳ం మࡓ ࠾ࡍంݡ వృޑफ  కܽڜߖ޳ఒక ࡱ
కࣆࡱफߕऒ బܽद సओڒ ࠼ షदంࡓ ڴంݡ వృޑफ फࣃࡱఒకܽ క ޜߖ޳ఒక ࡱ फޑవృ ݡంࡓ ణంڝ ఖండన ޙక߱ڒ ࠼ లڕ
ࠪऴతߖ ࠲రछ ۨంచబޔݡం޴ 
.
 ఆ సందరग ంࡹ ఖండన ڝణం ߖరछ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ఇ࢑ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ కࣆࡱफనऒ फޑవృ ݡంࡓ   ߖఅ ࡱ
ओߩۮ फޑవృ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ݡంࡓ ࡱ ండవ వృతफంࡓ ޴దܽ వృతफం ఒకܽ ఇ࠴  ޴బܽद ఇڒ ,ం޳ంڕ ల ښంऴࡱ޳ 

ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ వదभ ఉߕऒ యۮ ߖపओ ం࠴ ݟదܽ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం చޔరऴసం పऱ࣒  o o x y 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ం  ప޳ంڕߘఅ ߤవ ݡంࡓ  ऱ࣒  ݀ వߤ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ఒకܽ ࣄ   ఒకܽ g x f y s ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
మࡓ ࠾ࡍండవ వృతफం ࡓంࡅ ݡకए  సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ ݀  ऱ࣒  s x y g x f ݡంࡓ 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ  फޑవృ ݡంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ फࣃࡱక ࡱ ओߩల వదभ ఇ࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ఈ  ࠼  y c ݡ
మనం ࠴దܽ వృޑफ भ޳ڶ ߖ ݋ంܐంܼ ړߖ ం ڒబܽद ఈ ఖండన ࠉం࢓޶ వదभ ܼంܐం݋ ఇ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद 
తపओ फޑండవ వృࡓ ڴ࢑ధం޻అ ,޴ఉంܿం ڴࡱڶऴݟ  ޴ఇ ڴࡍసߖ ఖండన 90 ݟయంڶ ݞږ ߘ ݋ంܐంܼ ړߖ
కएࡅ  అࠉ ޻ం࢓޶ వదभ ఇకए డ ܼంܐం݋ ఎߩࡏ రంࣃڶ ࡹڷफ  ఈ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆߧߖక ࡮ఇ ޴క ఇߘక ,ࡏ
फޑండవ వృࡓ రణ ఖండన వదभ߄ࣃ  t ړߖ޳దܽ࠴ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ߖߖ޵ ߘߝ ,݋ంܐఖ ܼంࡔ సరళ ړߖ
ܼంܐం݋ అࣃࡱߧ ߖफ एࡍవ వదभ స  ߘ छ޳ ߤవ ߘߝ ߘ࢓޶ంࠉ ఖండన ޻అ  ࡽ फࣃࡱߧ ࡌ  ఆ߯ ఈ e t , ߘ
ల మధङ ݋ంܐంܼ ݡంࡓ  ఈ ߖހڝऒ फࣃޒమߘఅ ڕܼޓ  फޑవృ ݡంࡓ వదभ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈ ఖండనڒ ,ߘ లڕ p 
ల మధङ ݋ంܐంܼ ݡంࡓ  ఈ ڝణం ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ߖހڝऒ  
.ࡏణం అంܼڝ
फޑవృ ݡంࡓ  ల మధङ  ఖండన ڒబܽद ఇߩओ फޑవృ ݡంࡓ ݡ ల సࠬకరߖހऒ  బܽद మనం ఈ ఖండన ߖހڝ ܼޓऒ  
కھߘనగలڝ ߖ޳ ,࡯ڴసం మనం ఈ ఖండన ࠉం޳ ߘ࢓޶छ फࣃۨࣇ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ ఒకܽ ࡓంݟంܽߖ సరళa o 
छ޳ ఖࡔ .࠭ޑߩࡱక ݞږ ࡌ
  ఇߩओ మన వదभ ఉనऒ ݡ ఉనऒ ڕమన ޴బܽद ఇڒ జంࠜޒऴ ޴  ऴࠜޒజం ڒబܽद ఇ޴ o one ao 1 ao 2 o 1 a 
కएࡅ ڴࠈ దܽ వృతफం࠴ ޴సࠪనం, ఇ ړ1 ࢓డ߰ ߩ࢙  ࢐ङ రࣃ बం  ࡏڝझ  అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  r s 1 r 1 g 1 f
1 ࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ఇకए డ మనڕ ఇపओ  c 1 g 1 f 1 c 1 ࡱవࡱ࢑ ࠾ࡍమ ښܽ
కएࡅ దܽ వృతफం࠴ కం݄޶ఎం ࣆࡱޘ  సࠬకరణం అ࢑ ޻ధంڴ మనڕ అం޴ంచబݟంڒ ޴బܽद మనం ఈ 
߰డߖ ࢓ కھߘనవ۪ऐ  ఇࡓ ړߖ܉ߖ ޴ండవ ࡅ ࡛ࣄకए  ࢐ङ రࣃ बం  మࡓ ࠾ࡍండవ వృతफం ࡅకए  o2a cle 
సࠬకరణం మనڕ ఇపओ వ۪ऐڝࣆࡱޘ ߘవలࡱ࢑ ࠾ࡍబܽद మనం మڒ ࣆࡱޘ ښܽ  g two f two c two 
ए࣋ ݡంࡓ ޴ߝఅ ݡంࡓ బܽदڒ छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒࠳ ߩచదర ݡంࡓ   వర ठ࠮లం అޔ࢓ం޴.r g f 

झࡏڝ ఆ߯ ݡంࡓ కएࡅ  కएࡅ ంऴదంښ  ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ మనڕ ఇపओ  ంऴదం   cښ దܽ࠴ బܽदڒ ࣆࡱޘ ښܽ
కएࡅ ࡍఆڝ  न࠴ ݋ߝదܽ వృతफం ࡅకए छࡌత ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ࠪڒ న࣒ ఒక࠳ ంऴదంښ  త ఈ g f 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  नࡓ ࡱ ݋ߝంښ ݡంऴదంڴ ఉంܼࡓ  ࠼ండవ వృతफం ࠳న࣒ ࡓం࠳ ࠪڒ ݡన࣒ o g f 
మధङ ࢐ܽ ఆ߯ ݡంࡓ ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ ݡంࡓ రం అం݄ ఒకܽ޷   తफం o g g࠴ ݡంࡓ న࣒࠳ రం ఒక޷ 
చޔరऴసం పऱ࣒  ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴసం ࡅకए  వర ठ࠮లం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद f f 
ఇߩओ ఇకए ڕమన ݡ డ ఉనऒ  ల a o2܉ࠜ ݡ࠮ ߖ޳ ࠾ࡍమ ޴జం ఒకܽ ఉంࠜޒऴ ڕఏࠫటం݄, మన ޴
߰డࡱ࢓ మనڕ ఖۨऐ తంڒ ࣆࡱޘ ڴబܽद ఇߩओ కएࡅ జంࠜޒఈ ऴ ݡ  నడంھߘక ݞږ ߘలހڝ ݡ࠮ 
ధङࣃ మޔ࢓ం޴, అޙ࠼ ఈ ߖހڝऒ  కھߘనమ࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖ.
 t  ࢐ టޙ 

फޑండవ వృࡓ  ओߩబܽद ఇڒ ࡱڶऴݟ  ݞږ ణంڝ బܽद ఈڒ ݋ంܐంܼ ړߖ फ t2࣋࡯ࢣࡍప ߖ ݋ం࠼ߦ మనం ఈ ݡ 90 o
ఈ ࠼ߦంࣃ۫ ߖ ݋फ o 90.޴ఉంܿం ܼޓ ڕఆ߯ మన ,޴ణం  ఉంڝ దట ఈ࠴ ڕబܽद మనڒ ࠭
 అߩओ  కం݄ ఈ o1 a o2޶ఎం ,޴ణం ఉంܿంڝ ఈ ڕమన ړࡍవۨ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݟڕ ణం 90ڝ ఈ ڕమన ݡ
ऒߖలހڝ  ఈ o 1 a ࠾ࡍణం ఈ మڝ ޴బܽद ఇڒ ࡱڶऴݟ ణం 90ڝ దܽ࠴ బܽदڒ ,࡯ݞఉం ࠼తफం 360 అ࠴ ܽ
ܼంܐం݋  మధङ  అం݄  ݟऴڒ ࡱڶబܽद ࠑ  ప ऱ࣒  ఆ߯ మనࡓ ڕంݡ సࡍए t 1 ,޴ణం ఉంܿంڝ ల ఖండన ࡽ 90 pi 2
ఇ޴ ఈ ࠻ంܼޓ ࡽڵ పऱ࣒  ఆ߯ మࢁऱ మనڕ ఈ ߄ࣃరణ మధङ  o2 a.࠼ఉంܼ ࡱڶऴݟ 90 
మధङ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݡంࡓ బܽदڒ   छ޳ ݡంࡓ ऱࢁమ ڕబܽद మనڒ ࡱڶऴݟ ంࠢޛ ణంڝ   o a t pi ࠾ࡍమ ࡌ
 ప ऱ࣒ ऒߖట࢒ బܽदڒ ఒకܽ ݡంࡓ ణంڝ బܽदڒ ఒకܽ ݡంࡓ ణంڝ  ంܽ࠴ ڔతफం ݡ࠮ వందల అర࢙ o ao o ao 
.࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕలڶऴݟ
వలऱ అకए޶అం ࠾ࡍమ ݡంࡓ  డ ߘంݟ మనం ڝణం అۮ ߖపओ వ۪ऐ ఒకܽ తపओ ݡంࡓ    pi o ao pi ڴࡍసߖ
మనం ఇకए ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜܼޓ న࣒࠳ డ ࠳న࣒ ܼޓ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭, ఇߩओ  pi ߖࡹజంࠜޒమనం ఈ ऴ ݡ
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ఈ ڝణం ߤ࣌ڜ ړߖހڝ చ दܼ ऒߖ  వࡍ फంపܑࣃफ కएࡅ ణంڝ బܽद ఈڒ ࠭ छ޳ చటदం ߤ࣌ڜ   o2 ao1 o2 ao ࡌ
ఒకܽ సࠪనం  ఈ ړߖހڝ ఆߖڜߘ ఉనऒ  తफం࠴ లࣃరऴޔల చ܉ࠜ ݡంࡓ 
ఈ సందరग ڴథࠫకంߦऴ ࡱ܉ࠜ 2 ޳ࡶ ంࡹ చదరߩ మ࠾ࡍ చదరڒ ߩబܽद చదరߩ పऱ࣒  r 2 r 1 r 1 r 2
చదర࠳ ߩన࣒ ఈ ړߖހڝ ఎڴࡏ޶ ఉనऒ ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޴క ఇߘక ߩ࢙   
ऒߖࣃరऴޔరం, ఆ చ޷  
ఈ ړߖހڝ ऴపకए ఉనऒ ߝ కएࡅ ࢓ల ߰డ܉ࠜ   ఉతओ ࡓ ݡంࡓ ړफޒ ऱܿ ࠙ڵంచంڒ ݟబܽद ࡓంࡓ ݡ ऱܿ 
࢑భ܊ంచబݟంڒ ޴బܽद ఇߩओ ఇకए ݡ డ ߘంߖߖ޳ ݟ మࡍంత ࠭ంڕ޶ r one r two ah 
ऒߕޔࢂࢗڕࣆޓ ࠭ పరం࠭࠲ ڴ ఇపओ  సం ah r one r two o one oڝ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ښܽ
వङ ڔ फకరణలߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ ఎం޶కం݄ మࡱ࢑ ࠾ࡍవ మనڕ ఇపओ  gg one g two f one f ࣆࡱޘ ښܽ
కएࡅ  సࠬకరణం ߘంࡓ ݟంݡ మࣄ ࠾ࡍ ఒకܽ ࡓ ࣄంࡓ ڕࠪ ݡంݡ సࡍए ఇవछ ࡱ ࡽ బݞन  బܽद మనం ఈڒ ࠼
కएࡅ ణంڝ ఖۨऐ ߘ ߤ࣌ڜ  తంڴ కھߘనగల࡯ڴ, అڝ ޙ࠼ణం ࡓంݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ߤ࣌ڝ ܼޓ o ao pi o 
కएࡅ ܼޓ న࣒࠳ ఒకܽ ݡంࡓ ఇపओ ڕమన ߖఅ ߤ࣌ڜ   ao pi.ࣆࡱޘ ښܽ
 
వలం r 1 rښ ࠭࠲ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ݞږ ߖసࠪనమ ޜ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ޴ఇ ߗڒ సࠪనం ڕܼޓ ࣒ڒ న࣒࠳

 మڝ  ࠾ࡍసం ఎڡझ  ऴ߭షߤ లߘ భࡎ फ ࣃۯफ झڡబܽद ఈ  ఎڒ ࠭  ऴ߭షࡱ ߤ ఇకए డ మ࠾ࡍ అకए డ భࡎ फ 2 o 1 o 2 3
.࠼ޑయబడۯ
 ఈ ࡅ ܼޓ ߤ࣌ڜకए పऱ࣒ ߩచదర ߩబܽद చదరڒ సࠪనం ޜణంڝ ߤ࣌ڝ న࣒࠳   ఒక o2 ao 1 r 1 g 1 f 
చదర࠳ ߩన࣒ ఒకܽ పऱ࣒ పऱ࣒ ߩచదర ݡంࡓ రऴసంޔచ ݡంࡓ   ఒకܽ c r g f c ݡంࡓ న࣒࠳ ߩచదర ݡంࡓ 

కएࡅ రऴసంޔతफం చ࠴ ݡంࡓ పऱ࣒ ߩరऴసం ఒక చదరޔతफం చ࠴ ݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ న࣒࠳   o o g gݡంࡓ 
చదర࠳ ߩన࣒ ࡓంݡ ఒక ࡓంݡ ఆ߯ పऱ࣒  ఒక చదరߩ పऱ࣒  ఒక g g f f f f ݡంࡓ న࣒࠳ ߩచదర ݡంࡓ 
మన వదभ ఉనऒ ࠾ࡍలవం మ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ  ࣔరం ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद అࡏࣃ 2 ޴ऱ r r 
చޔరऴసంڴ ఉంܿం޴ ऴ1 ڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఎ1 ࠆ ࣋ए छ ࡓ 1 ࣄ న࣒࠳ ࡛ ऱܿ వర ठ࠮లం ऴ2 ڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఎ2 ࠆ ࣋ए छ ࡛ 
ఖङ࠭ ޴ఇ ࠾ࡍమ 2 ࣄ న࣒࠳ ంڴ మన వదभ ఉనऒ కएࡅ ܼޓ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ ࣒ڒ ޴ ఉనऒ ܼޓ బܽदڒ న࣒࠳   
 ܼޓ ࣒ڒ
फޑవృ ݡంࡓ ల మధङ  ఖండన ڝణం ڒబܽद ܼޓ  ప ऱ࣒  cos c 1 c 2 g 1 g 2 ݡంࡓ న࣒࠳ ऱࡏࣃ న࣒ 2࠳ 
ऱ వరࡏࣃ ݡంࡓ ݡంࡓ ߤऱ వࡏࣃ ठ࠮లం ఒక చదరߩ పऱ࣒  ࣋ए छ  f f g fn c1 ޜరऴసంޔऱ చࡏࣃ న࣒࠳ ࡛
ए࣋  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ छ కएࡅ ࡛ పऱ࣒ ݋ࡐ   ࣋ए छ  g2 f2 c2 pi 0 ܼޓ న࣒࠳ ݟంߘ ܼޓ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࡛
మ࠾ࡍ మధङ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡹߖ޳ ݞږ ܼޓ ఉండޜࠓందߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफంڒ ޴బܽद ܼޓ pi 
పࡹ߅ࡍ ఉంܿంߘ 0  ޴ంݟ వరڕ ऴۯ ߤࡷ ߖށࢩయߕޔࠓऒ  వ ఏࠬ piࡱ࢑ ܼޓ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡏ
ఉండڒ ޶బܽद ܼޓ ఈ ࣒ڒ ߩ࢙ ޒۯ ݟڕ ఇనछ ࡛झ  తపओ  మࡖకܽ 
ఉండڒ ޶బܽद ړߖࠪࡹ࢑ ࣒ڒ ܼޓ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡹ࢑ ࣒ڒమం ࡅకए  ࢐దన ఈ వङ ڔ फకరణ 
అޔ࢓ం޴.
 ఇߩओ ऒߕఉ ࡹޒबࣄ ఏ ݡంࡓ ݡ भ޳۫ ࡆ ం  వృޑफ फޑవృ ݡంࡓ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڴ ࡽనڿफࡗఆ ࡱ  ࡽనڿफࡗఆ ࡱ
అߧۮ ߖओ నߩओ फޑవృ ݡంࡓ ݡ మధङ ࢐ܽ ࡱ  
ఖండన ڝణం 2 ݟ 90 ޳ࡶऴࡱڶ ߯ ఉం݄ߖ࢐ܽ ߝ ఆࡗफڿనࡽ అߖ అంܼڒ ࡏబܽद ఇߩओ  ࡹޒबࣄࡍమనం ఏ ప ݡ
भ޳۫ ޾ఉం ࡹޒबࣄ ఏ ޳ࡶ ం.
 ఇۨऐ న ࡓంݡ వృޑफ झ࡯޳ంۮ फߧసంతృ ࡮ݦఉం ڴ ࡽనڿफࡗకܽ ఆڜߖ޳ఒక ࡱ న షరޔ ఇకए డ ߘం࡮ۧ ݟ 
కషदంڴ ఉండږడ޶ ఎం޶కం݄ ࡓంࡓ ݡంݡ వృޑफ छ޳ ݡంࡓ ܼޓ ఉం݄, ఈ ڴ ࡽనڿफࡗఆ ࡱ ڴసࠪనం ړ߯ ࡌ
ఉం࣒ڒ ߗڒ ࡯ݞ ఆࡓ ߯ ࠆంߕࣆ  ݡऒ फޑవృ ݡంࡓ  తపओ ߩ࢙ ݟڕ లం݄ ఈݞఉం ڴ ࡽనڿफࡗఆ ࡱ  ڴࡍసߖ
ऒߕࣆ फޑవృ ݡంࡓ ఏࠫటం݄ ޔబܽद షరڒ ࡯ݞఉం ڴ ఇకए ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ డ సࠬకరࡱހ 
ఇవछ బݞन फޑవృ ݡంࡓ బܽदڒ ࠼ ఈ వङ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼అ ࡽనڿफࡗఆ ݡంࡓ ࡱ ఒకܽ ࡱ ڔ फకరణ ߕࣆऒ  అం݄ ࡓంݡ 
ऴڴ వ܊ ߤ ݀ పऱ࣒  ݀ ఎࠆ వߤ ఎࠆ ݀ ఈړछ झࡽ పऱ࣒ ߤవ ࣄ  झߜڒ బܽद ఈڒ ݀ ࣄ  ం సओۮంڜ ߖ दߵ షदంڴ 
పओۮ ऴపశऒ ݡంࡓ ړߖݞ లڕࣆޓ ߘం޳ం ڒబܽद ఇకए డ ߘߝ ఒక వృతफం ߕࣆऒ  వࠉ ߤంڷ ࢓޶ంݞ 
एࡍస ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ߖందޔࢂࢗ एࡍఈ స ڕల ࡽ పओۮ ߖఅ ࡽనڿफࡗఆ ڕల ࡽ బݟన ࠴దܽ ऴపశऒ  బܽदڒ 
సࡍए పओۮ ߖఈ సࠬకరణం ఉంద ړ ࡽ ంݟ మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ऒ బܽद ఈ sڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݋ం࠼ߦ 
సࠬకరణం తపओ ऒߕࣆ ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ పऱ࣒ ߤబܽद మనం వڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ݀ x y f
 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   c ߖ
߰ం࠭ޑ޶, అڼ࡮ ఈ సࡍए एࡍస ݡంࡓ ࡽ फޑఈ వృ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ ࡽనڿफࡗఆ ڕల ࡽ  s ࡽనڿफࡗఆ ړߖ
ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘޔసం షరڝ ܾ࡯ߕڿफࡗబܽद మనం ఆڒ .
 ఈ షరߘޔ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒ x y x࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛
పߘࣜ޴ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍండవ వృతफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡛  బܽद ఆࣣ x yڒ 
బܽद ఇకएڒ డ మనం అ࡮ అߩۮ ޙ࠼ओ ఇకए ࠭࠲ ం޳ంڕ డ సࠬకరߖހऒ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 x y g 1 

 ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  ఒకܽ ߕࣆऒ ओߩసࠪనం, అ ړ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ ఒకܽ࠳ ఒకܽ ݡ  ఒకܽ ࠳న࣒ x f 1 y c g f c 
పߘࣜ޴ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ࡓండవ వృޑफ ం݄  ࣋एڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖߖ޵ ࠭࠲  మనం ړߖ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ x y 
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 ప ऱ࣒  ݀ ऴڴ ݀  ప ऱ࣒  ݀ ఎࠆ ݀  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࣄ  ओߩసࠪనం అ ړ సओ ݡ షदంࡓ ڴంݡ మ࠾ࡍ x y g f 
ऒߕࣆ ݢంࡓ ݡంࡓ ఉనऒ ڕకం݄ ఈ వృతफం మన޶న࣒ ఒకܽ, ఎం࠳ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡱ फޑదܽ వృ࠴   c ړߖ
ఆࡗफڿనڴ ࡽ ఉంܿం޴ ఈ సࡍए फޑదܽ వృ࠴ ఈ ࡽ ఉనऒ ڴ ࡽనڿफࡗఆ ړߖ ం޶న ఇ޴ ఆࡗफࡅ ܾ࡯ߕڿకए  s 
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯, ఇࡓ ޴ంࡓ ݡ ऱܿ ࡏࣃऱ ఒకܽ , ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ పऱ࣒  ऱ g g fࡏࣃ ऱࡏࣃ ݡంࡓ 

ఇ0 ޴ తపओ ప  ڴࡍసߖ ऱ࣒ తపओ ޴బܽद ఇڒ బܽदڒ 15- ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ  ప  ڴࡍసߖ ऱ࣒  f1, c c1 2g c ړ15 
సࠪనం.
फޑండవ వృࡓ ݞږ వృతफం ڴ࢑ధం ޻ండవ సࠬకరణం అࡓ ޴దܽ సࠬకరణం ఇ࠴ ޴బܽद ఇڒ   ah ړߖ
ఆࡗफڿనڴ ࡽ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఒښ రక࠳న సࠬకరణం ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࡓంݡ ఉంܿం޴ , ఇߕࣆ ޴ऒ  g g 
 ప ऱ࣒  ݀ ఎࡓ ࠆ ऱܿ ࡓంݡ అం݄ ߕࣆऒ పऱ࣒ ࣄ ݞږ   డవ సࠬకరణం f࠮ డవ సࠬకరణం ఈ࠮ ఈ ݀ ࣄ 
సओ ڕమన ݟంߘ షदంࣄ ڴ ఒకړߖ޳ సࠪనం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠴దܽ సࠬకరణంࡹ ఆ సࠪۧߖࡌऒ  
ఉప࣋ڵࡆफ ఇߩओ c al to one c ߖ ޻కం݄ సࠪనం  మనం అ޶ఎం  ޴ంޔ࢓న࣒ ఒకܽ అ࠳ ࠆఎ ݡ
ఉప࣋ڵࡆफ, ࡅకए  ఈ సࠪۧߖࡌऒ  ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉపࣃڵࡆफ ࠭, ఇࡓ ޴ండవ సࠬకరణం, ఇ޴ c ah 
ఏړݡ సࠪనం అޔ࢓ంڒ ,޴బܽद మనం ఈ సࡍए కएࡅ ࡽ  అߖऒ సओ ࠾ࡍమ ߘలޔࠫࡌߦ  షदంڴ ఈ సࡍए  s ࡽ

s.࠭޳ం߰ ߖ
 బܽद g f g fڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ࠾ࡍమ ݡకం݄ ఏ޶ఎం ݡన࣒ ఏ࠳ ޴న࣒ ఇ࠳ ࠪڒ న࣒࠳ ޴ߝంऴదం అښ 
ओߩక తߧఎం ࠾ࡍమ ޴నࡕక సߧఒకܽ , అం݄ ఎం ࠪڒ ߤࢗ࣊ న࣒࠳ ంऴదంښ  మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం c d 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  క g f c b aߧఎం ޴నࡕక సߧబܽद ఎంڒ ޴ంޔ࢓అ ݡన࣒ ఏ࠳ ࡛
తߩओ క సమసङࡖబܽद మڒ  भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ం ڒబܽद ఇకए డ సࡍए  b ߖందޔࢂࢗ ݞంڷ ݋ం࠼ߦ ࠪڒ ࡽ
ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ వృతफం ఇۮ ࡮పओ వ۪ऐ छ޳    క వృతफం s xࡖమ ޴అ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ
చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ࣋ए छ ࡛ ఆࡗफڿనڴ ࡽ కࣆۯ ݋फం޴ అߩओ కएࡅ వృతफం ݡ కएࡅ ంऴదంښ   y k 
बࣃ  నం ఈ ڷࡱߕ ఎంߧకలࡹ ఒకܽ కߘక మనం కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद సࠬకరߖހऒ  s ߖంऴదం అښ 
పओۮ వछߖ ంݟ వృతफం s  b 
వృతफ ښంऴదం ࡅకए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఎకए డ ఉߕऒ भ޳۫ ఆࣣ ࡆ ం, మనం మ࠾ࡍ అߩۮ ߖओ  ం, sb p q޳ంڕ
అߩओ एࡍఈ స ݡ కएࡅ ࡽ  సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ s x y px px qy ݡంࡓ న࣒࠳ 2 ޴ంޔ࢓న࣒ 2 అ࠳ ࡛
 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  ओߩసࠪనం ఇ ړ పओۮ ߖవృతफం అ ݡ బݟంࠉ  ޴ంڷ ࠪڒ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ߖ޵ c s a b 
అర बం ఏࠫటం݄, ఈ సࠬకరణం ޜ సࠪనం మ࠾ࡍ సࠪనం ޜ సంతృߧफ ۮంڒ ࡯޳బܽद ఒక చదరߩ x a y b
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒ ऒߕࣆ   దܽ b ap bq c࠴ ۯంࠚల ڕమన  ޴సࠪనం ఇ ړ
సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఈ ࡍߖ भషद వృతफం మࡖక వృޑफ పओۮ ݞږ ߖఅ ࡽనڿफࡗఆ ړߖ బݟంߖ޵ ,޴ సࠬకరణం x 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ऒߕࣆ ࡛  అߩۮ ߖओ కएࡅ ܾ࡯ߕڿफࡗబܽद మనం ఆڒ ,ం޳ంڕ  y k ߖޒबࣄ 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭, ఆ߯ మనڕ ఏࠫ లࣆࠚफంڒ ޴బܽद 2 ࡏࣃऱ ࡏࣃऱ g 1 g 2.
फޑదܽ వృ࠴ బܽद ఈڒ  కएࡅ ړߖ ఇకए ޙ࠼అ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ऱ ఒకࡏࣃ ݡంࡓ బܽदڒ న࣒࠳  డ g 1 g p g g g 
ऒߕࣆ ݡంࡓ  మ࠾ࡍ తࡌछ త ప ऱ࣒ ࡓ న࣒࠳ బܽद ఒకܽڒ ऱ ఒకܽࡏࣃ ݡంࡓ  ऱܿ ࡓంߕࣆ ݡऒ  సࠪనం f f q f 

ఒకܽ పऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद ఒకܽ  మڒ ݡంࡓ  छ एࡍస ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࡛  c c c c c k ࡱ ࡽ
ఆࡗफڿనڴ ࡽ ఉనऒ ం޶న ఈ సࠬకరణం ݞږ సంతృߧफ ۮంڒ ࡯޳బܽद ఈ సࠬకరణం ऴߦథࠫకంࡓ ڴంݡ 
సࡍए ల మధङ ࡽ  ఆࡗफڝ ܾ࡯ߕڿసం మనం ࠭ߘపܽ సऱݭ࠼ లࡹ ఒకߧ۫ ࡹߖ޳న ߘ ߖ޳ంݟ వۨऐ ంڒ ޴బܽद 
తపओ ࣄ సࠬకరణం  ݟంߘ ߖ޵ కएࡅ వలऱ వృతफం޶అం ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖࣃరऴޔచ ڴࡍసߖ  k 
సࠬకరణం అߖ సओ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  సࠬకరణంࡹ ఉప࣋ڵࡆफ మనڕ లࠚం޴ۯ s 
ఏࠫటం݄, వృతफం మధङ ఉనऒ ࡹ  మ࠾ࡍ అࣿంࡱࢡ తపओ  సࠬకరణం ఒక p q ࠼ޑ޶ంۮ फߧసంతృ ڴࡍసߖ
చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  ఇతర b ap bq k ޳ࡶ సࠪనం ړ
ࠪటలڒ ࡹబܽद ߖ޵ ऴߦథࠫకంڴ అర बం ఏࠫటం݄, వృతफం మధङ ఉనऒ ࡹ  మڝ ࠾ࡍఆࡍ नࡱ ݋ߝ p q 
ఎలऱߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ݢ  సంతృߧफ పరۧڒ ࡯బܽद ࡹక࣒ వృతफం మధङ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ࡹ  రऴసం sޔచ ࠉ 
రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ޴బܽद మనం ఇڒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ంऴదంښ ऱࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ࡍఆڝ  न݋ߝ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद x 
అ࠳ ޴న࣒ ࡓంࠉ ݡ ܽ అߖ అڕߘం޳ం.x 

࣊ంట࡛ పऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ࡍఆڝ  नߕࣆ ݋ߝऒ కएࡅ ంऴదంښ బܽदڒ  बࣃ  నం తపओ  ఈ   mes k y ڴࡍసߖ
సࠬకరణం, ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ సరళ ࡔఖ సࠬకరణం ఎం޶కం݄ ఇ޴ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ సరళంڴ x y 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠴ ޴దܽ ఎంߧక తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ ఎంߧక ڒబܽद మనం ࡓంݡ సࡍए కएࡅ ల ࡽ  a a 
झړ࠻ ࡽకݟࡌ ࣒ అߧ ߖలవబߖ ߖߖ޳ ݦరछ ۨంڜ ۯతफ అంࡿࢗ ړߖࢡभ ం,  ڒబܽद మనࡓ ڕంݡ సࡍए ఇۧऐ ࡱ ࡽ రߖ
అڕߘం޳ం, ڒబܽद ఇ޴ సࡍए పओۮ ߖఒకܽ అ ࡽ ంݟ మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ మࡖక సࡍए .޴ఉం ࡽ

ओߩఇ ݡంࡓ ऒߖంటऱ࠼ߦ ఆ ݡ ంܽߗ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭ అం݄ ࠭࠲ ఆ ࠼ߦంటऱߘ ࠪऴత࠲  s 
పࡍగࣃށफ ࠭ అం݄ ఈ ߘంࡓ ݟంݡ వృޑफ ల వరڕ ఉనऒ  ܼంܐంࡅ ݋కए  ߰డ࢓ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ p p 
फޑవృ ݡంࡓ నڵ࡯క ࡱ޳ంऴښ ࠾ࡍఒకܽ మ బܽद ఇ࢑ڒ ओߩۮ ߖఅ ࡱ  ఒక o p ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ం޳ంڕ
ఉనऒ ڕదܽ వృతफం వర࠴ ఈ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ అం݄ ఈ ࢓޶ంࠉ  ܼంܐంࡅ ݋కए  p s pa 
߰డߘ ࢓ంࡓ ݟండవ వృతफం ࡓంݡ వరڕ ఉనऒ  ܼంܐం݋ ߰డڕ࢓ సࠪనం ڒబܽद మ࠾ࡍ అߝ p s pa pb 
ऒߕఉ  ޴ంܿంڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ࠲ऴతࠪ ߘంటऱ࠼ߦ ఈ సందరग ࠼ ంࡹ సࠪనం ఆࣣ కߗసం ऴపదరज నࡹ 
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మ࠾ࡍ సࠪనంڴ కߧߖంచڒ ޶బܽद అ࢑ సࠪనంڕࡶ ڴం݄ అ޴ߝ మనڕ ఆసړ फ ఉనऒ  p pb p ࡹంటऱ࠼ߦ 
ఒకܽڴ పࡍగށంచబడ޶ p 

फޑవృ ݡంࡓ  ޶ࡶ ࠲క࣒ ࠪऴతࡹ బܽदڒ లڕ ܼంܐంࡅ ݋కए  ߰డ࢓ సࠪనంڴ ఉంݦ ఒక ऴపޙङ క ࠉం࢓޶ 
అࣣ అ޷ ޻రం కڵ࡯ ఉంܿంߖ޳ ,޴ ߰డ࢓ అనంతంڴ అߝక ࠼ߦం ऱܿ ఉߕऒ ऒߖఈ అ ࠾ࡍమ ࠼ ంటऱ࠼ߦ 
క࣒ మనం తछࡹ రࡹ ۫డࡃࠓ సరళ ࡔఖ , ࢐ ߖߖ޵సफݟࡌ ړߖ࢐కࡽ అࣾం అంܼࡏ.
 ఇవछ బݟన ࡓంݡ వృޑफ కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ బܽद ఈڒ ࡱ  సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ ߰ం޳۫ ࡹ޳भ ం, 
మనڕ ఇవछ బݟన ࡓంݡ వృޑफ ల సࠬకరހలߘ ఇۨऐ నటऱޙ࠼, మనڕ ఇవछ బݟన ࡓంݡ వృޑफ  ఒకܽ ࡱ
మࡓ ࠾ࡍంښ ݡంऴࡱ޳ మࡓ ࠾ࡍంښ ݡంऴ޳లߘ కڵ࡯ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం.ao 
ओߩఎలऱ ࠭࠲   एࡍస ݡంࡓ ంܼ࠭ , ఈڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘల࢓޶ంࠉ ఆ ݢ కएࡅ ݋ంܐంܼ ڕల ࡽ  ߰డ࢓ 
ఎవړࡍ సࠪనంڴ ఉంܿం޾ ఆ ࠉం࢓޶లߘ ࠪऴత࠲ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭, ఉ޳హరణڕ ఒక ࠉం࢓޶ p
ओߩవ࣋फ అ ࣄఅࣾం ࠬద పడవల ࡽకݟࡌ కएࡅ వ ݡ  ߰డߘ ࢓ం࠴ ݟదܽ వృతफం వరڕ ܼంܐం݋ p e p 
ఉనऒ ڕండవ వృతफం వరࡓ ݟంߘ  ܼంܐం݋ ߰డڕ࢓ ఖۨऐ తంڴ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మ࠾ࡍ pb pb 

తపओ ఇవछ ڕలం݄ మనڴజర ޴బܽद ఇڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڴࡍసߖ బݟందߩۮ ߖओ  ం.pa޳ంڕ
फޑవృ ݡంࡓ   ల సࠬకరణం ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనࡓ ڕంݡ వృޑफ ల సࠬకరణం ఇవछ బݟం޴ 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇߩओ కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ ݡ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఇߩओ फޑవృ ݡంࡓ ݡ ల 
మధङ ఉనऒ ڵ࡯క ߘలࢡఅࣿం ࡹ  ం.xy p޳ంڕߘఅ ߖఉంద ݋ం࠼ߦ 

ఒక ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ ఇߩओ  g f n g f   ࢓బܽद ߰డڒ ࡯ݞఉం ࡱڶऴݟ ంࠢޛ ޴ఇ ݡ
म޳ࣄ గర࣒ޢ߯ రऴసంޔచ ࢓డ߰ ߩచదర ޳ࡶ ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ఒక ࠴తफం చޔరऴړߖࣃ pa pa p 

సࠪనం ఎం޶కం݄ ఈ ऴࠜޒజం ఒక ݟڕ మనం కڵ࡯ ఉనऒ  తफం o ap pa p࠴ రऴసం ఒకޔజం చࠜޒణ ऴڝ 
చޔరऴసం ࠳న࣒ ఒకܽ ࠴తफం చޔరऴసం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴ మనం ࠭ߘపܽ ఉపߕङ  ࡹలࣃ
ఒకࣄ۫ ࡹߖ޳న ऱܿڴ త޶పࡍ గణనల࣋ۯ ߘफ , ఈ ڻ࣊ ߤࡷघ ంࡅ ݋కए  ࣋ए छ ࡛ न ޷రం సࠪనంڴ ah pa 
ఉంܿం޴.

ए࣋ ݟంߘ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ వߤ  ప ऱ࣒  ݀ వߤ  ప ऱ࣒ ఇకए ߤవ ࣄ  డ మ࠾ࡍ ఈ   l x y g x f y x y 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  नڒ ࡱ ݋ߝబܽद ఆ సందరग ంࡹ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नڴ ݋ߝ మ࠾ࡍ p p x y 
ऒߕڕࣆޓ ࠭ ఈ ࣋ए छ ࡛ न ࡵంۃ फ చޔరऴసం మ࠾ࡍ చޔరऴసం ࠬࡏڷ ݞږ ࡏफ۪ޘ ڕऐ  ం݄ , pa paڕ
फޑదܽ వృ࠴ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ంۨ ఈ߅సంబం ړߖ  పవ࡛ అంܼࡏ అ࢑ ޻ధంࡓ ڴండవ సࡍए  p ڕ ࡽ
సంబం߅ంۨ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  శړ फ ࣋ए छ ࡛ అޔ࢓ం޴, ఇݞږ ޴ సࠪనం  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  p pb x y 
ప  ݀ ݟంߘ ऱ࣒  ݀ ݀  ప ऱ࣒ ओߩఇ ݀ ࣄ  ఉనऒ ڴసࠪనం ࠾ࡍసం మڝ ݡ ం޶న, g x f y uh p pb x 
మ࠾ࡍ అࣿంࡱࢡ తపओ ఈ వङ ڴࡍసߖ ڔ फకరణ మ࠾ࡍ ఈ వङ ڔ फకరణ సࠪనంڴ ఉం࡮ݦ ఉం࡯ݞ.y 
  ఈ ࡓంݢ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  మ࠾ࡍ అࣿం2 ࡱࢡ p x y 
సࠬకరߖހऒ  

ప  ړࡹ న࣒࠳ ऱ࣒ ప  ړࡹ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒక ړࡹ 2  ऱ࣒  g 1 g 2 x f f y c 1 c ࡯࠻ۯ సࠪనం ݡంࡓ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ ऒߖఅ ࣋۫ ࠭࠲ బܽदڒ   అܿవంܽ ࠼ߦం ऱܿ ߖ޵ శړ फ ߘ  ޜంࡓ ݟంݡ వృޑफ  repe ct ݢంࡓ ࡱ
సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ అܿవంܽ అߖऒ ࡍఆڝ ల࢓޶ంࠉ  नࡱ ݋ߝ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯, ఇ޴ సరళ ࡔఖ
కएࡅ  సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఈ సరళ ࡔఖߘ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ݟࡌకࡽ అࣾం అంܼڒ ࡏబܽद 
మనం ۧ࠼ߦ ࡮ంటऱߘ ߰ం࠭ޑ޶.

అ࢑ ߝధంڴ బࣗࢡ ఇకए డ ఈ ߰డ࢓ మ࠾ࡍ ఈ ߰డ࢓ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇకए డ మࡖక   p 
ఉండవ۪ऐ ݋ం࠼ߦ  , అం݄ ܼంܐంࡅ ݋కए  ఈ ࠙గం ࡅకए  ఈ ߰డ࠴ ࢓దܽ వృޑफ  ఆ߯ ࠾ࡍమ ړߖ
ܼంܐంࡹ ݋ ࠙గ࠳న ఈ ߰డࡓ ࢓ండవ వృޑफ  ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ݞږ ࢓ఈ ߰డ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ړߖ
ం࠼ߦ కߝన అ࠳బܽद అనంతڒ ऱܿ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ࠬరందࡐ ఈ ࠉం࢓޶లߖऒ ంܽߗ కޙߧ࡯ మనڕ ఈ 
సరళ ࡔఖ లࣆࠚफంߖ޵ ,޴ సࠬకరణం ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ సరళ ࡔఖߘ అంܼࡏ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ࡅకए  ࡽకݟࡌ 
అࣾం, ࡓంݡ వృޑफ కएࡅ ,ޙ࠼నటऱࣄ࡯కܽ కڜߖ޳ఒక ࡱ  సࠬకరణం అߖ మనం ఇపओ  com.࠭ࢡ۫ ښܽ
ङߕబܽद మనం గత ఉపڒ न࡛ࣟ ߤ࠵   సం޳ࡶ ࡹ అంతڕ ࠭ం޶ ఉపߕङ సం߄ࣃ , ࠭ࣃ۫ ࡹరణ ޓగ 
కएࡅ  సࠬకరణం ߄ࣃరణ ޓగ అࠉ ޴ߝం࢓޶ ఖండన ࡅకए  ࡹఖࡔ సరళ ߮࡯క ߘల࢓޶ంࠉ ݡంࡓ 
కࣆࡱफం޴ మ࠾ࡍ ఉమघ కएࡅ ݡޑऴ ݟ  సࠬకరణం అ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.
फޑవృ ݡంࡓ  फనऒࣆࡱఒకܽ క ޜߖ޳ఒక ࡱ  సందరग ం ఏࠬ ڒ ޶ࡶబܽद ࠭ߘపܽ ఉపߕङ  ఈ ࡹߖ޳ఒక ࡹలࣃ
ऴపޙङ క సࠬకరణంڴ ఉం߄ࣃ ݦరణ ࡅ ࡛ڝకए  సࠬకరߖހऒ  మనం ఇపओ  ࡽకݟࡌ ޴ఇ ޙ࠼అ ,࠭ࢡ۫ ښܽ
అࣾం ࡅకए  సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.
फޑవృ ݡంࡓ బܽदڒ  फనऒࣆࡱక ࡱ ओߩ గ తపओޓ రణ߄ࣃ అࣾం ࡽకݟࡌ ݡ  మࡖకܽ ޶ڒ, మనం ࡓ ߖߖ޳ంݡ 
फޑవృ ݡంࡓ ,޴ఉంܿం ࣄంచవలࡍ࢑సफ ంతࡍమ ࡹశల޴ ओߩనړޑ కܽڜߖ޳వదभ ఒక ࢓޶ంࠉ ఒక ࡱ  కࡖమ ݡ
సందరग ం ڒవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంݟࡌ ࡹకࡽ అࣾం అߖ ۫పవ۪ऐ .
  ఈ ࡓంݡ సࡍए ల మధङ ࡽ  ఉంࡹ࢑ ݦమ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ తపओ  మࠬࡔ ఉండ޶, ఆ సందరग ంࡹ ఉంݦ 
సࠬకరణం అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴ 
[చపओ ऱܿ ] మనం ݟࡌ ޙࢀࢗ ڵࡍޒకࡽ అࣾం ࡅకए  ఈ సࠬకరణం అޙ࠼ ఇڒ ޶ڒ ࡮ۧ ޴బܽद ݟࡌకࡽ అࣾం 
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కएࡅ  సࠬకరణం ఈ సࠬకరణం ڒబܽद ࡱ࢐ అݟࡌ ޴ߝకࡽ అࣾం ࡅకए కएࡅ ఖࡔ ఈ సరళ ڕࡱ࢐   ,ࡱ࢐ 
ఇ޴ సరళ ࡔఖ అ࠼న ࠳న࣒ ࡅకए  న࣒ g 1 g࠳ 
కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ फޑవృ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ࡱ࢐ ݡంࡓ  లࡹ f f 
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంښ ݡంऴ޳లߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࡅకए  o ࡱ࢐ 

ओߩన࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݡంࡓ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ల ఉతओࡱ࢐ ݡంࡓ మనం ఈ ݡ  ం݄ f f g gڕࣆޓ ߖफޒ
మనం  ఉతओ ओ߮ۮ ڕమన ڴథࠫకంߦऴ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ फޒ ओߩఅࣾం ఎలऱ ࡽకݟࡌ , ఏࠫటం݄ ޴  ݡంࡓ ݢ
సࡍए ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڴలంబం ڕఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ల ࡽ ఇۨऐ ݡ న ࡓంݡ సࡍए ల మధङ ࡽ  అࣾం ࡽకݟࡌ 
అం݄ ఏࠫ݇ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇߩओ రछߖ ݡ फޑవృ ݡ࠮ ߕ޼ఏ  ޴फంࣆۨ ల ࡅకए  ߖంట࡛ అ࣊ ࡽకݟࡌ 
फࣃࡱߧ फޑవృ ݡ࠮ ࡮ఇ ڕబܽद మనڒ ࡏ ఇۧऐ ࡱ రߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ښంऴ޳ల సࠬకరణం ఒకܽ 
ఓ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఓ ݡ࠮ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం అߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ
ऒߕࣆ దܽ వృతफం ఒకܽ࠴  కएࡅ దܽ వృతफం࠴ ڴథࠫకంߦऴ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ s x 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ऴڴ వߤ  ప ऱ࣒ ప  ߤవ ݡంࡓ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ఒకܽ ࣄ  एࡍస ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  y x f y ࡱ ࡽ
మ࠮ ࠾ࡍడవ వృతफం ڝసం ఇ޴ ऴڒ ޓబܽद ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ऴڴ ऴޓ  ప ऱ࣒  g x y x f y ޓऴ ݡంࡓ 
 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮  ఇవछ ڕమన ࡱހసࠬకర ݡ࠮ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ బݞन  c࠭ޑڷݡమనం అ ࠾ࡍమ ࠼

फޑవృ ݡ࠮ ల ࡅకए రछߖ ڴథࠫకంߦంట࡛ అం݄ ఏࠫ݇ ऴ࣊ ࡽకݟࡌ   బܽदڒ ,޴फంࣆۨ
एࡍండవ సࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ల మధङ ࡽ झڙ࠻ ࡽకݟࡌ  కएࡅ ࣒  సࠬకరణం సరళ ࡔఖ అڕࠪ ߖ ఇపओ  ښܽ
డవ వృతफం మధङ࠮ ఖࡔ బܽद ఈ సరళڒ ࣆࡱޘ ళࢗ ࡹ ऱవలࣄన అవసరం ޶ࡶ.
 
ఇښ ޴వలం ఒక ఉ޳హరణ ࠪऴతڒ ࠲బܽद ఇ࠮ ޴డవ వృతफం మధङ ళࢗ ړࡹ ऱనవసరం ڒ ޶ࡶబܽद ఇ࠴ ޴దܽ 
మࡓ ࠾ࡍండవ వృޑफ ల మధङ సࠪనం  s s ړ ޳ࡶ ݡంࡓ ڴథࠫకంߦసࠬకరణం ऴ ߖ޵ ,అࣾం ࡽకݟࡌ  e 
ऒߕࣆ ݡంࡓ ࡱ న࣒࠳ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړ డ ߘం࠳ ݟన࣒ 2 ࡱ సࠪనం s 1 
నࣄ۫ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ బܽद ఈ సࠬకరణం మనంڒ బܽद సࠬకరణంڒ ऱܿڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒకܽ s 
మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ న࣒  ప࠳ ऱࡏࣃ సࠬకరణం 2  ޴అࣾం ఉంܿం ࡽకݟࡌ  ऱ࣒  ऱ s g 1 d 2 x f 1ࡏࣃ 2 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ࡓంߕࣆ ݡऒ  డవ f 2 y c c࠮ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
వృతफం మధङ  ఒకܽ మݡ࠮ ࠾ࡍ మధङ  s s.޴ఉంܿం ݞږ అࣾం ࡽకݟࡌ 
 
ఇకए డ ఈ ఆڕపచऐ छ޳ తڶ  డవ వృతफం మధङ࠮ ࠾ࡍదܽ మ࠴ ޴బܽद ఇڒ ޴ంݟపబ۫ ࡌ  ఉనऒ  ࡽకݟࡌ 
అࣾం అߩۮ ߖओ కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ ఈ ࠾ࡍం మ޳ంڕ  సࠬకరణం ऴߦథࠫకంڴ ఒక ࠳న࣒ ݡ࠮ s s 
ऒߕࣆ ऱ  పࡏࣃ  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ ऱ࣒  న࣒ g 1 g 3 x f 1 f࠳ ऱࡏࣃ 2 
ऱ  పࡏࣃ 3 ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮ న࣒࠳  फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޳ ࠭࠲ సࠪనం ړ ࠭ , ఈ ऴړంࡹ࢐ܽ ޴ మనం y c 1 c c 
డవ వృతफం మధङ࠮ ࠾ࡍండవ మࡓ ࡹߖ޳߮۫  ఉనऒ కएࡅ వ  ޴ంޔࢂࢗ ړߖ࢐సफ࢐ అࣾం ࡽకݟࡌ  ࡽకݟࡌ 
అࣾం ࡅకए  ఈ ఖండన ࠉం޳ ࢓޶छ మనం ఇపओ  ࡌ  బܽद eڒ ޴ఉంܿం ࡮అࣾం ఇ ࡽకݟࡌ ݡంࡓ నࣄ۫ ښܽ
फޑడవ వృ࠮ ࠾ࡍండవ మࡓ ޴నࣄڶ ࡹڷరం ߩࡏఎ ߘߝ ల మధङ  ݡ࠮ ړߖ࢐సफ࢐ బܽदڒ అࣾం ࡽకݟࡌ 
జతల వృޑफ ల మధङ  ఉనऒ  ݡ࠮ ޳ࡶ అࣾం ࡽకݟࡌ ݡ࠮ 
ఇ࢑ మనం ۨࣇ ۯంۨన ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ఏకڒలంࡹ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఈ ߖ ఈ ݡ࠮ సࡍए కएࡅ ల ࡽ  c c
फࣃࡱߧ ߖంట࡛ అ࣊ ࡽకݟࡌ  ޙ࠼అ ,ࡏ
एࡍడవ స࠮ ࠾ࡍండవ మࡓ ల మధङ ࡽ  ఉనऒ  ߖందޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ ఖండన ړߖ࢐సफ࢐ అࣾం ࡽకݟࡌ 
మనం ࠴దట ۫ߧంۧ࡯.
పచऐڕఆ ࠾ࡍలం మߗ    రంࡹڷ ఉనऒ కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ ݡంࡓ దܽ࠴   సࠬకరణం మ࠾ࡍ s one s 

మధङ  ఉనऒ కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ   సࠬకరణం ࡔ ࡯ߗ ࠭࠲ఖࣃڶ ࡹफ ࠭ అ࢑ ޻ధంڴ ఒకܽ మ࠾ࡍ two s s 
మధङ ݡ࠮ కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ   సࠬకరణం మݟࡌ ࠾ࡍకࡽ అࣾం ࡓండవ మ࠮ ࠾ࡍడవ వృతफం మధङ  
కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ  సࠬకరణం ڒబܽद ఇࡔ࢘ ݡ࠮ ࢑छ एࡍజతల స ࡏ కएࡅ అࣾం ࡽకݟࡌ ݡ࠮ ڕల ࡽ  
సࠬకరࡱހ 
ఇߩओ ऒߕफࣆࡱవదभ క ݋ం࠼ߦ ఒక ࡱఅࣿ  ࠭ࢡ۫ ߖఅ ڒݟࡌ ݡంࡓ మనం ఈ ݡ ओߩఇ ,࠼  మన l c ݡ
ఉపߕङ ङߕఖల߯ ఉపࡔ సరళ ݟంߘ లࣃ  ݟంߘ లࣃ
సࠬకరణం మనڕ ఇపओ ऒߕࣆ ం ఒకܽ޳ంڕߘఉం݄ అ ࡱఖࡔ సరళ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ښܽ  l ړ
సࠪనం ࡓంߕࣆ ݡऒ  nl.ࡱހఖ సࠬకరࡔ సరళ ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ సࠪనం ړ
 

ఒక ࠉం࢓޶ వదभ కࣃࡱफ ओߩఅ ࠼ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ ఈ ఖండన ݡ  సరళ ࡔఖల ܿڕంబం c c c 
छ޳ రణ సࠬకరణం߄ࣃ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ ఒకܽ పऱ࣒ नࠈం࡮   సࠪనం l l ݡంࡓ ऱࡏࣃ 
ऒߕࣆ  అ࡮ ޙ࠼ంࠈन नࠈం࡮   ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ వ۪ऐڒ  , మనం ࢑࢑ధ ࡱ࢑వలߘ ఎం۪ڕంܼ࠭  ࡮ంࠈन  
छࡔ࢘ ऒߗఖలࡔ ఈ సరళ ޙ࠼అ ,޴ంޔ޶ం߰ ߘఖలࡔ సరళ ࡏ नࠈం࡮  కएࡅ  కएࡅ వࡱ࢑ న࠳జߖ   ఏ 
నऒڕమనం ఎం۪ ݞంڕࡶ సంబంధం ޜవࡱ࢑  ఈ ߷రߖࡹ ࠹ ఈ సరళ ࡔఖలߗऒ  ఈ ࡓంݡ సరళ ࡔఖల ఖండన
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ऒߖ޵ బܽदڒ ࠼ޑళࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ  వࡍ फంపܑయడం ࠪڕ ఇపओ .ࣆࡱޘ ښܽ
 మన ࢑షړߖ࠻ వ࣋फ, ఇߕࣆ ޴ऒ ړదܽ పం࠴ న࠳సࠪన ړ फ అߩۮ ߖओ  న l࠳సࠪన ړ0 ޴ఇ ࠾ࡍం మ޳ంڕ
ړండవ పంࡓ फ మࡓ ࠾ࡍంࡌߪ ݢप ంకం.l2 
  ఈ ࠉం࢓޶ వదभ అߩओ సओ ݡ షदంڴ సరళ ࡔఖల ܿڕంబం ࡅకए  సࠬకరణం ڒబܽद ఈ ఖండన sect c 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ  ఏߕ޼ సరళ ࡔఖߘ ఎలऱߩओ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡹపంࡐ ఈ ݢ  ఒకܽ పऱ࣒ नࠈం࡮   l l 
ऒߕࣆ ݡంࡓ పऱ࣒ ޴బܽद ఒకܽ ఇڒ సࠪనం ړ नࠈం࡮  బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ ޴ఇ ݡంࡓ ऱࡏࣃ  नࠈం࡮   l l l l ݡంࡓ 
ऒߕࣆ नࠈం࡮ ߕ޼ఏ ޴బܽद ఇڒ   ఏߖ ߕ޼జ࠳న ࡮ంࠈन కएࡅ ఖࡔ ంత సరళڜ ݞږ ޴ఇ ړ  సࠬకరణం 
మనం ఇకए ߗڒ డ ऴࣄ࢐న ఈ సరళ ࡔఖ ఖండన ࠼ߦంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞం޴.
  
नࠈం࡮ న࠳సࠪన ړన࣒ 1࠳ नࠈం࡮ అࣾం, మనం ࡽకݟࡌ ݡంࡓ ߝఅ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ం݄, ఇڕࣆޓ ߖ  ޜ
సࠪనంڕࣆޓ ڴనऒ పओ छ޳ సࠬకరణం ߖ޳ , ڔܽ ఇవछ ࡌ బݟన ࡍߖ भషद సరళ ࡔఖߘ ߰ం࠭ޑ޶ .
ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ऱ ఒకܽࡏࣃ ݡంࡓ ఖࡔ ఆ సరళ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ࣄ ڕన࣒ ఒకܽ మన࠳   ऱ࣒  g d x 
ऒߕࣆ ऱࡏࣃ న࣒ ఒక࠳ ऒߖހఖ సࠬకరࡔ మనం ఈ సరళ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  సరࢁకృతం ࣋ۯफ మనڕ లࠚం޴ۯ 

ప  ړࡹ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ړࡹ ऱ࣒ ప  ړࡹ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ ړࡹ ݡంࡓ  ऱ࣒  t  wo g g x f f y c ݡ࠮ 
ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ चࢇࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈ సࠬకరణం ఆ ఖండనڒ ఈ సࠬకరణం ޙ࠼సࠪనం అ ړ  c 
సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం 
ఈ ࡓంݟࡌ ݡకࡽ అࣾం ࡅకए  ఖండన ࠉంڒ ࢓޶బܽद ఈ ࡓంݟࡌ ݡకࡽ అࣾం ࡅకए  ఖండన ࠉం࢓޶ c 
అޙ࠼ ఈ సరళ ࡔఖ ఏࠬ ߗڒ ޶ڒ ఇࡓ ޴ండవ మ࠮ ࠾ࡍడవ వృతफం మధङ  ࡵఅࣾం వ ࡽకݟࡌ డవ࠮ 
ఉంܿం޴ 
फޑవృ  ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡵబܽद ఈ సࠬకరణం ఈ సࠬకరణం వڒ  ࡱ

మݡ࠮ ࠾ࡍ మధङ అࣾం తపओ ࡽకݟࡌ   మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࡓంݟࡌ ݡకࡽ అࣾం ࡅకए  s two s 
ఖండన ࣃब నం ఈ సరళ ࡔఖ߯ ఉందڕࠪ ߖ ఇపओ మధङ ݡంࡓ డవ జత࠮ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ښܽ  s 
అࣾం సओ ࡽకݟࡌ షदంڴ ఉం޴  మ࠴ ݞږ ݡ࠮ ࠾ࡍదܽ ࡓంݟࡌ ݡకࡽ అࣾం ࡅకए  ఖండన ࠉం࢓޶ s 
అర ߖ޵ ,࠼ޑళࢗ ݞంڷ बం ఏࠫటం݄ , ఈ ݟࡌ ݡ࠮కࡽ అࣾం 

మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ వదभ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ఏకڒలంࡹ ఉంܼ࠼ߦ ࠼ంߖ ݋ c thi s 
తࡌछ ङߕఉప ޒ సంݡ࠮ ࡹ సࡍए फࣃࡱߧ ߖంట࡛ అ࣊ ࡽకݟࡌ ల ࡽ एࡍస ڕహరణ޳ఉ ,ࡏ కएࡅ ంబంܿڕ ల ࡽ
సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ ߰ం࠭࠲ ࡹ޳ చࡍऐ फࣃ ࠭, ఉ޳హరణڕ 
ఇۨऐ న ࡓంݡ సࡍए चࢇࢗ ݞంڷ ల ఖండన ࡽ  అߖऒ  సࡍए ऒߖఅ ޳ࡶ ޳ࡶ ంబంܿڕ ޳ࡶ ల సࠬకరణం ࡽ  
సࡍए ల సࠬకరణం ఇవछ ࡽ బݟన వృతफం మ࠾ࡍ ఇۨऐ న సరళ ࡔఖ ࡅకए  ఖండన ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद 
ङߕఉప ࡍప޶త ߖߖ޵ ࠭࠲ సంࣃ۫ ࡹफ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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