
  मागील ʩाƥानात वतुŊळांवरील नऊ ʩाƥानात आपले ˢागत आहे 
, आʉी दोन वतुŊळांǉा सामाईक ˙िशŊकेशी संबंिधत काही सम˟ा सोडवʞा होȑा ȑाबȞल आʉी चचाŊ केली होती ,
 ȑामुळे या ʩाƥानात आपण कोणȑाही दोन वतुŊळांमधील छेदनिबंदूǉा कोनाबȞल बोलू 
आिण नंतर िदलेली कोणतीही दोन वतुŊळे एकमेकांना ऑथŖगोनल आहेत अशी İ̾थती शोधǻासाठी आपण पुढे जाऊ या िशवाय िदलेʞा 
कोणȑाही दोन वतुŊळांमधील 
मूलगामी अƗ ʉणून ओळखले जाणारे अह असे काहीतरी पįरभािषत करेल, ʉणून आपण दोन िदलेʞा वतुŊळांǉा छेदनिबंदूचा कोन 
पįरभािषत करǻास सुŜवात कŝया.
  समजा आपʞाला दोन वतुŊळांचे समीकरण िदले आहे आिण आपण असे ʉणूया की दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत आहेत ʉणून ˙ʼपणे
छेदनिबंदूचा कोन फƅ दोन वतुŊळांसाठी पįरभािषत केला जातो जे एकमेकांना छेदतात जर दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत नसतील तर  ȑा
बाबतीत छेदनिबंदूचा कोन पįरभािषत केलेला नाही, ʉणून आपण असे ʉणू की ही दोन वतुŊळे आहेत जी एकमेकांना छेदतात ʉणून हे 
आहे  पिहले वतुŊळ एक हे दुसरे वतुŊळ दोन आहे तर आपण असे ʉणूया की या दोन वतुŊळांची कŐ ūे एक आिण दोन आहेत s s o o 
पिहʞा वतुŊळाचे समीकरण ʉणजे चौरस अिधक वगŊ अिधक दोन एक अिधक दोन एक अिधक एक शूɊ x y g x  f y c 
ʉणजे हे एक आहे आिण दुस-या वतुŊळाचे समीकरण दोन आहे चौरस अिधक वगŊ अिधक दोन दोन अिधक दोन s s x y g x f 
दोन अिधक दोन समान शूɊy c 
 ȑामुळे ही दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदतात  या दोन िबंदंूवर आता आपण पिहʞा वतुŊळाला ˙िशŊका काढू या ʉणजे छेदनिबंदूǉा या 
िबंदूवर एक ˙िशŊका ʉणजे ˙िशŊका असे काहीतरी िदसेल
 ȑामुळे मूलत: हे 90 अंश असणार आहे ȑाचŮमाणे दुस̴या वतुŊळाला ˙िशŊका काढू.
 छेदनिबंदूǉा ȑाच िबंदूवर ती ˙िशŊका येथे लाल रंगात काढली आहे जेणेकŝन ते असे काहीतरी िदसू शकेल ʉणून या छेदनिबंदूǉा या
सामाɊ िबंदूवरील दुस̴या वतुŊळाची ही सरळ रेषा ˙िशŊका आहे मी ȑाला दोन आिण ˙िशŊका पिहʞाला असे ʉणेन  ʩा वर वतुŊळ t 
छेदनिबंदूचा समान िबंदू मी ȑाला ने कॉल करीन आिण नंतर हा कोन या दोन ˙िशŊकेतील मȯे राš Ȩा ʉणजे हाt one p theta 
कोन दोन ˙िशŊकेतील दोन वतुŊळांमधला कोन छेदनिबंदूǉा या िबंदूवर असेल तर हा कोन आहे Ǜाला हा कोन ʉणतात दोन 
वतुŊळांमधील छेदनिबंदू
 ȑामुळे आता दोन वतुŊळांचे समीकरण पाहता आपʞाला थीटा छेदनिबंदूचा हा कोन शोधता आला पािहजे, ʉणून आपण हा छेदनिबंदू a
ने दशŊवू आिण एक दोन देखील सरळ रेषेने जोडू.o 
  आता आपʞाकडे िũकोण आहे तर हा िũकोण आहे जो आपʞाकडे आहेo one ao 1 ao 2 
 ȑामुळे ही ची लांबी ǉा बरोबर आहे जी पिहʞा वतुŊळाची िũǛा आहे िवहीर अɷासŢम वगŊ o 1 a r 1 s 1 r 1  g 1 
अिधक वगŊ वजा ǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीचा आहे िजथे आपʞाला आिण ची मूʞे आधीच मािहत आहेतf 1 c 1 g 1 f 1 c 1 
कारण पिहʞा वतुŊळाचे समीकरण आपʞाला िदलेले आहे ȑाचŮमाणे आपण ही लांबी शोधू शकतो.o2a 
 जी ŮȑƗात दुस̴या सीआयआरची िũǛा आहे  आिण ते पुɎा सापडू शकते कारण आपʞाला दुस̴या वतुŊळाचे समीकरण आधीचcle 
मािहत असʞाने आपʞाला दोन दोन आिण दोन ची मूʞे कळू शकतात ʉणून दोन हे फƅ दोन वगाŊचे वगŊमूळ अिधकg f c r g 

दोन वगŊ वजा असेल  दोन आिण नंतर अथाŊतच आपʞाला कŐ ūाचे िनदőशांक आधीच मािहत असʞामुळे f c 
पिहʞा कŐ ūाचा समɋय पिहʞा वतुŊळाचा कŐ ū वजा एक ˢʙिवराम वजा वन आिण नंतर या िबंदू दोन चे समɋय जे कŐ ū आहेg f o 
 दुसरे वतुŊळ वजा दोन ˢʙिवराम वजा दोन आिण नंतर ȑांǉामधील अंतर जे एक दोन इतके आहे दोन कŐ ūांमधील अंतर g f o g 
एक वजा दोन पूणŊ वगŊ अिधक एक वजा दोन पूणŊ वगाŊǉा वगŊमूळाȪारे िदले जाते तर आता आपʞाकडे एक िũकोण एक g f f o2 
आहे आिण आपʞाला ȑाǉा तीन बाजंूची लांबी नſी मािहत आहे आिण ʉणून आता या िũकोणाचे तीन कोन शोधणे देखील शƐ आहे
परंतु नंतर आपʞाला हा कोन शोधǻास सांिगतले जाते.

आपʞाला हे देखील समजले  theta wha  t 
आहे की दुस̴या वतुŊळाची ˙िशŊका असʞामुळे हा कोन देखील 90 अंश आहे ʉणून आता आपण या िबंदूकडे पािहʞास आपणt2 o 
या िबंदूकडे पाहतो ʉणून आपʞाकडे Ůथम हा कोन आहे जो 90 आहे नंतर आपʞाकडे थीटा आहे आिण  मग आपʞाकडे हा कोनo 
आहे जो 90 उजवा आहे आिण मग शेवटी आपʞाकडे हा कोन आहे कारण या सवŊ कोनांची बेरीज 360 असली पािहजे o1 a o2 
ʉणजे आपʞाकडे आहे तो ʉणजे पिहला कोन 90 अंश आहे
 ȑामुळे तो कोन आहे या आिण या ˙िशŊका मधील 90 अंश आहेo 1 a t 1 
 ȑामुळे Ȫारे 2 अिधक आिण नंतर आपʞाकडे दोन वतुŊळांǉा छेदनिबंदूचा कोन आहे जो हा कोन थीटा अिधक आहे नंतर पुɎा pi 
आपʞाकडे सामाɊ दरʄान 90 अंश आहे  तर दोन आिण दोन मधला कोन नʫद अंश आहे ʉणून आपʞाकडे o2 a o a t 
पुɎा बाय दोन आिण नंतर अिधक कोन दोन एक तर कोन दोन एक ʉणजे या सवाōची बेरीज तीनशे साठ अंश pi o ao o ao 
इतकी असली पािहजे.
 दोन आिण ʉणून ितथून आपण तो कोन ʉणू शकतो  दोन एक पाई वजा थीटा ǉा बरोबरीचे असणे आवʴक आहे आपणpi o ao 
येथे उणे थीटा िलš आता आपण या िũकोणाǉा या कोन कोन वर कोसाइन िनयम लागू कŝpi o2 ao1 
 ȑामुळे या कोनाǉा कोसाइन िनयमानुसार एक समान आहे  दोन बाजंूǉा वगाōची बेरीज Ǜा दोन बाजू या कोनाला o2 ao ah ah 
लागून आहेत िकंवा
 ȑामुळे 2 बाजू मुळात या Ůकरणात चौरस आिण चौरस आहेतr 2 r 1 
 ȑामुळे चौरस अिधक चौरस वजा चौरस या कोनाǉा िवŜȠ असणारी बाजू जी या कोनाǉा िवŜȠ आहेr 1 r 2 
 ȑामुळे ती वजा कमी होईल हे दोन कŐ ūांमधील अंतर आहे Ǜाचा चौरस 
या कोनाला लागून असलेʞा बाजंूǉा लांबीǉा गुणाकाराǉा दोन पटीने भागला जातो
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 ȑामुळे दोन पटीने भागला जातो दोनr one r 
 ȑामुळे अथाŊतच आता इथून ते पुढे घेऊन आता आपʞाकडे दोन आिण दोन साठी ǉा संदभाŊत ah r one r o one o ah 
अिभʩƅी आहेत कारण आपʞाला आिण चे मूʞ आधीच मािहत आहे.gg one g two f one f 
  दोन आिण क एक क दोन ǉा समीकरणापासून आपʞाला दोन वतुŊळे िदलेली आहेत ʉणून आपण या कोनाचा कोसाइन नſी शोधू 
शकलो पािहजे परंतु आपʞाला आधीच मािहत आहे की कोन दोन एक हा कोनाचा उणे थीटा कोसाइन आहे दोन o ao pi o ao 
एक हा उणे थीटाचा कोसाइन आहे pi 
जो आहे  इƓल टू वजा पण आʉाला हे देखील मािहत आहे की हे मागील ˠाइडǉा बरोबरीचे आहे आʉी फƅ cos theta r 1

आिण साठी अिभʩƅी बदलूr 2 o 1 o 2 
 ȑामुळे या 3 अिभʩƅी येथे आिण तेथे बदलʞा जातील.
 कोसाइन थीटाचा हा कोसाइन वजा जो कोसाइन चा कोसाइन असेल तर वगŊ असेल वगŊ अिधक एक वगŊ o2 ao 1 r 1 g 1 f 
वजा एक अिधक दोन वगŊ असेल दोन वगŊ अिधक दोन वगŊ वजा दोन एक दोन पूणŊ वगाŊचे वजा ʉणजे एक दोन c r g f c o o 
पूणŊ वगŊ असेल एक चौरस अिधक दोन वगŊ वजा दोन एक दोन नंतर अिधक एक वगŊ अिधक दोन वगŊ वजा दोन g g g g f f f 
एक दोन ʉणून हा अंश आहे आिण भाजक आपʞाकडे दोन गुिणले एक दोन आहे ʉणून तो 2 पट चौरस होईल f r r g 1 
ˍेअर अिधक ˍेअर वजा चे 1 वेळा ˍेअर अिधक ˍेअर वजा चे ˍेअर ŝट आिण हे मूलत: f 1 c g 2 f 2 c 2 
आपʞाकडे जे आहे ते आहे ʉणून हे चे वजा आहे ʉणून िजथे आहे दोन वतुŊळांमधीलcos cos theta cos theta theta 
छेदनिबंदूचा कोन ʉणून समान असेल अिधक वजा 2 पट वजा दोन पट दोन cos theta c 1 c 2 g 1 g 2 f one f 
भािगले एक वगाŊǉा दोन पट वगŊमूळ अिधक वगŊ वजा पट वगŊ  ˍेअर अिधक ˍेअर वजा चे ŝट आिण g fn c1 g2 f2 c2 
आʉाला आधीच मािहत आहे की थीटा पासून उणे थीटा उह 0 आिण दरʄान आहेpi pi 
 ȑामुळे हे ˙ʼ आहे की थीटा देखील आत मȯे असणार आहे
 ȑामुळे थीटा ŵेणीमȯे आहे  रŐज 0 ते या रेषेत जात आहे आिणpi 
 ȑामुळे चे मूʞ काहीही नसेल पणtheta 
 ȑामुळे हे उजʩा बाजूǉा ʩुǿमािशवाय दुसरे काहीही नसेलtheta cos 
 ȑामुळे हे ǉा समान असेलtheta cos inverse of cos 
 ȑामुळे चा िवतकŊ  ही अिभʩƅी असेल आता आपण दोन कोणȑा İ̾थतीत आहे ते पाš  वतुŊळे ऑथŖगोनल असतीलcos inverse 
ʉणून जेʬा आपण ʉणतो की दोन वतुŊळे ऑथŖगोनल आहेत ʉणून दोन वतुŊळे ऑथŖगोनल आहेत असे ʉटले जाते आिण जर 
ȑांǉामधील छेदनिबंदूचा कोन 2 िकंवा 90 अंशांनी असेल तर आता आपण पाš या की कोणȑा İ̾थतीत िकंवा कोणȑा İ̾थतीत pi 
आहे  दोन िदलेली वतुŊळे एकमेकांना ऑथŖगोनल आहेत या İ̾थतीत समाधानी असणे आवʴक आहे जे येथून फारसे अवघड नसावे कारण
दोन जर दोन वतुŊळे ऑथŖगोनल असतील तर ही थीटा बाय दोनǉा समान असणे आवʴक आहे परंतु ची बाय दोन आहे pi pi cos 
शूɊ हे ˙ʼ आहे की दोन वतुŊळे ऑथŖगोनल असǻासाठी ही उजवी बाजू शूɊ असणे आवʴक आहे, ʉणून अट अशी आहे की दोन 
वतुŊळे एक आिण दोन Ǜांची समीकरणे येथे िदली आहेत ʉणून दोन वतुŊळे एक दोन ऑथŖगोनल आहेत जर आिण फƅ जरs s s s 
ही अिभʩƅी शूɊ आहे Ǜाचा मुळात अथŊ असा आहे की दोन एक दोन अिधक दोन एक दोन समान एक अिधक g g f f c c 
दोन, ʉणून ही संकʙना थोडी अिधक ˙ʼ करǻासाठी आपण दोन Ůʲ घेऊ या.

पिहला Ůʲ असा आहे की वतुŊळ हे िबंदू शूɊ एक मधून जाते आिण या वतुŊळाǉा या दोन वतुŊळांना ऑथŖगोनल आहे, ʉणून  s s 
आपण असे ʉणू की वतुŊळ मȯे हे समीकरण आहे आिण ते शूɊ एक िबंदूमधून जात असʞाने हे समीकरण आवʴक आहे.s 

बरोबर शूɊ आिण समान एकावर समाधानी राहा ʉणून आपʞाला एक अिधक दोन अिधक समान शूɊ िमळते तसेच हे  x y f c 
वतुŊळ दोɎी वतुŊळांसाठी ऑथŖगोनल आहे ʉणून ते या वतुŊळासाठी ऑथŖगोनल असʞामुळे आपण ऑथŖगोनॅिलटीसाठी अट वापŝ s 
शकतो.
  ही İ̾थती वापŝ शकतो ʉणून हे समीकरण चौरस अिधक चौरस वजा दोन वजा पंधरा ʉणजे शूɊ असे िलिहले जाऊ शकते x y x 
आिण दुसरे वतुŊळ चौरस अिधक चौरस वजा एक शूɊ आहे ʉणून ʉणून येथे असे ʉणूया की आपण जर आपण जर  ʉणून x y ah 
आपण येथे समीकरण वगŊ अिधक वगŊ अिधक 2 अिधक 2 अिधक एक शूɊाǉा बरोबरीचे असेल तर x y g 1 x f 1 y c g 
एक वजा एक एक शूɊ एक शूɊ एक वजा पंधरा असेल ȑाचŮमाणे या दुस̴या वतुŊळासाठी आपण  जर आपण याचा िवचार f c c 
केला तर  चौरस अिधक वगŊ अिधक दोन दोन अिधक दोन दोन अिधक दोन समान शूɊ तर ˙ʼपणे दोन x y g x f y c g 
आिण दोन हे दोɎी शूɊ आहेत आिण दोन वजा एक आहे कारण हे वतुŊळ आपʞाकडील पिहʞा वतुŊळासाठी ऑथŖगोनल आहे f c 
हे वतुŊळ या पिहʞा वतुŊळासाठी ऑथŖगोनल असʞामुळे s 
ȑाने ऑथŖगोनॅिलटीचे समीकरण पूणŊ केले पािहजे जे दोन पट गुणा एक जे वजा एक अिधक दोन पट गुिणले जे 0 आहे ते g g f f1 

अिधक ǉा समान असले पािहजे जे -15 आहे तर हे मूलत: अिधक समान 15 आहे.c c1 2g c 
 ʉणून हे पिहले समीकरण होते हे दुसरे समीकरण आहे आहे ȑाचŮमाणे कारण वतुŊळ देखील दुस̴ या वतुŊळासाठी ऑथŖगोनल आहे ah 
आमǉाकडे समान Ůकारचे समीकरण दोन गुणा दोन आहे जे शूɊ आहे अिधक दोन गुिणले दोन जे शूɊ समान अिधकg g f f c 

दोन हे ितसरे समीकरण आहे या ितस̴ या समीकरणातून आपʞाला ˙ʼपणे समान एक िमळेल आिण जर आपण ती मािहती या c c 
पिहʞा समीकरणात वापरली तर आपʞाला आता वजा एक होईल  असʞाने  ते एक समान चा वापर केला तर f c equ al c c
ची मािहती एक ǉा बरोबरी आहे यात दुसरे समीकरण आहे बरोबर सात तर आपʞाला या वतुŊळ चे सवŊ पॅरामीटसŊ िमळाले ah g s 
आहेत आिण ˙ʼपणे या वतुŊळाचे कŐ ū आहे.s 
 कŐ ū उणे ˢʙिवराम उणे आहे जे उणे सात आहे कारण सात आहे आिण उणे एक असेल तर कŐ ū उणे सात ˢʙिवराम g f g f 
आहे ʉणजे पयाŊय बरोबर आहे आिण पयाŊय चूक आहे आिण िũǛा वगŊमूळ बरोबर आहे चौरस अिधक वगŊ वजा चा सातc d g f c 
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िनघेल
 ȑामुळे पयाŊय बरोबर आहे एक पयाŊय चुकीचा आहे ʉणून आपण दुसयाŊ सम˟ेचा िवचार कŝया ʉणून येथे असे िदले आहे की b a 
वतुŊळ ˢʙिवराम िबंदूमधून जाते आिण हे वतुŊळ ʉणू देते  Ȫारे दशŊिवले जाते आिण ते दुसरे वतुŊळ कापते चौरस अिधक वगŊb s x y 
समान चौरस ऑथŖगोनीली नंतर वतुŊळाǉा कŐ ūाचे ̾थान हे या चार पयाŊयांपैकी एक आहे जे आपʞाला शोधायचे आहे ʉणून k s 
आपण कŐ ū असे ʉणू या मंडळाचे चला वतुŊळाǉा कŐ ūाचे समɋय s  b sb 

आिण ʉणू या मग या वतुŊळाचे समीकरण चौरस अिधक चौरस वजा 2 वजा दोन अिधक शूɊ असेल आता p q x y px qy c 
असे ʉटले जाते की वतुŊळ  हा ˢʙिवराम या िबंदूतून जातोs b 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा आहे की हे समीकरण समान आिण समान वर समाधानी असले पािहजे ʉणून एक वगŊ अिधक x a y b b 
वगŊ वजा दोन वजा दोन अिधक हे शूɊ आहे  Ůथम समीकरण जे आपʞाला िमळते आिण नंतर असे देखील ʉटले जाते की ap bq c 
हे िविशʼ वतुŊळ हे दुस̴ या वतुŊळासाठी ऑथŖगोनल आहे असे समजू या Ǜाचे समीकरण चौरस अिधक वगŊ वजा वगŊ शूɊ s x y k 
आहे ʉणून आपण ऑथŖगोनॅिलटीची İ̾थती वापरतो मग आपʞाला काय िमळते 2 गुिणले गुिणले आहे.g 1 g 2 

 ȑामुळे या पिहʞा वतुŊळासाठी चा वजा आहे ʉणजे दोन पट एक गुिणले दोन पण इथे दोन शूɊ आिण नंतर g 1 g p g g g 
अिधक दोन पट एक ʉणजे एक उणे गुिणले दोन ʉणजे शूɊ समान एक अिधक दोन ʉणजे एक  आिण f f q f c c c c c 
दोन वजा वगŊ आहेk 
 ȑामुळे ही दोन वतुŊळे ऑथŖगोनल असʞामुळे हे समीकरण देखील समाधानी असले पािहजे ʉणून हे समीकरण मुळात आपण मागील 
एका ˠाइडमȯे दोन वतुŊळांमधील ऑथŖगोनॅिलटीची अट ʉणून दाखवले होते ȑावŝन आले आहे.
  समीकरण हे ˙ʼ आहे की हे वगाŊचे समान असणे आवʴक आहे आिण ʉणून वतुŊळ चे समीकरण आहे ʉणून जर आपण हीc k s 
वˑुİ̾थती समीकरणात वापरली तर आपʞाला काय िमळते ते 
ʉणजे वतुŊळ ǉा मȯभागी आिण चे िनदőशांक पूणŊ करणे आवʴक आहे.s p q 
 समीकरण वगŊ अिधक वगŊ वजा दोन वजा दोन अिधक वगŊ शूɊ िकंवा दुस̴ या शɨांत, तर याचा मुळात अथŊ असा a b ap bq k 
आहे की वतुŊळ ǉा मȯभागी आिण समɋय नेहमी हे समीकरण पूणŊ करतात आिण ʉणून ̾थान s p q 
वतुŊळ ǉा मȯभागी एक चौरस अिधक चौरस आहे ʉणून आपण असे ʉणूया की आपण ʉणजे हा एक चौरस अिधक वगŊ s b b 
वजा दोन गुणाकार कŐ ūाǉा समɋयाǉा गुणाकार असेल तर तो उणे दोन असू Ȩा  कŐ ūाचा समɋय अिधक x x b ti mes y k 
वगŊ शूɊ आहे
 ȑामुळे कŐ ūाचे ̾थान हे मूलत: हे समीकरण आहे जे ŮȑƗात एक सरळ रेषेचे समीकरण आहे कारण ते आिण दोɎीमȯे रेखीय x y 
आहे आिण हे दुसरे काहीही नाही तर पिहला पयाŊय आहे जो पयाŊय आहे चला तर मग आपण एका नवीन िवषयाकडे वळूया जो दोन a 
वतुŊळांचा मूलगामी अƗ ʉणून ओळखला जाणारा पįरभािषत करत आहे, तर समजा आपʞाला दोन वतुŊळे िदली आहेत तर आपण हे 
वतुŊळ एक आहे असे ʉणू या आिण नंतर येथे दुसरे वतुŊळ आहे.s 

दोन आता ȑा सवŊ िबंदंूचा िवचार करा अशा Ůकारे आपण फƅ ȑा िबंदंूचा िवचार कŝ जसे की या पासून दोɎी  s p p 
वतुŊळांपयōतǉा ˙िशŊकेची लांबी समान असेल तर आपण असे ʉणूया की ही दोन वतुŊळे आहेत Ǜांचे कŐ ū एक आिण आहे.o 
  दोन आिण हा असा िबंदू आहे की या िबंदू पासून या पिहʞा वतुŊळ पयōत p p s one 
˙िशŊकेǉा ची लांबी पासून दुस-या वतुŊळ दोन पयōतǉा ˙िशŊकेǉा लांबीएवढी आहे ʉणून फƅ ȑा िबंदंूचा िवचार कŝ pa p s 
Ǜासाठी आिण आहेत  आहेत या Ůकरणात समान आहे, िकमान िदसǻामȯे ते आिण समान िदसत नाही, ʉणून जर pa pb p pb 
ते समान नसतील तर हा हा एक मुȞा मानला जाणार नाही Ǜामȯे आपʞाला ˢार˟ आहे ʉणून ̾थान ʉणजे फƅ नाही  एक p p 
अिȪतीय िबंदू Ǜामȯे आह समान अंतर आहे Ǜाǉा दोɎी वतुŊळांǉा ˙िशŊकेची लांबी समान आहे तेथे अमयाŊदपणे अनेक िबंदू आहेत 
आिण या सवŊ िबंदंूचे ̾थान आपण लवकरच पाहणार आहोत ही एक सरळ रेषा आहे Ǜाला ŮȑƗात यापैकी मूलगामी अƗ ʉणतात.
 दोन िदलेली वतुŊळं आहेत
 ȑामुळे या मूलगामी अƗाचे समीकरण कसे काढायचे ते पाš या जर आपʞाला दोन िदलेʞा वतुŊळांची समीकरणे िदली तर समजा 
आपʞाकडे िदलेली दोन वतुŊळे एक आिण दोन आहेत Ǜांची कŐ ūे आहेत आिण दोन तर आपण फƅ आहोत  आपण नेहमी s s ao 
ȑा अह िबंदंूचा िवचार करत असतो फƅ ȑा िबंदंूचा िवचार 
कŝन Ǜांǉासाठी या दोɎी वतुŊळांǉा ˙िशŊकेची लांबी समान असते, उदाहरणाथŊ जर िबंदू हा मूलगामी अƗावर असेल तर ची p th 
लांबी पासून पिहʞा वतुŊळापयōतची ˙िशŊका ची लांबी पासून दुस̴या वतुŊळापयōतǉा ˙िशŊकेǉा लांबीइतकी असली पािहजे p pa p 
ʉणून आिण समान असणे आवʴक आहे ʉणून असे घडǻासाठी आपण ʉणू की आपʞाला  दोन वतुŊळांचे समीकरण pb pa 
खालीलŮमाणे असावे ʉणून आपʞाला दोन वतुŊळांचे समीकरण िदले आहे आिण आपʞाला मूलगामी अƗाचे समीकरण शोधावे लागेल 
आता समजा की दोन वतुŊळांǉा मȯभागी सह समɋयक असलेला एक िबंदू आहे अथाŊतच वजा आहे  एक वजा एक xy p g f n 
वजा दोन वजा दोन आता हे नʫद अंश असणे आवʴक आहेg f 
 ȑामुळे लांबी िकंवा चौरस लांबी चौरस पायथागोरस Ůमेय वापŝन एक पूणŊ चौरस आहे कारण हा िũकोण एक एकpa pa p o ap 
उजवा आहे  कोन िũकोण आपʞाकडे चौरस आहे तो एक पूणŊ चौरस वजा एक संपूणŊ चौरस आहे आिण हे पुढे आकडेमोड pa p 
केʞास आपण मागील एका ʩाƥानात पािहʞाŮमाणे या आह रेषाखंड चे वगŊ अंतर समान होईल  ते चौरस अिधक वगŊ pa l x y 
अिधक दोन एक अिधक दोन एक अिधक एक जेथे आिण हे या िबंदू चे समɋयक आहेत ʉणून आपण g x f y c x y p x 
आिण हे या िबंदू चे समɋयक ʉणून घेतले आहेत.y p 
  या चौरसाची लांबी चौरस आिण चौरस जर तुʉाला आठवत असेल तर pa pa 
पिहʞा वतुŊळाǉा संदभाŊत या िबंदू ची शƅी ʉणतात ȑाचŮमाणे दुस̴या वतुŊळाǉा संदभाŊत या िबंदू ची शƅी चौरस असेल p p pb 
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जी देखील समान आहे  चौरस अिधक चौरस अिधक ते दोन अिधक दोन दोन अिधक दोन आता उह साठी x y g x f y c p 
आिण समान आहेत ते खालीलŮमाणे आिण हे िनदőशांक असे असले पािहजेत की ही अिभʩƅी आिण ही अिभʩƅी समान pb x y 
आहे  हे दोन समान असले पािहजेत आिण येथून आपʞाला समजले की या िबंदूǉा ǉा आिण समɋयाने p x y 
2 मȯे वजा मȯे अिधक 2 मȯे एक वजा दोन मȯे अिधक एक वजा दोन समान समीकरण पूणŊ केले g 1 g 2 x f f y c c 
पािहजे शूɊ ʉणून आपण पाहतो की असे सवŊ िबंदू Ǜांची शƅी सह  ते दोन दोɎी वतुŊळे समान आहेत अशा सवŊ respe ct 
िबंदंूǉा समɋयाने हे समीकरण पूणŊ केले पािहजे जे सरळ रेषेǉा समीकरणािशवाय दुसरे काहीही नाही आिण या सरळ रेषेला या दोन 
वतुŊळांचा मूलगामी अƗ ʉणतात
 ȑामुळे आपʞाला असे अनेक िबंदू िमळतील.
 जसे ला येथे आणखी एक िबंदू िमळेल जसे की ही लांबी आिण ही लांबी समान आहे ȑाचŮमाणे येथे आणखी एक िबंदू असू शकतो p 
जसे की ˙िशŊकेǉा या भागाची लांबी पिहʞा वतुŊळापयōत आिण नंतर ही लांबी जो ˙िशŊकेचा भाग आहे दुस-या वतुŊळाला ʉणजे ही 
आिण ही लांबी सुȠा समान असेल
 ȑामुळे असे असंƥ िबंदू असतील आिण जर तुʉी सवŊ िबंदू जोडले तर ही सरळ रेषा आपʞाला िमळेल Ǜाचे समीकरण हे आहे आिण 
या सरळ रेषेला ʉणतात या दोन वतुŊळांचा मूलगामी अƗ हे पाहणे फारसे अवघड नाही की जर दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत असतील तर 
कॉमचे समीकरण आपण आधीच पािहले आहे.

ʉणून आʉी पािहले की शेवटǉा लेƁरमȯे िकंवा कदािचत ȑाआधीǉा ʩाƥानात सामाɊ जीवा हे समीकरण  mon horde 
िबंदू आहे आिण छेदनिबंदूǉा दोन िबंदंूना जोडणा̴या सरळ रेषेला जोडते आिण आʉी पािहले की कॉमन कॉडŊचे समीकरण आहे.
  काहीही नाही पण ही अशी पįरİ̾थती आहे िजथे दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत आहेत ʉणून मागील लेƁसŊपैकी एका लेƁरमȯे आपण 
आधीपासून सामाɊ गाɷाचे समीकरण हे िविशʼ समीकरण असʞाचे पािहले आहे परंतु नंतर हे मूलगामी अƗाǉा समीकरणािशवाय 
दुसरे काहीही नाही 
ʉणून जेʬा दोन वतुŊळ मूलगामी अƗांना छेदतात तेʬा ती सामाɊ जीवा नसून आपʞाला ती दोɎी िदशांनी पुढे वाढवायची असते, दुसरी 
पįरİ̾थती अशी असू शकते जेʬा दोन वतुŊळे एका िबंदूवर एकमेकांना ˙शŊ करतात आिण अशा पįरİ̾थतीत कोणी दशŊवू शकतो की 
मूलगामी अƗ आहे  या दोन वतुŊळांमधील आडवा सामाईक ˙िशŊकेिशवाय काहीही नाही Ǜाचे समीकरण ȑा बाबतीत असेल ते या 
समीकरणासारखेच 
असेल  जर आपण परत गेलो तर मूलगामी अƗाचे हे समीकरण मग ते फारसे नाही ʉणून मूलगामी अƗाचे समीकरण हे समीकरण होते 
ʉणून उतार हा या सरळ रेषेचा उतार आहे मूलगामी अƗाǉा उतारासाठी जी सरळ रेषा आहे जी एक वजा चे वजा आहे  दोन बाय g f
एक वजा मूलगामी अƗाचा दोन उतार दोन वतुŊळांपैकी f 
एक आिण दोन कŐ ūांना जोडणा̴ या रेषेचा उतार o 

दोन वजा एक बाय दोन वजा एक आता या दोन उतारांचा गुणाकार घेतला तर आपण  हे पहा की गुणाकार वजा एक आहे ते f f g g 
मूलत: आʉाला सांगते की मूलगामी अƗ हा दोन वतुŊळांǉा कŐ ūांना जोडणा̴या रेषेला नेहमी लंब असतो कारण आता आʉाला मािहत 
आहे की कोणȑाही दोन वतुŊळांमधील मूलगामी अƗाचा अथŊ 
आता पįरभािषत केला जाईल.
  कोणȑाही तीन वतुŊळांचे मूलगामी कŐ ū ʉणून ओळखले जाते, ʉणून समजा आपʞाला अशी तीन वतुŊळे िदली आहेत, तर आपण असे 
ʉणू की कŐ ūांचे समीकरण एक दोन आिण तीन वर आहे आिण आपण असे ʉणूया की समीकरणाचे समीकरण पिहले वतुŊळ हे o o s 
एक शूɊ बरोबर आहे ʉणून ते मुळात पिहʞा वतुŊळाचे समीकरण चौरस अिधक चौरस अिधक दोन एक अिधक दोन x y g x f 
वन अिधक एक शूɊ समान असेल ȑाचŮमाणे आपʞाकडे इतर दोनसाठी समान समीकरणे असतील  वतुŊळ आिण ितस̴ या y c 
वतुŊळासाठी ʉणून हे तीन ʉणजे चौरस अिधक चौरस अिधक दोन तीन अिधक दोन तीन अिधक तीन समान g x y g x f y c 
शूɊ ʉणून आपण असे ʉणूया की ही तीन समीकरणे आपʞाला िदली आहेत आिण आपʞाला िवचारले जाईल मूलत: तीन वतुŊळांǉा 
मूलगामी कŐ ūाचा अथŊ काय आहे ते पįरभािषत करेल ʉणून आʉाला आधीच मािहत आहे की 
पिहʞा आिण दुस̴ या वतुŊळातील मूलगामी Ůवेशाचे समीकरण ही एक सरळ रेषा आहे ʉणून ही सरळ रेषा ितस̴या वतुŊळाǉा मȯभागी 
जाǻाची गरज नाही.
  हे फƅ हे फƅ एक उदाहरण आहे ʉणून ते ितस̴या वतुŊळाǉा मȯभागी जाǻाची गरज नाही ʉणून हा पिहʞा आिण दुस̴या 
वतुŊळातील मूलगामी अƗ आहे Ǜाचे समीकरण मुळात एक समान दोन िकंवा वर आहे  उणे दोन बरोबरीचे शूɊs s s e s 
 ȑामुळे येथून उणे बरोबर 0 s 1 s 2 
असे समीकरण असेल
 ȑामुळे हे समीकरण आपण मागील ˠाइडमȯे पािहलेले असेल असे असेल 
ȑामुळे एक आिण दोन मधील मूलगामी अƗ असेल  समीकरण 2 वेळा वजा अिधक 2 वेळा वजा s s g 1 d 2 x f 1 f 2 y
अिधक एक वजा दोन समान शूɊ आिण ȑाचŮमाणे पिहʞा आिण ितस̴या वतुŊळात एक आिण तीन दरʄान मूलगामी अƗ c c s s 
असेल तर चला  ते येथे या िहरʩा रेषेने दाखवले आहे, ʉणजे पिहʞा आिण ितस̴या वतुŊळातील हा मूलगामी अƗ आहे आिण या मूलगामी
अƗाचे समीकरण मुळात एक वजा तीन समान शूɊ असेल जे दोन गुणा वजा असेल  वेळा अिधक 2 वेळा s s g 1 g 3 x f 1 
वजा पट अिधक वजा तीन बरोबरीचे शूɊ आपण ȑाला ʉणतो पुढीलमȯे आपण दशŊवू की दुस̴या आिण f 3 y c 1 c c 
ितस̴या वतुŊळातील मूलगामी अƗ ŮȑƗात जाईल  ʩा ǉा मूलगामी अƗाǉा छेदनिबंदूǉा या िबंदूȪारे  आपण आधीच पािहलेले दोन e 
मूलगामी अƗ असे काहीतरी असतील ʉणून मी लाल रंगात जे काढले आहे ते दुस-या आिण ितस̴ या वतुŊळातील मूलगामी अƗ आहे
 ȑामुळे खरेतर वतुŊळाǉा तीन जोǰांमधील तीन मूलगामी अƗ िकंवा ितɎी आहेत.
  हे एका िबंदूवर समवतŎ आहेत Ǜाला आपण ने दशŊिवले आहे आिण या ला नंतर या तीन वतुŊळांचे मूलगामी कŐ ū ʉटले जाते परंतु c c 
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आपण Ůथम हे दशŊवले पािहजे की िȪतीय आिण तृतीय वतुŊळातील मूलगामी अƗ 
खरोखरच छेदनिबंदूमधून जाईल.
  िनʨा आिण िहरʩा रंगातील पिहʞा दोन मूलगामी अƗांपैकी 

आिण दोन मधील मूलगामी अƗाचे समीकरण जे आपण िनʨा रेषेत काढले होते ȑाचŮमाणे आिण मधील s one s s one s 3 
मूलगामी अƗाचे समीकरण आहे आिण मूलगामी अƗाचे समीकरण आहे.
  दुसरे आिण ितसरे वतुŊळ यांǉातील मूलगामी अƗाचे समीकरण आहे ʉणून ही तीन िभɄ वतुŊळाǉा जोǰांसाठी तीन मूलगामी अƗांची 
समीकरणे आहेत 
आता आपण पािहले की हे दोन मूलांक  अƗ एका िबंदूवर छेदत होते आता सरळ रेषांवरील ʩाƥानांमधून आपʞाला हे l c 
समीकरण आधीच मािहत आहे ʉणून समजा आपʞाकडे दोन सरळ रेषा असतील तर एक शूɊ दोन समान शूɊ तर ही दोन l nl 
सरळ रेषा समीकरणे आहेत जी िबंदूला छेदतो मग आपʞाला कळते की c 
या छेदनिबंदूतून जाणा̴ या सरळ रेषांचे कुटंुब या सामाɊ समीकरणाने िदलेले आहे एक अिधक लॅɾडा गुिणले दोन समान शूɊ c l l 
जेथे लॅɾडा आहे लॅɾडा ही कोणतीही वाˑिवक संƥा असू शकते आपण िभɄ मूʞे िनवडतो  ला वेगवेगʨा सरळ रेषा lambda 
िमळतील परंतु नंतर या सवŊ सरळ रेषा लॅɾडाǉा वाˑिवक मूʞाचे िकतीही मूʞ असले तरीही आपण या फॉमŊǉा या सवŊ सरळ रेषा 
या दोन सरळ रेषांǉा छेदनिबंदूमधून जातील ʉणून हे आपʞाला आधीच मािहत आहे ʉणून हे लागू करणे  आपʞा बाबतीत तर आपण
असे ʉणूया की ही पिहली ओळ आहे एक समान शूɊ आिण ही आहे ही दुसरी ओळ आहे समान 0 आिण ȑा दोɎी या l l2 int  
िबंदूवर वर उभे करा मग सरळ रेषांǉा कुटंुबाचे समीकरण ˙ʼपणे ˙ʼ करा ʉणजे कोणतीही सरळ रेषा जी छेदनिबंदू या c c 
िबंदूतून जाते ती नेहमी या ˢŝपात िलिहली जाऊ शकते एक अिधक लॅɾडा दोन समान शूɊ ʉणजे एक आहे अिधक लॅɾडाl l l 
वेळा दोन आहे ʉणून एक अिधक लॅɾडा दोन शूɊ आहे ʉणून कोणȑाही लॅɾडा साठी कोणȑाही वाˑिवक लॅɾडा हे l l l 
देखील काही सरळ रेषेचे समीकरण आहे परंतु ही सरळ रेषा जी आपण येथे िलिहली आहे ती छेदनिबंदूǉा िबंदूमधून जाईल 
हे आिण हे दोन मूलगामी अƗ 
जे आपण ने दशŊिवले आहे जर आपण लॅɾडा उणे 1 ǉा बरोबरीने घेतला तर आपʞाला एक िविशʼ सरळ रेषा िमळेल जी िदलेली c 
आहे Ǜाचे समीकरण इतके ˙ʼपणे िदले आहे जरी आपण लॅɾडा ǉा बरोबरीने घेतले तरीही  वजा एक ʉणजे आपʞाला एक सरळ 
रेषा िमळेल जी मधून जाईल आिण ती सरळ रेषा दोन पट आहे एक वजा दोन मȯे अिधक वजा एक पट शूɊ आहे आिण c g d x 
जर आपण हे सरळ रेषेचे समीकरण सोपे केले तर आपʞाला िमळेल.t 

इन Ūी वजा दोन मȯे अिधक दोन मȯे तीन वजा दोन मȯे अिधक तीन वजा दोन बरोबर शूɊ पण  wo g g x f f y c c 
नंतर हे समीकरण ʉणून हे समीकरण ʉणजे एका सरळ रेषेचे समीकरण आहे जे छेदनिबंदू ǉा ȑा िबंदूतून जाते या दोन मूलगामी c 
अƗांचा
 ȑामुळे या दोन मूलगामी अƗांचा छेदनिबंदू c 
पण नंतर ही सरळ रेषा काहीही नसून ती दुस̴या आिण ितस̴या वतुŊळातील ितस̴या मूलगामी अƗासारखीच आहे 
ȑामुळे हे समीकरण या समीकरणासारखेच आहे
 ȑामुळे हे  वतुŊळ 

दोन आिण तीन मधील मूलगामी अƗािशवाय दुसरे काहीही नाही आिण आपʞाला आधीच मािहत आहे की पिहʞा दोन मूलगामी s s 
अƗांचा छेदनिबंदू या सरळ रेषेवर आहे आिण ʉणून हे ˙ʼ आहे की ितस̴या जोडीमधील मूलगामी अƗ जो दोन आहे  आिण तीन s s 
देखील पिहʞा दोन मूलगामी अƗांǉा छेदनिबंदूमधून जातील मूलत: याचा अथŊ असा आहे की हे तीनही मूलगामी अƗ एका िबंदूवर c 
आिण वर समवतŎ आहेत  ȑानंतर िबंदूला तीन वतुŊळांचे मूलगामी कŐ ū ʉटले जाते, thi s 
पुढील ʩाƥानात आपण वतुŊळांǉा कुटंुबाचे समीकरण कसे काढायचे याबȞल चचाŊ कŝ , उदाहरणाथŊ 
दोन िदलेʞा वतुŊळांǉा छेदनिबंदूतून जाणा̴या सवŊ वतुŊळांचे समीकरण िकंवा कुटंुब िकंवा िकंवा सवŊ वतुŊळांचे समीकरण जे िदलेʞा 
वतुŊळाǉा छेदनिबंदू आिण िदलेʞा सरळ रेषेतून जातात
 ȑामुळे आपण हे पुढील ʩाƥानात पाš.
 धɊवाद 
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