
 കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝ സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ ഒآത് ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
സٔാഗതം, നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട െപാതുവായ ُ١ർശന׹ളുമായി ബؖെؚ؂ ചില 
ْപٍ׹٠ൾ ഞ׹ൾ പരിഹരിു׺, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ ഏെത׸ിലും ര؇് 
സർׯിളുകൾ തأിലുت വിഭജന؋ിന്െറ േകാണിെനുׯറി്׺ സംസാരിുׯം. തؗിരിؗുׯ 
ഏെത׸ിലും ര؇് സർׯിളുകൾ പരُ١രം ഓർേ؋ാഗണൽ ആയ അവر കെ؇ؗു؋തിേല്ׯ 
ഞ׹ൾ നീു׹ം, ഏെത׸ിലും ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײം എؗറിയെؚടുؗ 
ഒ്ؗ നിർവചിുׯം, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട വിഭജന؋ിന്െറ േകാൺ 
നിർവചിു׺െകാ؇് നമു്ׯ ആരംഭിׯാം.  ര؇് സർׯിളുകളുെട സമവാകّം നമു്ׯ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ 
കരുതുക , ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും 
പരُ١രം േഛദിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകൾ്ׯ മാْതേമ വിഭജന؋ിന്െറ േകാൺ നിർവചിׯെؚ؂ിൂت؂ു .  
കവലയുെട ആംഗിൾ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നിർവചിׯെؚ؂ി؂ിب, അതിനാൽ ഇവ പരُ١രം വിഭജിؗുׯ 
ര؇് സർׯിളുകളാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇതാണ്  ആദّെ؋ വൃ؋ം ഒ്ؗ ഇതാണ് ര؇ാമെ؋ 
സർׯിൾ ര؇് അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും േകْؕ׹ൾ ഒؗിലും ര؇ിലും s o o 
ആെണ്ؗ പറയാം ആദّെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും ര؇് ഒ്ؗ എ്ؗ x y g x 
പറയാം  ؛സ് ടു ؛സ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ ആണ് , ര؇ാമെ؋ f one y c s 
സർׯിളിന്െറ സമവാകّം ര؇് ചതുരവും ചതുരവും ؛സ് ടു ര؇് ؛സ് ര؇് ര؇് ؛സ് s x y g x f y c
ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും വിഭജിുؗുׯ  ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകളിൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ആദّെ؋ സർׯിളിേല്ׯ ഒരു ُ١ർശം വരയ്ׯാം, അതിനാൽ ഈ 
കവലയിൽ ഒരു ടാൻെജന്റ് ഇതുേപാെല കാണെؚടും, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഇത് 90 ഡിْഗി 
ആയിരിുׯം അതുേപാെല തെؗ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിേല്ׯ ഒരു ടാൻെജന്റ് വരയ്ׯാം കവലയുെട 
അേത ബിؕുവിൽ, ഇവിെട ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ ടാൻെജന്റ് വരയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ഇതുേപാെല 
കാണെؚടാം, അതിനാൽ ഇത് ഈ െപാതു കവലയിെല ര؇ാമെ؋ സർׯിളിേലتുׯ േനർേരഖ 
ടാൻെജന്റാണ്, ഞാൻ ഇതിെന എؗും ആദّേ؋തിേലتുׯ ടാൻെജന്റ് എؗും വിളിുׯം  t two 
വൃ؋ം  ഇേത കവല ബിؕു ഞാൻ അതിെന ഒ്ؗ എ്ؗ വിളിുׯം , തുടർ്ؗ ഈ ര؇് e t 
ُ١ർശന׹ൾׯിടയിലുت ഈ േകാണിെന തീئ എ്ؗ വിളിׯാം, അതിനാൽ ര؇് p 
ُ١ർശന׹ൾׯിടയിലുت ഈ േകാണിെന ഈ കവലയിെല ര؇് സർׯിളുകളിേലുׯം മാئാം, 
അതിനാൽ ഈ േകാണിെനയാണ് േകാൺ എؗറിയെؚടുؗത്. ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت വിഭജനം,
അതിനാൽ ഇേؚാൾ ര؇് സർׯിളുകളുെട സമവാകّം നൽകിയാൽ നമു്ׯ ഈ കവല തീئയുെട േകാൺ 
കെ؇؋ാൻ കഴിയും, അതിനായി നമു്ׯ ഈ വിഭജന ബിؕു െകാ؇് സൂചിؚിׯാം , കൂടാെത നമു്ׯ a 
ഒ്ؗ ര؇ിെനയും ഒരു േനർേരഖയിലൂെട ബؖിؚിׯാം.  ഇേؚാൾ നമുتുׯത് ഒരു ْതിേകാണമാണ് o o 

അതിനാൽ ഇത് ഒരു ْതിേകാണമാണ്, അതിനാൽ ഇത് എؗ വശ؋ിന്െറ നീളം one ao 1 ao 2 o 1 a r 
 ന് തുലّമാണ് , ഇത് ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ  നؗായി  ന്െറ ആരമാണ്  േകാഴ് സ്  സ് കٔയർ 1 1 r 1 g 1

സ് എഫ്  സ് കٔയർ ൈമനസ് സി  ന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, അവിെട 1؛ 1 g 1 f 1, c 1 
എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ നമു്ׯ ഇതിനകം തെؗ അറിയാം, കാരണം ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ 
സമവാകّം നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് അതുേപാെല തെؗ ഈ ൈദർഘّം കെ؇؋ാനാകും. o2a 
യഥാർ،؋ിൽ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ ആരം ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ സമവാകّം നമു്ׯ 
ഇതിനകം  അറിയാെമؗതിനാൽ, അത് വീ؇ും കെ؇؋ാം  ര؇് , പിെؗ തീർ׺യായും നമു്ׯ c 
േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ അറിയാവുؗതിനാൽ ആദّ േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ആദّ 
സർׯിളിന്െറ േകْؕം ൈമനസ് ഒ്ؗ േകാമ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് , തുടർ്ؗ ഈ േപായിന്റിന്െറ g f 
േകാർഡിേനുئകൾ ര؇് ആണ്  ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം ൈമനസ് ര؇് േകാമ ൈമനസ് എഫ് ര؇് ആണ് ,o g 
തുടർ്ؗ അവയ്ׯിടയിലുت ദൂരം ഒ്ؗ ര؇് ആണ്, ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ഒരു ൈമനസ് o g g
ര؇് മുഴുവൻ ചതുരവും ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂർ؉ ചതുരവും വർ״മൂല؋ാൽ നൽകിയിരിുؗുׯ f f 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട ഉتത് നമു്ׯ ഒരു ْതിേകാണം ഒരു ആണ് , അതിന്െറ മൂ്ؗ o2 
വശ׹ളുെട നീളം ഞ׹ൾ്ׯ കൃതّമായി അറിയാം , അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ മൂ്ؗ 
േകാണുകളും കെ؇؋ാൻ കഴിയും, എؗാൽ യഥാർ،؋ിൽ ഈ േകാണിെന കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു. തീئ വാ  ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിേലتുׯ ഒരു ُ١ർശകമായതിനാൽ ഈ t t2 
േകാണും 90 ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഈ േപായിന്റിേല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ o 
േപായിന്റിേല്ׯ േനാുؗുׯ അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം ഈ േകാണുتത് 90 ആണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ o 
തീئയും ഉ؇് .  അേؚാൾ നമു്90 ׯ വലത് േകാണു؇്, ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഈ േകാണാണ് കാരണംo1 a o2, 
ഈ എبാ േകാണുകളുെടയും ആെകു؋ക 360 ആയിരിׯണം, അതിനാൽ ആദّെ؋ ആംഗിൾ 90 
ഡിْഗിയാണ് , അതിനാൽ അതാണ് േകാൺ ഈ യ് ുׯം ഈ ടാൻെജന്റ്  നും ഇടയിൽ  ഡിْഗി o 1 a t 1 90
ആണ് , അതിനാൽ ؛സ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട വിഭജന േകാൺ ഉ؇് , pi by 2 
അതായത് ഈ ആംഗിൾ തീ؛ ئസ് ആണ്, പിെؗ വീ؇ും നമു്90 ׯ ഡിْഗി ഇതിനിടയിൽ സാധാരണ o2 a
അതിനാൽ എؗിവയ്ׯിടയിലുت േകാൺ െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ o two a, t two 
വീ؇ും ര؇്, പിെؗ ؛സ് ആംഗിൾ ര؇് ഒ്ؗ, ആംഗിൾ ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഇതിന്െറ pi o ao o two ao 
ആെകു؋ക മുؗൂئി അറുപത് ഡിْഗി്ׯ തുലّമായിരിׯണം. ര؇് ൈപ , അതിനാൽ അവിെട നി്ؗ 
നമു്ׯ ആ ആംഗിൾ ഒ എ്ؗ പറയാം  ര؇് ഒ്ؗ ൈപ ൈമനസ് തീئയ്്ׯ തുലّമായിരിׯണം, ഞ׹ൾao 
ഇവിെട ൈപ ൈമനസ് തീئ എ്ؗ എഴുതാം, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ o2 ao1 
േകാണിേല്ׯ േകാൈസൻ നിയമം ْപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ ഈ േകാണിന്െറ േകാൈസൻ 
നിയമْപകാരം ഒ്ؗ തുലّമാണ്  ഈ േകാണിേനാട് േചർؗുت ര؇് വശ׹ളുെട ചതുര׹ളുെട o2 ao 
ആെകു؋ക,  2 വശ׹ൾ അടിرാനപരമായി ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ചതുരവും ചതുരവുമാണ്, r 2 r 1 
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അതിനാൽ ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് ചതുരവും ഈ േകാണിന് എതിർവശتു؋ വശം r 1 r 2 
ൈമനസ് ആകും , ഇത് ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരമാണ് , ഈ േകാണിേനാട് േചർؗുت വശ׹ളുെട 
നീള؋ിന്െറ ഗുണന؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ െകാ؇് ഹരി׺ ചതുരം. തീർ׺യായും ഇേؚാൾ r one r two, 
ഇവിെട നി്ؗ അത് കൂടുതൽ മുേؗാ؂് െകാ؇ുേപാകുؗു, യുെട അടിرാന؋ിൽ ah ah r one r two,

എؗിവയ് تുׯ പദْപേയാഗ׹ൾ ഞ׹ൾുׯ؇്, കാരണം o one o two gg one g two, f one f 
എؗിവയുെട മൂലّം ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം തെؗ അറിയാം  എؗ സമവാകّം മുതൽ ര؇്, സി ഒ്ؗ സി 
ര؇് ര؇് സർׯിളുകൾ ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േകാണിന്െറ 
േകാൈസൻ കൃതّമായി കെ؇؋ാൻ കഴിയണം, എؗാൽ ആംഗിൾ ടു എഒ ഒ്ؗ ആയതിനാൽ o 
േകാണിന്െറ ൈപ ൈമനസ് തീئ േകാൈസൻ ഒ ടു എഒ ഒ്ؗ ൈപ ൈമനസ് തീئയുെട േകാൈസൻ 
ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം.  ൈമനസ് േകാസ് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇത് മുآെ؋ ൈسഡിൽ 
നി്ؗ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, ഞ׹ൾ  എؗിവയ് تുׯ എക് സ് ْപഷനുകൾ r 1 r 2, o 1 o 2
മാئിرാപിുׯം, അതിനാൽ ഈ  എക് സ് ْപഷനുകൾ ഇവിെടയും ഇവിെടയും പകരം വയ്ׯാൻ 3
േപാകുകയാണ്. ഈ േകാൈസൻ തീئയുെട ൈമനസ് േകാൈസൻ േകാണിന്െറ േകാൈസൻ o2 ao 1 
ആണ്, അത് ചതുരം ചതുരവും ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ഒ്ؗ കൂടി ര؇് ചതുരവും r 1 g 1 f c r 
ആയിരിുׯം ര؇് ചതുരവും ര؇് ചതുരْശ ൈമനസ് ര؇് ഒേؗാ രേ؇ാ പൂർ؉ ചതുര؋ിന്െറ g f c 
ൈമനസ് 
അ׹െന ഒ്ؗ ര؇് പൂർ؉ ചതുരം ഒരു ചതുരം ؛സ് ര؇് ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ഒരു ര؇്, o g g g g 
 റും f f f fئസ് ര؇് ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ര؇്, അതിനാൽ ഇതാണ് നّൂമേറ؛ സ് ഒരു ചതുരം؛
നമുتുׯ ഡിേനാമിേനئർ ര؇് തവണ ഒ്ؗ ര؇് ആയതിനാൽ അത് 2 മട്׹ ചതുരമായിരിുׯം r r g 1
സ് കٔയർ ؛സ് എഫ്  സ് കٔയർ ൈമനസ് സി  മട്׹ സ് കٔയർ റൂ؂്  സ് കٔയർ ؛സ് എഫ്  സ് കٔയർ 1 1 g 2 2
ൈമനസ് സി 2 , ഇതാണ് ْപധാനമായും നമു്ׯ ഉتത് േകാസ്, അതിനാൽ ഇത് േകാസ് തീئയുെട ൈമനസ് 
ആണ്, അതിനാൽ തീئ എവിെടയാണ് േകാസ് തീئ ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت വിഭജന؋ിന്െറ 
േകാൺ, അതിനാൽ േകാസ് തീ؛ ئസ് ൈമനസ് 2 മട്׹ ൈമനസ് ര؇് തവണ c 1 c 2 g 1 g 2 f one f 
ര؇ിെന ര؇് തവണ വർ״മൂലമുت ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് മട്׹ ചതുരം g fn c1 
െകാ؇് ഹരിുؗുׯ  സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ന്െറ റൂ؂്, തീئ മുതൽ ൈമനസ് തീئg2 f2 c2 pi 
0 നും നും ഇടയിലായതിനാൽ തീئയും ഉൾെؚടുെമ്ؗ വّװമാണ് , അതിനാൽ തീئയും ഈ pi 
േْശണിയിൽ കിടׯാൻ േപാകുؗു .  0 മുതൽ വെരയുت േْശണിെയ വരയ്ׯാൻ േപാകുؗു , pi 
അതിനാൽ തീئയുെട മൂലّം മെئാؗുമാകിب, അതിനാൽ തീئ ഈ വലതുവശെ؋ േകാസ് 
വിപരീതമبാെത മെئാؗുമാകിب , അതിനാൽ തീئ േകാസ് വിപരീത؋ിന് തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ
േകാസ് വിപരീത؋ിന്െറ വാദം ഈ പദْപേയാഗമായിരിുׯം ഇനി നമു്ׯ ര؇് വّവرകൾ േനാׯാം  
സർׯിളുകൾ ഓർേ؋ാഗണൽ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ര؇് വൃ׹؋ൾ ഓർേ؋ാഗണൽ ആെണ്ؗ 
പറയുേآാൾ ര؇് വൃ׹؋ൾ ഓർേ؋ാഗണൽ എ്ؗ പറയെؚടുؗു , അവയ്ׯിടയിലുت 
വിഭജന؋ിന്െറ േകാൺ 2 അെ׸بിൽ 90 ഡിْഗി ൈപ ആെണ׸ിൽ മാْതം, അത് ഏത് അെ׸بിൽ ഏത് 
അവرയിലാണ് എ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം. നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകൾ പരُ١രം 
വൃ؋ാകൃതിയിലായിരിؗുׯതിന് പാലിേׯ؇ വّവر ഇവിെട നി്ؗ വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, 
കാരണം ര؇് ര؇് സർׯിളുകൾ ഓർേ؋ാഗണൽ ആെണ׸ിൽ ഈ തീئ ര؇ിന് ൈപ്ׯ 
തുലّമായിരിׯണം, എؗാൽ േകാസ് ഓഫ് ൈപ ര؇്  പൂജّം ര؇് സർׯിളുകൾ ഓർേ؋ാഗണൽ 
ആകണെമ׸ിൽ ഈ വലത് വശം പൂജّമായിരിׯണെമ്ؗ വّװമാണ്, അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകൾ 
ഒ്ؗ, ര؇് എؗീ സമവാകّ׹ൾ ഇവിെട നൽകിയിരിുؗുׯ എؗതാണ് വّവر.  ഈ പദْപേയാഗം 
പൂജّമാണ് , അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് ര؇് ഒരു ര؇് ؛സ് ര؇് ഒ്ؗ ര؇് എؗത് g g f f c
ഒ്ؗ ؛സ് ടു എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ആശയം കുറ്׺ വّװമാؗുׯതിന് നമു്ׯ ര؇് c 
േചാദّ׹ൾ എടുׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട ഞാൻ ഒരു വൃ؋ം പൂജّം ഒ്ؗ എؗ ബിؕുവിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗുെവؗും ഈ ര؇് സർׯിളുകളിേലتുׯ ഈ സർׯിളുകൾ്ׯ ഓർേ؋ാഗണൽ 
ആെണؗും പറയെؚടുؗ ആദّെ؋ േചാദّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം വൃ؋؋ിന് ഈ s 
സമവാകّം ഉെ؇ؗും അത് പൂജّം ഒؗിലൂെട കടؗുേപാകുؗതിനാൽ ഈ സമവാകّം േവണം 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒؗിന് തുലّമായ എؗിവയിൽ സംതൃلരٝായിരിുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ x , y 
ഒ്ؗ ؛സ് ടു എഫ് ؛സ് സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, കൂടാെത ഈ സർׯിൾ ര؇് സർׯിളുകൾുׯം s 
ഓർേ؋ാഗണൽ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ വൃ؋؋ിന് ഓർേ؋ാഗണൽ ആയതിനാൽ നമു്ׯ 
ഓർേ؋ാഗണാലിئി്ׯ വّവر ഉപേയാഗിׯാം. ഈ അവر ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ ഈ 
സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് പതിന؀ും പൂജّവും ര؇ാമെ؋ x y x 
വൃ؋ം ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّവുമാണ്, അതിനാൽ ആഹ്, x y 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ ഇവിെട പറയാം. ഇവിെടയുت സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും ؛സ് 2 x y g 1 x 
 തുടർ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ f 1 y c g f ,ുؗുׯാׯിന് തുലّമായി കണ؋സ് ഒ്ؗ പൂജّ؛ സ് 2؛
പൂജّം ഒ്ؗ ൈമനസ് പതിന؀് ആണ്. ഞ׹ൾ ഇത് പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ  സ്കٔയർ ؛സ് c x y 
സ്കٔയർ ؛സ് ടു ടു ؛സ് ടു എഫ് ടു ؛സ് സി ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ വّװമായി g x y g 
ര؇് , ര؇് എؗിവ പൂജّ׹ളും ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് ഈ സർׯിൾ ഈ ആദّ f c s 
സർׯിളിേല്ׯ ഓർേ؋ാേഗാണൽ ആയതിനാൽ അത് ഓർേ؋ാഗണാലിئിയുെട സമവാകّം 
തൃلിٝെؚടു؋ണം, അത് ഇര؂ി ഒ്ؗ , ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് തവണ തവണ ആണ്, അത് 0 g g f f1 
ആണ് ؛സ് ന് തുലّമായിരിׯണം, അത് -15 ആണ് അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി ؛സ് c c1 2g c 
15 ആണ്. അതിനാൽ ഇത് ആദّെ؋ സമവാകّമാണ് , ഇത് ര؇ാമെ؋ സമവാകّമാണ് അതുേപാെലah, 
തെؗ വൃ؋വും ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന് ഓർേ؋ാഗണൽ ആയതിനാൽ നമു്ׯ സമാനമായ ഒരു 
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സമവാകّം ര؇് ഇര؂ി ര؇് ആണ്, അത് പൂജّമാണ്. ؛സ് ടു എഫ് ഇര؂ി എഫ് ര؇്, അത് പൂജّവും സിg g 
 സമവാകّമാണിത് , സി ؋മൂؗാമെ تിൽ നിؗു؋സമവാകّ ؋സ് സി ടു തുലّമാണ്, ഈ മൂؗാമെ؛
ഒؗിന് തുലّമായി നമു്ׯ വّװമായി ലഭിുׯം, ഈ ആദّ സമവാകّ؋ിൽ ആ വിവര׹ൾ 
ഉപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ എഫ ്ൈമനസ് ഒؗായി ലഭിുׯം.  കാരണം സമമാണ്  c al to one 
നأൾ ഒേര ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ യുെട ഈ വിവരം ഇതിൽ ഒؗിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ c c ah g 
എؗത് ഏഴിന് തുലّമായി ലഭിؗുׯ ര؇ാമെ؋ സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സർׯിളിന്െറ
എبാ പാരാമീئറുകളും ന്െറ എبാ പാരാമീئറുകളും വّװമായി ഈ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕവും s-
ലഭിു׺. േകْؕമാണ് ൈമനസ് േകാമ ൈമനസ് എഫ് , അത് ൈമനസ് ഏഴ് ആണ്, കാരണം ഏഴ് ആണ് , g g 
ൈമനസ് എഫ് ഒؗായിരിുׯം, അതിനാൽ േകْؕം ൈമനസ് ഏഴ് േകാമയാണ് , അതായത് ഓപ്ഷൻ c 
ശരിയാണ് , ഓപ്ഷൻ െതئാണ് , ആരം വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് സ് കٔയറിന്െറയും d g f 
സ് കٔയറിന്െറ ൈമനസ് ഏഴ് ആയി വരും, അതിനാൽ ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് ഒരു ഓപ്ഷൻ െതئാണ്,c b a 
അതിനാൽ നമു്ׯ മെئാരു ْപശ് നം പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട വൃ؋ം ഒരു േകാമ എؗ b 
ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗു എ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ , ഈ വൃ؋ം പറയാം  െകാ؇് s 
സൂചിؚിുؗുׯ , അത് മെئാരു വൃ؋ം ചതുരവും ചതുരവും തുലّം ചതുരം ആയി x y k orthogonal 
മുറിുؗുׯ, തുടർ്ؗ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕ؋ിന്െറ رാനം ഈ നാല് ഓപ്ഷനുകളിൽ ഒؗാണ്, നأൾ 
കെ؇േ؋؇ നാല് ഓപ്ഷനുകളിൽ ഒؗാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ േകْؕം എ്ؗ പറയാം വൃ؋؋ിന്െറ 
എസ്  വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ എ്ؗ പറയെ؂, നമു്ׯ ഉം ഉം പറയാം b sb p q 
അേؚാൾ ഈ വൃ؋ം ന്െറ സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് 2 ആയിരിുׯം ൈമനസ്s x y px 
ര؇് ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ വൃ؋ം എ്ؗ പറയുؗു  ഒരു േകാമ ബി എؗ qy c s 
ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ അതിനർ،ം ഈ സമവാകّം തുലّമായ x a , y 
തുലّമായ എؗിവയിൽ തൃلിٝെؚടു؋ണം എؗതാണ്, അതിനാൽ ഒരു ചതുരവും ചതുരവും b b 
ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ര؇് ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്.  ആദّം നമു്ׯ ലഭിؗുׯ സമവാകّംap bq c 
, തുടർ്ؗ ഈ ْപേതّക വൃ؋ം മെئാരു വൃ؋؋ിന് ഓർേ؋ാഗണൽ ആെണؗും പറയെؚടുؗു, s 
അതിന്െറ സമവാകّം ചതുരവും സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുരവും പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ x y k 
ഓർേ؋ാഗണാലിئിയുെട അവر ഉപേയാഗിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
അ׹െനയാണ് 2 മട്׹ മട്׹ അതിനാൽ ഈ ആദّ സർׯിളിനുت ന്െറ ൈമനസ് g 1 g 2. g 1 g p 
ആണ്, അതിനാൽ ര؇് മട്׹ ഒരു തവണ ര؇് ആണ്, എؗാൽ ഇവിെട ര؇് പൂജّമാണ് , തുടർ്ؗ g g g 
ര؇് തവണ ഒ്ؗ f 
അ׹െന ഒ്ؗ ൈമനസ് കّു തവണ ര؇് ആണ് പൂജّം തുലّം ഒ്ؗ ؛സ് സി ര؇് f f c 
അ׹െന ഒ്ؗ  ര؇് എؗത് ൈമനസ് സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും c c , c k 
ഓർേ؋ാഗണൽ ആയതിനാൽ ഈ സമവാകّവും തൃപ് തിെؚടു؋ണം, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം 
അടിرാനപരമായി ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت ഓർേ؋ാഗണാലിئിയുെട വّവرയായി ഞ׹ൾ
മുൻ ൈسഡുകളിെലാؗിൽ കാണി׺തിൽ നിؗാണ് വരുؗത്.  സമവാകّം ചതുര؋ിന് c 
തുലّമായിരിׯണം , അതിനാൽ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം എؗതിനാൽ ഈ വُٝു ത s 
സമവാകّ؋ിൽ ഉപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗെ؋ എؗീ p, q 
േകാർഡിേനുئകൾ തൃلിٝെؚടു؋ണം എؗതാണ് സമവാകّം ഒരു ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് ര؇് b 

ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ചതുരം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ, ap bq k 
ഇത് അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് , വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗെ؋ എؗീ p, q 
േകാർഡിേനുئകൾ എبായ്േؚാഴും ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണം , അതിനാൽ േലാׯസ് 
വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗം ചതുരവും ബി സ് കٔയറുമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം  , ഇത് 
േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനئിന്െറ ര؇് ഇര؂ി ചതുരവും ബി സ് കٔയറും ആയിരിുׯം അതിനാൽ x 
അത് ൈമനസ് ര؇് ബി ടി ആകെ؂  മധّഭാഗ؋ിന്െറയും ചതുര؋ിന്െറയും േകാർഡിേന്ئ x k y 
പൂജّമാണ്, അതിനാൽ േകْؕ؋ിന്െറ رാനം അടിرാനപരമായി ഈ സമവാകّമാണ്, ഇത് 
യഥാർ،؋ിൽ ഒരു േനർേരഖ സമവാകّമാണ്, കാരണം ഇത് എؗിവയിൽ േരഖീയമാണ് , ഇത് x, y 
ആദّ ഓപ്ഷൻ അبാെത മെئാؗുമب. അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട റാഡിׯൽ അײം 
എ്ؗ നിർവചിؗുׯ ഒരു പുതിയ വിഷയ؋ിേല്ׯ േപാകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾ 
നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സർׯിളാെണ്ؗ പറയാം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ മെئാരു 
സർׯിൾ ഇവിെടയു؇്  ര؇് ഇേؚാൾ ആ േപായിന്റുകെളبാം പരിഗണിുׯക, അതായത് ഈ s p 
മുതൽ ര؇് സർׯിളുകളിേലتുׯ ടാൻജന്റിന്െറ നീളം തുലّമായതിനാൽ ഞ׹ൾ ആ 
േപായിന്റുകൾ മാْതേമ പരിഗണിൂׯ, അതിനാൽ ഒ്ؗ, േകْؕ׹ളുت ര؇് സർׯിളുകളാണ് p o 
ഇവെയ്ؗ പറയാം.  ര؇് , എؗത് ഒരു ബിؕുവാണ്, ഈ ബിؕു മുതൽ ഈ ആദّ വൃ؋ം വെരയുت p p 
ടാൻെജന്റ് യുെട നീളം മുതൽ ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം ര؇് വെരയുت ടാൻെജന്റിന്െറ നീള؋ിന് pa p s 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗിവയ്تുׯ േപായിന്റുകൾ മാْതേമ പരിഗണിൂׯ  ആകുؗു ഈ pa, pb 
േകസിൽ തുലّം ആഹ്, കാٌയٗിൽ ഇത് ഉം ഉം തുലّമാെണ്ؗ േതാؗുؗിب, അതിനാൽ അവ p pb 
തുലّമെ׸بിൽ എؗത് എؗത് നമു്ׯ താൽؚരّമുت േപായിന്റുകളിൽ ഒؗായി കണׯാׯിب, p p 
അതിനാൽ േലാׯസ് 
അ׹െനയب  ര؇് സർׯിളുകളിേലുׯം തുലّമായ ദൂരമുت ഒരു അദٔിതീയ ബിؕുവിന് അനؓമായ 
അേനകം  ബിؕുകളു؇്, ഈ ബിؕുׯളുെടെയبാം رാനം നമു്ׯ ഉടൻ കാണാൻ കഴിയും , 
യഥാർ،؋ിൽ ഇവയുെട റാഡിׯൽ അײം എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ ഒരു േനർേരഖയാണ് 
നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട സമവാകّ׹ൾ നൽകിയാൽ ഈ സമൂലമായ അ؋ײിന്െറ 
സമവാകّം എ׹െന േനടാെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾ ഉെ؇്ؗ 
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സ׸ൽؚിുׯക ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവയ്്ׯ മുകളിലും എഒ ര؇ിനും േകْؕ׹ൾ ഉتേؚാൾ നأൾ മാْതം  
ഈ ര؇് സർׯിളുകളിേലുׯം ُ١ർശന؋ിന്െറ നീളം തുലّമായ േപായിന്റുകൾ പരിഗണി്׺ മാْതേമ 
ഞ׹ൾ എبായ്േؚാഴും ആ േപായിന്റുകൾ പരിഗണിുׯകയുൂت  , ഉദാഹരണ؋ിന് ഒരു ബിؕു p 
റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിൽ കിടׯണെമ׸ിൽ ന്െറ നീളം മുതൽ ആദّെ؋ വൃ؋ം വെരയുت th p e 
ടാൻജന്റ ് മുതൽ ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം വെരയുت ടാൻെജന്റിന്െറ നീള؋ിന് കൃതّമായി p pb 
തുലّമായിരിׯണം എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് സംഭവിؗുׯതിന് യും യും pb pa 
തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ പറയാം.  ര؇് സർׯിളുകളുെട 
സമവാകّം ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ ആയിരിׯണം , അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട 
സമവാകّം നൽകിയിരിുؗുׯ , കൂടാെത റാഡിׯൽ അ؋ײിന്െറ സമവാകّം കെ؇േ؋؇തു؇് , 
ര؇് സർׯിളുകളുെടയും മധّഭാഗം േകാർഡിേനുئകളുت ഒരു േപായിന്റ ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക.  xy p g 
ഒ്ؗ ൈമനസ് എഫ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ജി ര؇് ൈമനസ് എഫ് ര؇് ഇേؚാൾ ഇത് െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി n 
ആയിരിׯണം അതിനാൽ ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ നീളം അെ׸بിൽ ചതുരْശ നീളം pa 

ചതുരം ഒരു മുഴുവൻ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഈ ْതിേകാണം ഒരു ഒരു വലത് ആണ് pa p o ap 
ആംഗിൾ ْതിേകാണം ചതുരം ഒؗുമب, ഒരു മുഴുവൻ ചതുരവും ഒരു മുഴുവൻ ചതുരവും ഒؗുമب , pa p 
ഞ׹ൾ കൂടുതൽ കണുׯകൂ؂ലുകൾ നടു؋കയാെണ׸ിൽ, മുآെ؋ ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ നأൾ
ക؇തുേപാെല , ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ് യുെട ചതുരാകൃതിയിലുت ദൂരം തുലّമായിരിുׯം.  ah pa l 
മുതൽ സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ഒ്ؗ ؛സ് ടു എഫ് ഒ്ؗ ؛സ് ഒ്ؗ, ഇവിെട ഉം ഉം x y g x y c x y 
യഥാർ،؋ിൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകളാണ് അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ േപായിന്റിന്െറ p 
േകാർഡിേന്ئ ആയി ഉം ഉം എടു؋ി؂ു؇് .  ഈ ചതുരാകൃതിയിലുت നീളം ചതുരവും p x y pa pa 
ചതുരവും നി׹ൾ ഓർുؗുׯെ؇׸ിൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ ശװി എ്ؗ വിളിുؗുׯ ആദّ p 
സർׯിളുമായി ബؖെؚ؂് എؗ ബിؕുവിന്െറ ശװി ര؇ാമെ؋ സർׯിളുമായി ബؖെؚ؂് p pb 
ചതുരമായിരിുׯം, അത് തുലّമാണ്.  സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ജി ടു ؛സ് ടു എഫ് ടു ؛സ് x y x y 
സി ടു ഇേؚാൾ ഇേؚാൾ ഉം ഉം തുലّമായതിനാൽ , എؗീ േകാർഡിേനുئകൾ ഈ uh p pb x, y 
പദْപേയാഗവും ഈ പദْപേയാഗവും തുലّമായിരിׯണം .  ഇവ ര؇ും തുലّമായിരിׯണം , ഇവിെട നി്ؗ
ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ എؗ സമവാകّം 2 ആׯി ൈമനസ് ആׯി x, y p g 1 g 2 x 
 ണം. f f y c cׯസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് തുലّമാ؛ ׯി ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിേല്ׯസ് 2 ആ؛
പൂജّമായതിനാൽ അ؋ര؋ിലുت എبാ ബിؕുׯളും ആരുെട ശװിേയാെടയാണ് നാം കാണുؗത്  ct
മുതൽ ര؇് വെരയുت ര؇് സർׯിളുകളും തുലّമാണ്, അ؋രം എبാ േപായിന്റുകളുെടയും 
േകാർഡിേനുئകൾ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണം, ഇത് ഒരു േനർേരഖയുെട സമവാകّമبാെത 
മെئാؗുമب , ഈ േനർേരഖെയ ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും റാഡിׯൽ അײം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, 
അതിനാൽ നമു്ׯ അ؋ര؋ിലുت നിരവധി േപായിന്റുകൾ ലഭിുׯം. ന് ഇവിെട മെئാരു േപായിന്റ് p 
ലഭിؗുׯത് േപാെല, ഈ നീളവും ഈ നീളവും തുലّമാണ്, അതുേപാെല തെؗ മെئാരു േപായിന്റ് 
ഇവിെട ഉ؇ായിരിׯാം , അതായത് ടാൻജന്െറ ഈ ഭാഗ؋ിന്െറ ഈ നീളം ആദّെ؋ 
വൃ؋؋ിേലുׯം തുടർ്ؗ ഈ നീളം ടാൻജന്റിന്െറ ഭാഗമായും ര؇ാമെ؋ സർׯിളിേല്ׯ, ഇതും ഈ 
നീളവും തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ അനؓമായി അ؋രം നിരവധി േപായിന്റുകൾ ഉ؇ാകും, 
നി׹ൾ ഈ േപായിന്റുകെളبാം േചർؗാൽ നമു്ׯ ഈ േനർേരഖ ലഭിുׯം , അതിന്െറ സമവാകّം 
ഇതാണ്, ഈ േനർേരഖെയ വിളിുؗുׯ ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും സമൂലമായ അു׺ത؇് ര؇് 
സർׯിളുകൾ പരُ١രം േഛദിുׯകയാെണ׸ിൽ, േകാമിന്െറ സമവാകّം ഞ׹ൾ ഇതിനകം 
ക؇ുകഴി؁ു.  േമാൺ േഹാർഡ് 
അ׹െന നأൾ കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിേലാ അതിനുമുتുآ ْപഭാഷണ؋ിേലാ  ക؇ു മെئാؗുമب , 
ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം വിഭജിؗുׯ സാഹചരّമാണിത്, അതിനാൽ മുൻ 
ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ ഈ ْപേതّക സമവാകّമായ െപാതുവായ കാآിന്െറ സമവാകّം ഞ׹ൾ 
ഇതിനകം ക؇ു, എؗാൽ ഇത് റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ സമവാകّമبാെത മെئാؗുമب അതിനാൽ 
ര؇് വൃ׹؋ൾ വിഭജിുׯേآാൾ റാഡിׯൽ അു׺ത؇് മെئാؗുമب, അത് ര؇് ദിശകളിേലുׯം 
കൂടുതൽ നീ؂ണം , ര؇് സർׯിളുകൾ ഒരു ബിؕുവിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുׯേآാൾ മെئാരു സؕർഭം 
ആകാം , 
അ׹െനെയ׸ിൽ റാഡിׯൽ അײം എ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും.  ഈ ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت 
തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശനമبാെത മെئാؗും , ആ സؕർഭ؋ിൽ സമവാകّം ഉ؇ായിരിുׯം, നأൾ 
തിരിു׺േപാകുകയാെണ׸ിൽ ഈ സമവാകّവും സമാനമായിരിുׯം റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ ഈ 
സമവാകّം 
അ׹െനയب, റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ സമവാകّം ഈ സമവാകّമായിരുؗു, അതിനാൽ റാഡിׯൽ 
അു׺ത؇ിന്െറ ചരിവിനുت ഈ േനർേരഖയുെട ചരിവാണ് ചരിവ്, ഇത് ഒരു േനർേരഖയായ ജി വൺ 
ൈമനസ് ജിയുെട ൈമനസ് ആണ് എഫ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ ര؇് ചരിവ്, f 
ര؇് സർׯിളുകളിൽ ഒ്ؗ, ഒ ര؇് േകْؕ׹ൾ േചരുؗ േരഖയുെട ചരിവ് ര؇് ൈമനസ് എഫ് ഒ്ؗ f 
ൈബ ജി ര؇് ൈമനസ് ജി ഒ്ؗ ആണ്. ഉൽؚؗം ൈമനസ് ഒ്ؗ ആെണ്ؗ കാണുക, അടിرാനപരമായി 
നേأാട് പറയുؗത് , ര؇് സർׯിളുകളുെട േകْؕ׹ൾ േചരുؗ േരഖയ്്ׯ റാഡിׯൽ അײം എേؚാഴും 
ലംബമാെണؗാണ്. നൽകിയിരിؗുׯ ഏെത׸ിലും മൂ്ؗ സർׯിളുകളുെട റാഡിׯൽ െസന്റർ 
എؗറിയെؚടുؗത്, നമു്ׯ ഇതുേപാെല മൂ്ؗ സർׯിളുകൾ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ 
േകْؕ׹ളുെട സമവാകّം ഒ്ؗ ര؇്, മൂ്ؗ എؗി׹െന പറയാം, നമു്ׯ പറയാം ആദّ വൃ؋ം o o 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം x 
ചതുരവും ചതുരവും കൂടാെത ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് y g x f y c 
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തുലّമായിരിുׯം, അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ മ്ئ ര؇ിനും സമാനമായ സമവാകّ׹ൾ ഉ؇ാകും 
സർׯിളുകളും മൂؗാമെ؋ സർׯിളിനും ഇത് ْതീ അതിനാൽ സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് ടു g x y g 
ْതീ ؛സ് ടു എഫ് ْതീ ؛സ് മൂ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ സമവാകّ׹ളും x y c 
നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ പറയാം, ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു മൂ്ؗ സർׯിളുകളുെട 
റാഡിׯൽ െസന്റർ എؓാണ് ഉേؐശിؗുׯെത്ؗ അടിرാനപരമായി നിർവചിുׯം, അതിനാൽ ഒؗും 
ര؇ും സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ ْപേവശന؋ിന്െറ സമവാകّം ഒരു േനർേരഖയാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖ മൂؗാം സർׯിളിന്െറ മധّ؋ിലൂെട കടؗുേപാേക؇തിب. 
ഇെതാരു ഉദാഹരണം മാْതമാേണാ, അതിനാൽ ഇത് മൂؗാമെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّ؋ിലൂെട 
കടؗുേപാേക؇തിب, അതിനാൽ ഇത് ഒؗാമെ؋യും ര؇ാമെ؋യും സർׯിളുകൾׯിടയിലുت 
റാഡിׯൽ അײമാണ്, അതിന്െറ സമവാകّം അടിرാനപരമായി ര؇് അെ׸بിൽ ഓൺ s s 
തുലّമാണ്  ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ ൈമനസ് 2 0 ന് e s 1 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം മുآെ؋ ൈسഡിൽ നأൾ ക؇ത് മാْതമായിരിുׯം, 
അതിനാൽ ഒ്ؗ, കൾ ര؇് എؗിവയ്ׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײം ഉ؇ായിരിുׯം  സമവാകّം 2 s 
തവണ ൈമനസ് ؛സ് 2 തവണ ൈമനസ് ؛സ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് g 1 d 2 x f 1 f 2 y c c 
തുലّമാണ് , അതുേപാെല തെؗ ഒؗാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും സർׯിളുകൾׯിടയിൽ ഒ്ؗ, s s 
മൂ്ؗ എؗിവയ്ׯിടയിൽ ഒരു റാഡിׯൽ അײം ഉ؇ായിരിുׯം. ഇവിെട ഈ പ׺ േരഖ കാണിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഇത് ഒؗാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײമാണ്, 
നമു്ׯ പറയാം , ഈ റാഡിׯൽ അ؋ײിന്െറ സമവാകّം അടിرാനപരമായി പൂജّ؋ിന് തുലّമായ 

ഒരു ൈമനസ് മൂ്ؗ ആയിരിുׯം, അത് ര؇് തവണ ൈമനസ് ആയിരിുׯം  തവണ ؛സ് 2s s g 1 g 3 x 
തവണ ൈമനസ് തവണ ؛സ് ൈമനസ് മൂ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ അതിെന f 1 f 3 y c 1 c 

എ്ؗ വിളിുׯം , ഇനിؚറയുؗതിൽ നأൾ കാണിؗുׯത് ര؇ാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും c 
സർׯിളിന് ഇടയിലുت റാഡിׯൽ അײം യഥാർ،؋ിൽ കടؗുേപാകും എؗാണ്  എؗ th 
റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ ഈ വിഭജന േപായിന്റിലൂെട നأൾ ഇതിനകം ക؇ിت؂ു ര؇് e 
റാഡിׯൽ അ׹ײൾ ഇതുേപാെലയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ചുവؚിൽ വര׺ത് ര؇ാമെ؋യും 
മൂؗാമെ؋യും സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײമാണ്, അതിനാൽ വാُവٝ؋ിൽ മൂ്ؗ 
േജാഡി സർׯിളുകൾׯിടയിലുت മൂ്ؗ റാഡിׯൽ അ׹ײൾ അെ׸بിൽ മൂ്ؗ നأൾ െകാ؇് c 
സൂചിؚി׺ ഒരു ബിؕുവിൽ ഇവ സമാؓരമാണ് , ഈ െയ ഈ മൂ്ؗ സർׯിളുകളുെടയും റാഡിׯൽ c-
െസന്റർ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, എؗാൽ ര؇ാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും സർׯിളുകൾׯിടയിലുت 
റാഡിׯൽ അײം ഖ؈നബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുെമ്ؗ ആദّം കാണിേׯ؇തു؇്.  നീലയും 
പ׺യും ഉت ആദّെ؋ ര؇് റാഡിׯൽ അു׺ത؇ുകളിൽ, ഞ׹ൾ നീല വരയിൽ വര׺ ഉം s one s 

ഉം തأിലുت റാഡിׯൽ അ؋ײിന്െറ സമവാകّം സമാനമാണ്, ഒ്ؗ, മൂ്ؗ two s s 
എؗിവയ്ׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അ؋ײിന്െറ സമവാകّവും റാഡിׯൽ അײവും 
ര؇ാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അു׺ത؇ിന്െറ സമവാകّം 
അ׹െനയാണ്, മൂ്ؗ വّതُّ ٝേജാഡി സർׯിളുകൾتുׯ മൂ്ؗ റാഡിׯൽ അ؋ײിന്െറ 
സമവാകّ׹ളാണിവ, ഈ ര؇് റാഡിׯകളാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ക؇ു  അ׹ײൾ ഒരു l 
ബിؕുവിൽ വിഭജിുؗുׯ ഇേؚാൾ ഞ׹ളുെട ْപഭാഷണ׹ളിൽ നി്ؗ േനർേരഖയിെല c 
ْപഭാഷണ׹ളിൽ നി്ؗ സമവാകّം നമു്ׯ ഇതിനകം തെؗ അറിയാം, നമു്ׯ ര؇് േനർേരഖകൾ 
ഉെ؇׸ിൽ, ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവ ര؇് േനർേരഖl nl 
സമവാകّ׹ളാണ് . എؗ ബിؕുവിൽ വിഭജിുؗുׯ, അേؚാൾ ഈ കവല എؗ ബിؕുവിലൂെട c c 
കടؗുേപാകുؗ േനർേരഖകളുെട കുടുംബം നൽകെؚടുؗത് ഒ്ؗ ؛സ് ലാംഡ തവണ ര؇് l l 
തുലّമായ പൂജّമാണ്, അവിെട ലാംഡ ലാംഡ ഏത് യഥാർ، സംഖّയായാലും വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ 
തിരെ؁ടുׯാം  ലാംഡയ്്ׯ വّതُّ ٝേനർേരഖകൾ ലഭിുׯം, എؗാൽ ഈ േനർേരഖകെളبാം 
ലാംഡയുെട യഥാർ، മൂലّ؋ിന്െറ മൂലّം എؓുതെؗയായാലും , ഈ േഫാമിന്െറ എبാ 
േനർേരഖകളും ഈ ര؇് േനർേരഖകളുെട വിഭജന േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകും, ◌ിനാൽ ഇത് 
ْപേയാഗിؗുׯത് ഞ   ◌്ങൾׯറിയാം.  നുأെട കാരّ؋ിൽ, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ആദّ വരി l 
ഒ്ؗ ആെണؗും ഇത് 0 ന് തുലّമായ ര؇ാമെ؋ വരി ആെണؗും അവ ര؇ും എؗും പറയാം.  l2 int 
ഈ ബിؕുവിൽ സി പിؗീട് വّװമായി േനർേരഖ കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം, അതിനാൽ ഈ sect 
കവലയുെട ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഏെതാരു േനർേരഖയും എേؚാഴും ഈ രൂപ؋ിൽ എഴുതാം l
ഒ്ؗ ؛സ് ലാംഡ ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഒ്ؗ ഇതാണ് ؛സ് ലാംഡ തവണ ര؇് l l l 
ഇതാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ലാംഡ ര؇് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഏത് ലാംഡയ്ുׯം l l 
ഏെത׸ിലും യഥാർ، ലാംഡയ്ുׯം ഇത് ചില േനർേരഖയുെട സമവാകّം കൂടിയാണ്, എؗാൽ നأൾ 
ഇവിെട എഴുതിയ ഈ േനർേരഖ േഛദിؗുׯ േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകും  ലാംഡെയ ൈമനസ് 1 ന് 
തുലّമായി എടു؋ാൽ സി െകാ؇് സൂചിؚി׺ ര؇് സമൂലമായ അ׹ײൾ, ലാംഡ തുലّമായി 
എടു؋ാലും , അതിന്െറ സമവാകّം നൽകുؗ ഒരു ْപേതّക േനർേരഖ നമു്ׯ ലഭിുׯം .  ൈമനസ് ഒ്ؗ 
നമു്ׯ സിയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു േനർേരഖ ലഭിുׯം , ആ േനർേരഖ ര؇് തവണ ഒ്ؗ ൈമനസ് g 
ഡി ര؇് ؛സ് ൈമനസ് ഒരു തവണ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഈ േനർേരഖ സമവാകّം x 
ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആണ്  ആയി ْതീ ൈമനസ് ര؇ിേല്؛ ׯസ് ടു എഫ് t wo g g x 
മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിേല്؛ ׯസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് എؗാൽ ഈ f y c c 
സമവാകّം അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ആ കവല എؗ ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു c 
േനർേരഖയുെട സമവാകّമാണ് ഈ ര؇് റാഡിׯൽ അു׺ത؇ുകളുെട വിഭജന ബിؕു സി എؗാൽ ഈ 
േനർേരഖ മെئാؗുമب, എؗാൽ ഇത് ര؇ാമെ؋യും മൂؗാമെ؋യും സർׯിളുകൾׯിടയിലുت 
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മൂؗാമെ؋ റാഡിׯൽ അ؋ײിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ഈ സമവാകّ؋ിന് 
തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് എؗീ സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ s two, s three 
അײമبാെത മെئാؗുമب , ആദّെ؋ ര؇് റാഡിׯൽ അു׺ത؇ുകളുെട വിഭജന േപായിന്റ ്ഈ 
േനർേരഖയിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാം , അതിനാൽ മൂؗാമെ؋ 
േജാഡികൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײം ര؇ാെണ്ؗ വّװമാണ്.  കൂടാെത മൂ്ؗ ആദّെ؋ s s 
ര؇് റാഡിׯൽ അു׺ത؇ുകളുെട വിഭജന ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകും, ◌ിرാനപരമായി 
അർ،മാؗുׯത്, ഈ  മൂ്ؗ റാഡിׯൽ അ׹ײളും ഒ   ◌ു ബിؕുവിൽ എؗ ബിؕുവിൽ c, thi  
സമാؓരമാണ് എؗതാണ്.  ന്െറ േപായിന്റിെന മൂ്ؗ സർׯിളുകളുെട റാഡിׯൽ െസന്റർ എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ, അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ , ഒരു കുടുംബ؋ിന്െറ സമവാകّം എ׹െന സൃذിׯാെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുإം , ഉദാഹരണ؋ിന് നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട കവലയിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം. തؗിരിؗുׯ ഒരു വൃ؋؋ിന്െറയും 
തؗിരിؗുׯ ഒരു േനർേരഖയുെടയും കവലയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ എبാ സർׯിളുകളുെടയും 
കുടുംബം അെ׸بിൽ അെ׸بിൽ സമവാകّം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
കാണും നؕി 
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