
  અગાઉના લે՘ચરમાં વતુӪળો પર નવ લે՘ચરમાં આપનું չવાગત છે , જનેા િવશે આપણે ચચાӪ કરી હતી, આહ આપેલ બે વતુӪળોની 
સામાլય չપશӪકને લગતી કેટલીક સમչયાઓ હલ કરી છે ,
 તેથી આ յયા՚યાનમાં આપણે આપેલા કોઈપણ બે વતુӪળો વ՞ચેના આંતરછેદના ખૂણા િવશે વાત કરીશું અને પછી  આપણે તે િչથિત 
શોધવા તરફ આગળ વધીશું કે જનેા હેઠળ આપેલ કોઈપણ બે વતુӪળો એકબીӽ સાથે ઓથӷગોનલ છે તે પણ એહ કંઈક յયા՚યાિયત 
કરશે જ ેકોઈપણ બે આપેલ વતુӪળો વ՞ચેના આમૂલ ધરી તરીકે ઓળખાય છે
 તેથી ચાલો આપણે આપેલ બે વતુӪળોના આંતરછેદના ખૂણાને յયા՚યાિયત કરવા સાથે Ԑારંભ કરીએ.
  ધારો કે બે વતુӪળોનું સમીકરણ આપણને આપવામા ંઆյયું છે અને ચાલો કહીએ કે બે વતુӪળો એકબીӽને છેદે છે
 તેથી દેખીતી રીતે છેદનનો ખૂણો ફԝ બે વતુӪળો માટે જ յયા՚યાિયત કરવામાં આવે છે જ ેએકબીӽને છેદે છે જો બે વતુӪળો 
એકબીӽને છેદતા ન હોય તો  તે િકչસામાં આંતરછેદનો કોણ յયા՚યાિયત નથી
 તેથી ચાલો કહીએ કે આ બે વતુӪળો છે જ ેએકબીӽને છેદે છે
 તેથી આ છે  Ԑથમ વતુӪળ એક આ બીજંુ વતુӪળ બે છે તો ચાલો આપણે કહીએ કે આ બે વતુӪળોના કેլԍો એક અને બે પર s s o o 
છે Ԑથમ વતુӪળનું સમીકરણ ચાલો આપણે કહીએ કે ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા બે એક વԱા બે એક વԱા એક x y g x  f y c 
શૂլય બરાબર છે
 તેથી આ એક છે અને બીӽ વતુӪળ બેનું સમીકરણ ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા બે બે વԱા બે બે વԱા બે s s x y g x f y c 
બરાબર શլૂય
 તેથી આ બે વતુӪળો છેદે છે  આ બે િબંદુઓ પર હવે આપણે Ԑથમ વતુӪળ તરફ չપશӪક દોરીએ જથેી આંતરછેદના આ િબંદુ પર չપશӪક 
કંઈક આના જવેો દેખાશે
 તેથી આવնયકપણે આ 90 િડԆી હશે તેવી જ રીતે ચાલો આપણે બીӽ વતુӪળ માટે પણ չપશӪક દોરીએ આંતરછેદના સમાન િબંદુ પર 
જથેી չપશӪક અહી ંલાલ રંગમાં દોરવામા ંઆવે જથેી તે કંઈક આના જવેો દેખાય
 તેથી આ છેદનના આ સામાլય િબંદુ પર બીӽ વતુӪળની સીધી રખેા չપશӪક છે હંુ તેને બે કહીશ t 
અને Ԑથમની չપશӪક  મી પર વતુӪળ આંતરછેદના સમાન િબંદુને હંુ ટી વન Հારા બોલાવીશ અને પછી આ કોણને આ બે չપશӪક વ՞ચે p
થીટા રહેવા દઈશ જથેી બે չપશӪક વ՞ચેનો આ કોણ છેદનના આ િબંદુએ બે વતુӪળો સુધી રહે
 તેથી આ ખૂણો તે છે જનેે કોણ તરીકે ઓળખવામાં આવે છે.
 બે વતુӪળો વ՞ચે આંતરછેદ
 તેથી હવે બે વતુӪળોના સમીકરણને જોતાં આપણે આંતરછેદ થીટાનો આ ખૂણો શોધી શકીશું
 તેથી તે માટે આપણે આ છેદન િબંદુને વડે દશાӪવીએ અને ચાલો એક બેને પણ સીધી રખેા વડે જોડીએ.a o 
  હવે આપણી પાસે િԋકોણ છે તો આ એક િԋકોણ છે જ ેઆપણી પાસે છેo one ao 1 ao 2 
 તેથી આ બાજુ ની લંબાઈ ની બરાબર છે જ ેԐથમ વતુӪળ વેલ ની િԋԧા છે  અհયાસԃમ એ o 1 a r 1 s 1 r 1 g 1 
ચોરસ વԱા વગӪ ઓછા ના વગӪમૂળ સમાન છે ԧાં આપણે પહેલાથી જ અને ની િકંમતો ӽણીએ f 1 c 1 g 1 f 1 c 1 
છીએ કારણ કે Ԑથમ વતુӪળનું સમીકરણ આપણને આપવામા ંઆյયું છે તે જ રીતે આપણે આ લંબાઈ શોધી શકીએ છીએ.o2a 
 જ ેખરખેર બીӽ સીરની િԋԧા છે  અને તે ફરીથી શોધી શકાય છે કારણ કે આપણે પહેલાથી જ બીӽ વતુӪળનું સમીકરણ cle 
ӽણીએ છીએ આપણે બે બે અને બે ની િકંમતો ӽણી શકીએ છીએg f c 
 તેથી બે ફԝ બે ચોરસ વԱા બે ચોરસ ઓછાનું વગӪમૂળ હશે  બે અને પછી અલબԱ, કારણ કે આપણે પહેલાથી જ r g f c 
કેլԍના કોઓિડӪનેգસ ӽણીએ છીએ
 તેથી Ԑથમ કેլԍનું સંકલન Ԑથમ વતુӪળનું કેլԍ માઈનસ એક અճપિવરામ ઓછા વન છે અને પછી આ િબંદુ બેના g f o 
કોઓિડӪનેգસ જનંુે કેլԍ છે  બીજંુ વતુӪળ માઈનસ બે અճપિવરામ ઓછા બે છે અને પછી તેમની વ՞ચેનું અંતર જ ેએક બે છે બેg f o 
કેլԍો વ՞ચેનું અંતર એક ઓછા બે આખા ચોરસ વԱા એક ઓછા બે આખા ચોરસના વગӪમૂળ Հારા આપવામાં આવે છે g g f f 
તો હવે આપણી પાસે જ ેછે તે એ છે કે આપણી પાસે િԋકોણ એક છે અને આપણે તેની ԋણ બાજુઓની લંબાઈ બરાબર ӽણીએ o2 
છીએ અને
 તેથી હવે આ િԋકોણના ԋણ ખૂણા શોધવાનું પણ શԞ હોવંુ જોઈએ પણ પછી આપણને ખરખેર આ ખૂણો શોધવાનું કહેવામાં આવે 
છે.
 થીટા આપણે એ પણ સમӾએ છીએ wha  t 
કે એ બીӽ વતુӪળની չપશӪક હોવાથી આ ખૂણો પણ 90 અંશનો છેt2 
 તેથી હવે જો આપણે આ િબંદુને જોઈએ આપણે આ િબંદુને જોઈએ છીએ o o
 તેથી આપણી પાસ ેપહેલા આ ખૂણો છે જ ે90 છે પછી આપણી પાસે થીટા છે અને  પછી આપણી પાસ ેઆ ખૂણો છે જ ે90 જમણો છે 
અને પછી અંતે આપણી પાસે આ ખૂણો છે કારણ કે આ બધા ખૂણાઓનો સરવાળો 360 હોવો જોઈએ જ ેઆપણી પાસ ેo1 a o2 
છે
 તેથી Ԑથમ ખૂણો 90 અંશ છે તેના કારણે તે કોણ છે આ અને આ չપશӪક ની વ՞ચે જ ે90 અંશ છેo 1 a t 1 
 તેથી બાય 2 વԱા અને પછી આપણી પાસ ેબે વતુӪળોના આંતરછેદનો કોણ છે જ ેઆ કોણ થીટા વԱા છે પછી ફરીથી આપણી pi 
પાસે આ સામાլય વ՞ચે 90 અંશ છે o2 a 
 તેથી બે અને બે વ՞ચેનો ખૂણો નેવું અંશ છેo a t 
 તેથી આપણી પાસ ેફરીથી બાય બે અને પછી વԱા ખૂણો બે એકpi o ao 
 તેથી કોણ બે એકo ao 
 તેથી આ બધાનો સરવાળો ԋણસો સાઠ અંશ જટેલો હોવો જોઈએ.
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 બે અનેpi 
 તેથી ըયાથંી આપણે કહી શકીએ કે કોણ બે એક પાઈ માઈનસ થીટા ની બરાબર હોવો જોઈએ આપણે અહી ંલખીશું પાઈ o  ao 
ઓછા થીટા હવે આપણે આ િԋકોણના આ કોણ કોણ પર કોસાઈન કાયદો લાગુ કરીશુંo2 ao1 
 તેથી કોસાઈન કાયદા Հારા આ કોણ નો કોસાઈન એક બરાબર છે.o2 ao 
  બે બાજુઓના ચોરસનો સરવાળો જ ે બે બાજુઓ જ ેઆ ખૂણાને અડીને છે અથવાah ah 
 તેથી 2 બાજુઓ મૂળભૂત રીતે આ િકչસામાં ચોરસ અને ચોરસ છેr 2 r 1 
 તેથી ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા  બાજુ જ ેઆ ખૂણાની િવԀԺ છે જ ેછેr 1 r 2 
 તેથી તે માઈનસ થઈ જશે આ બે કેլԍો વ՞ચેનું અંતર છે જનેો ચોરસ 
આ ખૂણાને અડીને આવેલી બાજુઓની લંબાઈના ગુણાંકના બે ગણા ભા՛યા છે
 તેથી બે વખત ભા՛યા છે એક આર બેr 
 તેથી અલબԱ હવે અહીથંી આહ તેને આગળ લઈ જઈએ છીએ હવે આપણી પાસે આહની ԍિՋએ આર વન આર ટુ અને ઓ વન ઓ 
બે માટે પહેલાથી જ અિભյયિԝઓ છે કારણ કે આપણે પહેલાથી જ અને ની િકંમત ӽણીએ gg one g two f one f 
છીએ.
  બે અને એક બે ના સમીકરણ થી અમને બે વતુӪળો આપવામા ંઆյયા છેc c 
 તેથી આપણે આ ખૂણાના કોસાઈનને બરાબર શોધી કાઢવામાં સમથӪ હોવા જોઈએ પરંતુ આપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ કે કોણ 

બે એક એ કોણ બે એકનો પાઈ ઓછા થીટા કોસાઈન છે જ ેપાઈ ઓછા થીટાનો કોસાઈન o ao o ao 
છે.
  માઈનસ કોસ થીટાની બરાબર પણ આપણે એ પણ ӽણીએ છીએ કે આ અગાઉની չલાઈડમાંથી બરાબર છે અમે ફԝ r 1 r 2
અને માટેના સમીકરણોને બદલીશુંo 1 o 2 
 તેથી આ 3 સમીકરણો અહી ંઅને ըયા ંબદલવામા ંઆવશે.
 કોસાઇન થીટાનો આ કોસાઇન માઇનસ જ ેકોણ નો કોસાઇન છે તે બરાબર છેo2 ao 1 
 તેથી ચોરસ હશે ચોરસ વԱા એક ચોરસ ઓછા એક વԱા બે ચોરસ હશે બે ચોરસ વԱા બે ચોરસ ઓછા r 1 g 1 f c r g f 

બે એક બે આખા ચોરસની બાદબાકીc o 
 તેથી એક બે આખો ચોરસ હશે એક ચોરસ વԱા બે ચોરસ ઓછા બે એક બે પછી વԱા એક ચોરસ વԱા બે o g g g g f f 
ચોરસ ઓછા બે એક બેf f 
 તેથી આ અંશ છે અને છેદ આપણી પાસે બે ગુէռા એક બે છેr r 
 તેથી તે 2 ગુէռા ચોરસ હશે ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા નું 1 ગણંુ વગӪમૂળ ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા g 1 f 1 c g 2 f 2 c 2
અને આ જԁરી છે કે આપણી પાસે જ ેછે તે cos
 તેથી આ ના ઓછા છેcos theta 
 તેથી ԧાં થીટા છે બે વતુӪળો વ՞ચે આંતરછેદનો ખૂણોcos theta 
 તેથી થીટા સમાન હશે વԱા ઓછા 2 ગુէռા ઓછા બે ગુէռા બે ભા՛યા cos c 1 c 2 g 1 g 2 f one f g one 
ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા ગુէռા વગӪમૂળ  չՄેર વԱા չՄેર માઈનસ નું મૂળ અને આપણે પહેલાથી જ fn c1 g2 f2 c2 
ӽણીએ છીએ કે થીટા કારણ કે માઈનસ થીટા 0 અને ની વ՞ચે છેpi pi 
 તેથી તે չપՋ છે કે થીટા પણ અંદર સાથે હશે
 તેથી થીટા રլેજમાં આવશે રլેજ 0 થી ની લાઇન પર જઈએ છીએ અનેpi 
 તેથી થીટાનું મճૂય કંઈ નહી ંપણ હશે
 તેથી થીટા આ જમણી બાજુના յયչત િસવાય બીજંુ કંઈ નહી ંહોયcos 
 તેથી થીટા ની બરાબર હશેcos inverse 
 તેથી ની દલીલ આ અિભյયિԝ હશે હવે ચાલો જોઈએ કે કઈ િչથિત હેઠળ બે  વતુӪળો ઓથӷગોનલ હશેcos inverse 
 તેથી ԧાર ેઆપણે કહીએ છીએ કે બે વતુӪળો ઓથӷગોનલ છે
 તેથી બે વતુӪળો ઓથӷગોનલ હોવાનું કહેવાય છે જો અને માԋ જો 
તેમની વ՞ચેના આંતરછેદનો ખૂણો 2 અથવા 90 િડԆી Հારા હોય તો હવે ચાલો જોઈએ કે કઈ િչથિત અથવા કઈ હેઠળ આપેલ બે pi 
વતુӪળો એકબીӽ માટે ઓથӷગોનલ છે તે માટે શરત સંતોષવી જોઈએ જ ેઅહીથંી બહુ મնુકેલ ન હોવી જોઈએ કારણ કે જો બે બે 
વતુӪળો ઓથӷગોનલ હોય તો આ થીટા બાય બેની બરાબર હોવી જોઈએ પરંતુ કારણ કે ની બે છે  શૂլય એ չપՋ pi pi cos by 
છે કે બે વતુӪળો ઓથӷગોનલ હોવા માટે આ જમણી બાજુ શૂլય હોવી જોઈએ
 તેથી તેથી શરત એ છે કે બે વતુӪળો એક અને બે જનેા સમીકરણો અહી ંઆપવામાં આյયા છેs s 
 તેથી બે વતુӪળો ઓથӷગોનલ છે જો અને માԋ જો આ અિભյયિԝ શլૂય છે જનેો મૂળભૂત અથӪ એ છે કે બે બે વԱા બે g one g f 

બે બરાબર વԱા બેone f c one c 
 તેથી ચાલો આ ՚યાલને થોડો չપՋ કરવા માટે થોડા ԐՇો લઈએ તો અહી ંહંુ  પહેલો ԐՇ એવું કહેવાય છે કે વતુӪળ િબંદુ શլૂય s s 
વનમાથંી પસાર થાય છે અને આ વતુӪળો માટે આ બે વતુӪળો માટે ઓથӷગોનલ છે
 તેથી ચાલો કહીએ કે વતુӪળ પાસે આ સમીકરણ છે અને તે િબંદુ શլૂય વનમાંથી પસાર થાય છેs 
 તેથી આ સમીકરણ આવնયક છે બરાબર શૂլય અને બરાબર એકથી સંતુՋ થઈએx y 
 તેથી આપણને એક વԱા બે મળે છે વԱા બરાબર શլૂય પણ આ વતુӪળ બંને વતુӪળો માટે ઓથӷગોનલ છેf c s 
 તેથી તે આ વતુӪળ માટે ઓથӷગોનલ હોવાથી આપણે ઓથӷગોનાિલટી માટે શરતનો ઉપયોગ કરી શકીએ છીએ
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 તેથી આપણે  આ શરતનો ઉપયોગ કરી શકો છો
 તેથી આ સમીકરણ ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા બે ઓછા પંદર એટલે શլૂય અને બીજંુ વતુӪળ ચોરસ વԱા ચોરસ x y x x y 
માઈનસ એક શૂլય છે
 તેથી આહ
 તેથી અહી ંઆપણે કહીએ કે જો આપણે જો આપણે જો
 તેથી આપણે અહી ંસમીકરણને ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા 2 વԱા 2 વԱા એક શլૂય સમાન ગણીએ તો x y g 1 x f 1 y c g 

એટલે ઓછા એક એક શլૂય એક ઓછા પંદર સમાન આ બીӽ વતુӪળ માટે આપણે  જો આપણે આને իયાનમાં લઈએ  one f c x
ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા બે બે વԱા બે બે વԱા બે બરાબર શլૂય તો չપՋપણે બે અને બે બંને શૂլય છે અને y g x f y c g f c
બે ઓછા એક છે કારણ કે આ વતુӪળ આપણી પાસેના Ԑથમ વતુӪળ માટે ઓથӷગોનલ છે 
કારણ કે આ વતુӪળ આ Ԑથમ વતુӪળ માટે ઓથӷગોનલ છે તે ઓથӷગોનાિલટીના સમીકરણને સંતોષે છે s 
જ ેબે ગુէռા ગુէռા એક છે જ ેમાઈનસ એક વԱા બે ગુէռા ગુէռા છે જ ે0 છે તે વԱા બરાબર છે જ ે-15 છેg g f f1 c c1 
 તેથી તેથી આ અિનવાયӪપણે વԱા બરાબર 15 છે.2g c 

 તેથી આ પહેલું સમીકરણ હતંુ આ બીજંુ સમીકરણ અહ એ જ રીતે કારણ કે વતુӪળ પણ બીӽ વતુӪળ માટે ઓથӷગોનલ પણ છે, 
આપણી પાસે સમાન Ԑકારનું સમીકરણ છે બે ગէુռા બે જ ેશլૂય છે વԱા બે ગુէռા બે જ ેશլૂય બરાબર વԱા બે g g f f c c 
પણ છે આ ԋીӽ સમીકરણમાંથી આ ԋીજંુ સમીકરણ છે આપણને չપՋપણે બરાબર એક મળે છે અને જો આપણે આ Ԑથમ c 
સમીકરણમા ંતે માિહતીનો ઉપયોગ કરીએ તો આપણને હવે ઓછા એક થશે  એ હોવાથી  જો આપણે f c equ al to one 
સમાન નો ઉપયોગ કરીએ તો ની આ માિહતી એકની બરાબર આમા ંબીજંુ સમીકરણ છે આપણને બરાબર સાત મળે છેc c ah g 
તો આપણે આ વતુӪળ ના તમામ પિરમાણો મેળવી લીધા છે અને չપՋપણે આ વતુӪળ નું કેլԍ છે.s s 
  છે કેլԍ માઈનસ અճપિવરામ ઓછા જ ેમાઈનસ સાત છે કારણ કે સાત છે અને માઈનસ એક હશેg f g f 
 તેથી કેլԍ માઈનસ સાત અճપિવરામ એક છે જનેો અથӪ છે કે િવકճપ સાચો છે અને િવકճપ ખોટો છે અને િԋԧા વગӪમૂળની c d 
બરાબર છે ચોરસ વԱા ચોરસ માઈનસ નો સાત થશેg f c 
 તેથી િવકճપ સાચો છે એક િવકճપ ખોટો છે તો ચાલો આપણે બીӾ સમչયાને իયાનમાં લઈએb a 
 તેથી અહી ંઆપેલ છે કે વતુӪળ અճપિવરામ િબંદુમાંથી પસાર થાય છે અને આ વતુӪળ કહે છે  Հારા સૂચવવામા ંઆવે છે અને તે b s 
બીӽ વતુӪળને કાપી નાખે છે ચોરસ વԱા ચોરસ બરાબર ચોરસ ઓથӷગોનલી તો વતુӪળ ના કેլԍનું չથાન આ ચાર x y k s 
િવકճપોમાંથી એક છે જ ેઆપણે શોધવાનું છે
 તેથી ચાલો આપણે કહીએ કે કેլԍ વતુӪળ ના  ચાલો આપણે વતુӪળ ના કેլԍના કોઓિડӪનેգસ s b sb 

અને કહીએ તો આ વતુӪળ નું સમીકરણ ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા 2 ઓછા બે વԱા બરાબર શլૂય થશે p q s x y px qy c 
હવે એવું કહેવાય છે કે વતુӪળ  એ અճપિવરામ િબંદુમાંથી પસાર થાય છેs b 
 તેથી તેનો અથӪ શું છે કે આ સમીકરણ બરાબર અને બરાબર સાથે સંતુՋ હોવંુ જોઈએx a y b 
 તેથી ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા બે ઓછા બે વԱા શૂլય બરાબર છે આ  Ԑથમ સમીકરણ જ ેઆપણને મળે છે અને a b ap bq c 
પછી એવું પણ કહેવાય છે કે આ ચોԜસ વતુӪળ એ બીӽ વતુӪળ માટે ઓથӷગોનલ છે, ચાલો આપણે કહીએ કે અિવભાԧ s s 
સમીકરણ છે જનેું સમીકરણ ચોરસ વԱા ચોરસ ઓછા વગӪ શլૂય છેx y k 
 તેથી આપણે ઓથӷગોનાિલટીની િչથિતનો ઉપયોગ કરીએ તો આપણને શું મળે છે
 તેથી 2 ગુէռા ગુէռા છે.g 1 g 2 

 તેથી આ Ԑથમ વતુӪળ માટે નું ઓછા છેg 1 g p 
 તેથી બે ગુէռા એક ગુէռા બે છે પણ અહી ં બે શૂլય છે અને પછી વԱા બે ગુէռા એકg g g f 
 તેથી એક માઈનસ ગુէռા બે છે શૂլય બરાબર એક વԱા બેf q f c c 
 તેથી એક  અને બે બાદબાકી ચોરસ છેc c c k 
 તેથી આ બે વતુӪળો ઓથӷગોનલ હોવાથી આ સમીકરણ પણ સંતુՋ હોવંુ જોઈએ
 તેથી આ સમીકરણ મૂળભૂત રીતે બે વતુӪળો વ՞ચેની ઓથӷગોનાિલટી માટેની શરત તરીકે અગાઉની չલાઇեસમાંની એકમાં બતાવેલ 
તેમાંથી આવે છે 
તેથી આમાંથી  સમીકરણ એ չપՋ છે કે એ ચોરસ સમાન હોવંુ જોઈએ અનેc k 
 તેથી વતુӪળ નું સમીકરણs 
 તેથી જો આપણે સમીકરણમા ંઆ હકીકતનો ઉપયોગ કરીએ તો આપણને શું મળે છે કે 
વતુӪળ ના કેլԍના અને કોઓિડӪનેգસ સતંોષવા જ જોઈએ.s p q 
 સમીકરણ ચોરસ વԱા ચોરસ બાદબાકી બે ઓછા બે વԱા ચોરસ બરાબર શૂլય અથવા બીӽ શկદોમાંa b ap bq k 
 તેથી આનો મૂળભૂત અથӪ એ છે કે વતુӪળ ના કેլԍના અને કોઓિડӪનેգસ હંમેશા આ સમીકરણને સંતોષવા જોઈએ અનેs p q 
 તેથી չથાન 
વતુӪળ નું કેլԍ એક ચોરસ વԱા ચોરસ છેs b 
 તેથી ચાલો કહીએ કે આપણે
 તેથી આ એક ચોરસ વԱા ચોરસ માઈનસ બે ગણા કેլԍના સંકલન હશેb x 
 તેથી ચાલો તે ઓછા બે થાય  કેլԍનો કોઓિડӪનેટ વԱા ચોરસ શլૂય છેx b ti mes y k 
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 તેથી કેլԍનું չથાન એ આવնયકપણે આ સમીકરણ છે જ ેવાչતવમા ંએક સીધી રખેા સમીકરણ છે કારણ કે તે અને બંનેમાં રખેીયx y 
છે અને આ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ Ԑથમ િવકճપ છે જ ેિવકճપ છે.a 
 તો ચાલો આપણે એક નવા િવષય તરફ આગળ વધીએ જ ેબે આપેલ વતુӪળોની આમૂલ ધરી તરીકે ઓળખાય છે તે յયા՚યાિયત કર ેછે
 તેથી ધારો કે આપણને બે વતુӪળો આપવામા ંઆյયા છે તો ચાલો આપણે કહીએ કે આ વતુӪળ એક છે અને પછી આપણી પાસે s 
અહી ંબીજંુ વતુӪળ છે.
 કહો બે હવ ેતે બધા િબંદુઓને իયાનમાં લો કે આપણે ફԝ તે િબંદુઓ ને իયાનમાં લઈશું કે આ થી બંને વતુӪળોની չપશӪકની s p p 
લંબાઈ સમાન છે
 તેથી ચાલો કહીએ કે આ બે વતુӪળો છે જમેાં એક અને ઓ કેլԍ છે.
  બે અને એ એક િબંદુ છે કે આ િબંદુ થી આ Ԑથમ વતુӪળ એક સુધીની չપશӪક ની લંબાઈ થી બીӽ વતુӪળ બે p p s pa p s 
સુધીની չપશӪકની લંબાઈ જટેલી છે
 તેથી ફԝ તે િબંદુઓને իયાનમાં લેવામા ંઆવશે જનેા માટે અને છે  છે આ િકչસામાં સમાન છે, ઓછામા ંઓછંુ દેખાવમાં તે pa pb 

અને સમાન નથી લાગતુંp pb 
 તેથી જો તેઓ સમાન ન હોય તો એ એ એક િબંદુ તરીકે իયાનમાં લેવામા ંઆવશે નહી ંજમેા ંઅમને રસ છેp p 
 તેથી લોકસ
 તેથી ըયા ંમાԋ નથી  એક અનլય િબંદુ કે જમેાં આહ સમાન અંતર છે જનેા બંને વતુӪળોની չપશӪકની લંબાઈ સમાન છે ըયા ંઅનંતપણે 
ઘણા બધા િબંદુઓ છે અને આ બધા િબંદુઓનું չથાન જમે આપણે ટંૂક સમયમાં જોઈશું તે એક સીધી રખેા છે જનેે વાչતવમા ંઆની 
રિેડકલ અԟ કહેવામાં આવે છે.
 આપેલ બે વતુӪળો તો ચાલો જોઈએ કે આ આમૂલ ધરીનું સમીકરણ કેવી રીતે મેળવવું 
જો આપણને આપેલા બે વતુӪળોના સમીકરણો આપવામાં આવે તો ધારો કે આપણી પાસે આપેલા બે વતુӪળો એક અને બે છે s s 
જનેી ઉપર કેլԍો છે અને બે તો આપણે માԋ  આપણે હંમેશા તે અહ પોઈլգસને իયાનમાં લઈએ છીએ માԋ તે િબંદુઓને իયાનમાં ao 
રાખીને કે 
જનેા માટે આ બંને વતુӪળોની չપશӪકની લંબાઈ સમાન છે
 તેથી ઉદાહરણ તરીકે જો કોઈ િબંદુ રિેડકલ અԟ પર રહેલો હોય તો પછી ની લંબાઈ  չપશӪક થી Ԑથમ વતુӪળ સુધી p th e p 
ચાલો કહીએ કે એ થી બીӽ વતુӪળ સુધીની չપશӪકની લંબાઈ બરાબર હોવી જોઈએpa p pb 
 તેથી અને સમાન હોવા જોઈએpb pa 
 તેથી આવું થાય તે માટે ચાલો કહીએ કે અમને  બે વતુӪળોનું સમીકરણ નીચે મજુબ હોવંુ જોઈએ
 તેથી આપણને બે વતુӪળોનું સમીકરણ આપવામાં આյયું છે અને આપણે આમૂલ ધરીનું સમીકરણ શોધવાનું છે હવે ધારો કે 
બે વતુӪળોના કેլԍમા ં કોઓિડӪનેટ ધરાવતો એક િબંદુ છે અલબԱ માઈનસ છે  એક ઓછા વન ઓછા બે ઓછા xy p g f n g f
બે હવે
 તેથી આ નેવું િડԆી હોવું જોઈએ
 તેથી લંબાઈ અથવા ચોરસ લંબાઈ ચોરસ પાયથાગોરસ Ԑમેયનો ઉપયોગ કરીને એક આખા ચોરસ સમાન છે કારણ કે pa pa p 
આ િԋકોણ એક એક જમણો છે  કોણ િԋકોણ આપણી પાસે ચોરસ છે તે બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ એક આખા ચોરસ બાદo ap pa p 
એક આખો ચોરસ છે અને જો આપણે આગળની ગણતરીઓ કરીએ તો આપણે અગાઉના લે՘ચરમાંના એકમાં જોયંુ હતું કે આ આહ 
રખેા સગેમેլટ નું ચોરસ અંતર સમાન હશે  થી ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા બે એક વԱા બે એક વԱા એક pa l x y g x f y c 
ԧાં અને વાչતવમા ંઆ િબંદુ ના કોઓિડӪનેգસ છેx y p 
 તેથી આપણે તે િકչસામાં અને ને આ િબંદુ ના સકંલન તરીકે લીધા છે આ ચોરસ લંબાઈ ચોરસ અને ચોરસ જો x y p pa pa 
તમને પણ યાદ હોય તો Ԑથમ વતુӪળના સંદભӪમા ંઆ િબંદુ ની શિԝ કહેવાય છે તેવી જ રીતે બીӽ વતુӪળના સંદભӪમા ંઆ િબંદુ p p 
ની શિԝ ચોરસ હશે જ ેપણ સમાન છે.pb 

ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા થી બે વԱા બે બે વԱા બે હવ ે માટે હવ ે અને સમાન છે તે અનુસર ેછે કે  x y g x f y c uh p pb 
અને કોઓિડӪનેգસ એવા હોવા જોઈએ કે આ અિભյયિԝ અને આ અિભյયિԝ સમાન હોય એટલે  આ બે સમાન હોવા x y 

જોઈએ અને અહીથંી આપણે મેળવીએ છીએ કે આ િબંદુ ના કોઓિડӪનેգસ અને એ સમીકરણ 2 માં ઓછા મા ંp x y g 1 g 2 
વԱા 2 મા ં એક ઓછા બે માં વԱા એક ઓછા બે સમાનને સંતોષવા જોઈએ શૂլયx f f y c c 

 તેથી આપણે જોઈએ છીએ કે આવા તમામ િબંદુઓ જનેી શિԝ સાથે છે  થી બે બંને વતુӪળો સમાન છે આવા તમામ િબંદુઓના ct 
કોઓિડӪનેգસ આ સમીકરણને સંતોષવા જોઈએ જ ેએક સીધી રખેાના સમીકરણ િસવાય બીજંુ કંઈ નથી અને આ સીધી રખેાને આ બે 
વતુӪળોની આમૂલ ધરી કહેવામાં આવે છે
 તેથી આપણને તેના જવેા ઘણા બધા િબંદુઓ મળશે.
 જમે ને અહી ંકદાચ બીજો િબંદુ મળશે જમે કે આ લંબાઈ અને આ લંબાઈ સમાન છે તેવી જ રીતે અહી ંબીજો કોઈ િબંદુ હોઈ શકે p 
છે જમે કે չપશӪકના આ ભાગની આ લંબાઈ પહેલા વતુӪળ સુધી અને પછી આ લંબાઈ જ ેչપશӪકનો ભાગ છે બીӽ વતુӪળમાં
 તેથી આ અને આ લંબાઈ પણ સમાન હશે
 તેથી આવા ઘણા બધા િબંદુઓ હશે અને જો તમે બધા આ બધા િબંદુઓને જોડશો તો આપણને આ સીધી રખેા આ સીધી રખેા 
મળશે જનેું સમીકરણ આ છે અને આ સીધી રખેા કહેવાય છે આ બે વતુӪળોની આમૂલ ધરી એ જોવાનું પણ બહુ મնુકેલ નથી કે જો બે 
વતુӪળો એકબીӽને છેદે છે તો આપણે પહેલાથી જ જોયું છે કે કોમનું સમીકરણ  mon horde
 તેથી આપણે જોયંુ કે છેճલા લે՘ચરમાં અથવા કદાચ તે પહેલાંના લે՘ચરમાં કે સામાլય તારનું સમીકરણ સામાլય તાર એ િબંદુ છે જ ે
છેદનના બે િબંદુઓને જોડતી સીધી રખેા સાથે જોડાય છે અને આપણે જોયંુ કે સામાլય કોડӪનું સમીકરણ છે.
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  કંઈ નથી પરંતુ
 તેથી આ તે િકչસો છે ԧાં બે વતુӪળો એકબીӽ સાથે છેદે છે
 તેથી અગાઉના એક յયા՚યાનમાં આપણે પહેલાથી જ સામાլય કોરનું સમીકરણ આ િવિશՋ સમીકરણ હોવાનું જોયંુ છે પરંતુ પછી આ
રિેડકલ અԟના સમીકરણ િસવાય બીજંુ કંઈ નથી 
તેથી ԧાર ેબે વતુӪળ આમૂલ ધરીને છેદે છે તે સામાլય તાર િસવાય બીજંુ કંઈ નથી, આપણે તેને બંને િદશામાં આગળ લંબાવવું પડશે 
બીજો િકչસો એ હોઈ શકે ԧાર ેબે વતુӪળો એક િબંદુ પર એકબીӽને չપશӲ અને તે િકչસામાં કોઈ બતાવી શકે કે રિેડકલ ધરી છે  આ 
બે વતુӪળો વ՞ચેના ટӬ ાંસવસӪ કોમન ટેլજլેટ િસવાય બીજંુ કંઈ નહી ંકે જનંુે સમીકરણ તે િકչસામાં આ સમીકરણ જવેું જ હશે જો આપણે 
પાછા જઈએ તો આમૂલ ધરીનું આ સમીકરણ પછી તે બહુ નથી
 તેથી આમૂલ ધરીનું સમીકરણ આ સમીકરણ હતંુ
 તેથી ઢોળાવ એ આમૂલ ધરીના ઢોળાવ માટે આ સીધી રખેાનો ઢોળાવ છે જ ેએક સીધી રખેા છે નું માઈનસ એક ઓછા બે g g  
બાય એક બાદબાકી આમૂલ ધરીનો બે ઢોળાવ બે વતુӪળોમાંથી f f 
એક અને બે કેլԍોને જોડતી રખેાનો ઢોળાવ એ બે ઓછા એક બાય બે ઓછા એક છે હવે જો આપણે આ બે o f f g g 
ઢોળાવનો ગુણાંક લઈએ તો આપણે  જુઓ કે ઉըપાદન માઈનસ એક છે જ ેમૂળભૂત રીતે આપણને કહે છે કે રિેડકલ અԟ હંમેશા બે 
વતુӪળોના કેլԍોને જોડતી રખેાને લંબԁપ હોય છે , જો કે હવ ેઆપણે ӽણીએ છીએ કે કોઈપણ બે આપેલ વતુӪળો વ՞ચેના રિેડકલ 
અԟનો અથӪ શું છે તે હવે յયા՚યાિયત કરશે.
 આપેલ કોઈપણ ԋણ વતુӪળોના આમૂલ કેլԍ તરીકે જનેે ઓળખવામાં આવે છે
 તેથી ધારો કે આપણને આના જવેા ԋણ વતુӪળો આપવામા ંઆյયા છે તો ચાલો કહીએ કે કેլԍોનું સમીકરણ એક બે અને ԋણ પરo o 
છે અને ચાલો કહીએ કે નું સમીકરણ Ԑથમ વતુӪળ એક શૂլય સમાન છેs 
 તેથી તે મૂળભૂત રીતે Ԑથમ વતુӪળનું સમીકરણ ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા બે એક વԱા બે વન વાય વԱા એક શլૂય x y g x f c 
સમાન હશે તેવી જ રીતે આપણી પાસે અլય બે માટે સમાન સમીકરણો હશે વતુӪળો અને ԋીӽ વતુӪળ માટે
 તેથી આ છે ԋણg 
 તેથી ચોરસ વԱા ચોરસ વԱા બે ԋણ વԱા બે ԋણ વԱા ԋણ શૂլય બરાબરx y g x f y c 
 તેથી ચાલો કહીએ કે આ ԋણ સમીકરણો અમને આપવામાં આյયા છે અને અમને પૂછવામાં આવે છે મૂળભૂત રીતે ԋણ વતુӪળોના 
આમૂલ કેլԍનો અથӪ શું છે તે յયા՚યાિયત કરશે
 તેથી આપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ કે 
Ԑથમ અને બીӽ વતુӪળ વ՞ચેના આમૂલ Ԑવેશનું સમીકરણ એક સીધી રખેા છે
 તેથી આ સીધી રખેા ԋીӽ વતુӪળના કેլԍમાથંી પસાર થવાની જԁર નથી.
 શું આ માԋ આ માԋ એક ઉદાહરણ છે
 તેથી તેને ԋીӽ વતુӪળના મիયમાંથી પસાર થવાની જԁર નથી
 તેથી આ આ Ԑથમ અને બીӽ વતુӪળ વ՞ચેની આમૂલ ધરી છે જનેું સમીકરણ મૂળભૂત રીતે એક બરાબર બે અથવા પર છે  s s s e
બાદબાકી બે શૂլયના બરાબરs 
 તેથી અહીથંી ઓછા બરાબર 0 હશેs 1 s 2 
 તેથી તે સમીકરણ
 તેથી આ સમીકરણ તે જ હશે જ ેઆપણે અગાઉની չલાઇડમાં જોયું છે
 તેથી અને બે વ՞ચેની આમૂલ ધરી હશે  સમીકરણ 2 ગુէռા ઓછા વԱા 2 ગુէռા ઓછા s one s g 1 d 2 x f 1 f 2 y
વԱા એક ઓછા બે બરાબર શլૂય અને તે જ રીતે Ԑથમ અને ԋીӽ વતુӪળ વ՞ચે અને ԋણ વ՞ચે આમૂલ ધરી હશેc c s one s 
 તેથી ચાલો  જ ેઅહી ંઆ લીલી રખેા Հારા બતાવવામા ંઆવે છે
 તેથી આ Ԑથમ અને ԋીӽ વતુӪળ વ՞ચેની આમૂલ ધરી છે અને ચાલો કહીએ અને આ રિેડકલ અԟનું સમીકરણ મૂળભૂત રીતે એક s 
ઓછા ԋણ બરાબર શլૂય હશે જ ેબે ગુէռા ઓછા હશે  ગુէռા વԱા 2 વખત ઓછા ગુէռા વԱા s g 1 g 3 x f 1 f 3 y c
1 ઓછા ԋણ બરાબર શլૂય આપણે તેને કહીશું નીચેનામાં આપણે શું બતાવીશું કે બીӽ અને ԋીӽ વતુӪળ વ՞ચેની આમૂલ ધરી c c 
વાչતવમા ંપસાર થશે  મી ની આમૂલ ધરીના આંતરછેદના આ િબંદુ Հારા 

બે આમૂલ ધરી કે જ ેઆપણે પહેલેથી જોઈ છે તે કંઈક આના જવેું હશેe 
 તેથી મӱ લાલ રંગમાં જ ેદોયુӭ છે તે બીӽ અને ԋીӽ વતુӪળની વ՞ચેની આમૂલ ધરી છે
 તેથી હકીકતમાં વતુӪળોની ԋણ જોડી વ՞ચેની ԋણ આમૂલ ધરી છે અથવા ԋણેય વતુӪળો છે.
  આ એક િબંદુ પર સમવતӯ છે જનેે આપણે Հારા દશાӪյયું છે અને આ ને પછી આ ԋણ વતુӪળોનું આમૂલ કેլԍ કહેવામાં આવે છે c c
પરંતુ આપણે પહેલા એ બતાવવાની જԁર છે કે બીӽ અને ԋીӽ વતુӪળ વ՞ચેની આમૂલ ધરી ખરખેર આંતરછેદના િબંદુમાથંી પસાર 
થશે.
  વાદળી અને લીલા રંગના Ԑથમ બે રિેડકલ અԟમાથંી 

અને બે વ՞ચેના રિેડકલ અԟનું સમીકરણ જ ેઆપણે વાદળી રખેામા ંદોયુӭ હતંુ તે જ રીતે અને ԋણ વ՞ચેના s one s s one s 
રિેડકલ અԟનું સમીકરણ છે અને રિેડકલ અԟ બીӽ અને ԋીӽ વતુӪળ વ՞ચેના રિેડકલ અԟનું સમીકરણ છે
 તેથી આ ԋણ અલગ-અલગ વતુӪળોની જોડી માટે ԋણ રિેડકલ અԟના સમીકરણો છે હવે આપણે જોયંુ કે આ બે રિેડકા  અԟો એક l 
િબંદુ પર છેદે છે હવે સીધી રખેાઓ પરના Ԑવચનોમાંથી અમારા յયા՚યાનોમાથંી આપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ કે સમીકરણc 
 તેથી ધારો કે જો આપણી પાસ ેબે સીધી રખેાઓ હોય એક શլૂયની બરાબર બે શլૂય સમાન હોય તો આ બે સીધી રખેા l nl 
સમીકરણો છે જ ેએક િબંદુ પર છેદે તો આપણે ӽણીએ છીએ કે c 
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આંતરછેદ ના આ િબંદુમાંથી પસાર થતી સીધી રખેાઓનો પિરવાર સામાլય સમીકરણ Հારા આપવામાં આવે છે એક વԱા c l 
લેձબડા ગુէռા બે બરાબર શլૂય ԧાં લેձબડા લેձબડા છે તે કોઈપણ વાչતિવક સ՚ંયા હોઈ શકે છે જ ેઆપણે િવિવધ મճૂયો પસંદ l 
કરીએ છીએ ને જુદી જુદી સીધી રખેાઓ મળશ ેપણ પછી આ બધી સીધી રખેાઓ ભલે આપણે ના વાչતિવક lambda lambda 
મճૂયનું ગમે તેટલું મճૂય પસંદ કરીએ આ ફોમӪની આ બધી સીધી રખેાઓ 
આ બે સીધી રખેાઓના આંતરછેદના િબંદુમાથંી પસાર થશે
 તેથી આ આપણે પહેલાથી જ ӽણીએ છીએ
 તેથી આ લાગુ કરવું  અમારા િકչસામાં તો ચાલો કહીએ કે આ પહેલી લાઇન છે એક શլૂયની બરાબર અને આ છે આ બીӾ લાઇન l 

બરાબર 0 અને તે બંને પૂણાӭક  આ િબંદુ પર ઊભું કરો પછી સીધી રખેાઓના પિરવારનું સમીકરણ չપՋપણે છેl2 c 
 તેથી કોઈપણ સીધી રખેા જ ેઆ છેદન ના આ િબંદુ પરથી પસાર થાય છે તે હંમેશા આ չવԁપમા ંલખી શકાય એક વԱા c l 
લેձબડા બે બરાબર શլૂયl 
 તેથી એક આ છે વԱા લેձબડા ગુէռા બે છેl l 
 તેથી એક વԱા લેձબડા બે શૂլય છેl l 
 તેથી આ કોઈપણ લેձબડા માટે કોઈપણ વાչતિવક લેձબડા આ પણ કેટલીક સીધી રખેાનું સમીકરણ છે પરંતુ આ સીધી રખેા જ ે
આપણે અહી ંલખી છે તે આંતરછેદના િબંદુમાંથી પસાર થશે 
બે આમૂલ ધરી કે જ ેઆ છે અને આ જનેે આપણે વડે સૂચյયું છે જો આપણે લેձબડાને માઈનસ 1 ની બરાબર લઈએ તો તેમાં c 
આપણને ચોԜસ સીધી રખેા મળે છે જ ેઆપેલ છે જનેા Հારા સમીકરણ આપવામાં આવે છે તો પણ આપણે લેձબડાને બરાબર લઈએ 
તો પણ માઈનસ વન આપણને એક સીધી રખેા મળે છે જ ે માંથી પસાર થશે અને તે સીધી રખેા બે ગુણી છે એક બાદબાકી બેc g d 
મા ં વԱા ઓછા એક ગુէռા શլૂય સમાન છે અને જો આપણે આ સીધી રખેા સમીકરણને સરળ બનાવીએ તો આપણને શું મળશે x t

મા ં ԋણ ઓછા બે માં વԱા બે મા ં ԋણ ઓછા બે માં વԱા ԋણ ઓછા બે શૂլય ની બરાબર પણ પછી  wo g g x f f y c c 
આ સમીકરણ
 તેથી આ સમીકરણ એ સીધી રખેાનું સમીકરણ છે જ ેઆંતરછેદ ના તે િબંદુ પરથી પસાર થાય છે આ બે આમૂલ અԟમાથંીc 
 તેથી આ બે આમૂલ ધરીના આંતરછેદનું િબદું c 
પરંતુ પછી આ સીધી રખેા કંઈ નથી પણ તે બીӽ અને ԋીӽ વતુӪળ વ՞ચેના ԋીӽ આમૂલ ધરી સમાન છે
 તેથી આ સમીકરણ આ સમીકરણ જવેું જ છે
 તેથી આ વતુӪળો બે અને ԋણ વ՞ચેના આમૂલ ધરી િસવાય બીજંુ કંઈ નથી અને આપણે પહેલેથી જ ӽણીએ છીએ કે Ԑથમ બે s s 
આમૂલ ધરીના આંતરછેદનું િબદું આ સીધી રખેા પર રહેલું છે અને
 તેથી તે չપՋ છે કે ԋીӾ જોડી વ՞ચેની આમૂલ ધરી જ ે બે છે.s 
  અને ԋણ પણ Ԑથમ બે રિેડકલ અԟના આંતરછેદના િબંદુમાંથી પસાર થશ ેઅિનવાયӪપણે તેનો અથӪ એ છે કે આ ԋણેય આમૂલ s 
ધરીઓ 
એક િબંદુ અને થી પર એક િબંદુ પર સમવતӯ છે.c c 

િબંદુને ԋણ વતુӪળોનું આમૂલ કેլԍ કહેવામાં આવે   s 
છે તે પછીના લે՘ચરમાં આપણે ચચાӪ કરીશું કે વતુӪળોના કુટંુબનું સમીકરણ કેવી રીતે મેળવવું ઉદાહરણ તરીકે તે બધા વતુӪળોનું 
સમીકરણ જ ેઆપેલ બે વતુӪળોના આંતરછેદમાંથી પસાર થાય છે અથવા કુટંુબ અથવા અથવા બધા વતુӪળોનું સમીકરણ જ ેઆપેલ 
વતુӪળ અને આપેલ સીધી રખેાના આંતરછેદમાંથી પસાર થાય છે
 તેથી અમે આને આગામી લે՘ચરમાં જોઈશું આભાર 

Pru
tor
@
IIT
K




