
 సࡍए ङߕఉప ޴ࠫߖల߯ ఎ ࡽ छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद గత ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఏࡓ ߕ޼ంݡ సࡍए  రణ߄ࣃ ڕల ࡽ
ܼంܐం݋ ల సࠬకరణం ڝసం వङ ڔ फకరణలߘ ߰ంڒ , ࠭޳బܽद ఈ ऴపޙङ క ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఆ అంశం߯ ߖڜऒ  
సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ 
, ఆ߯ ࠭࠲ తछ రࣃۯ ڴफ ࠭  ఏࡓ ߕ޼ంݡ వృޑफ ల మధङ  ఖండన ڝణం అࡱߧ ߖవబݦ ఒక ڜతफ అంࢗ ړߖࢡళ ऱంݟ,
ఇࡓ  ޴ంݡ ఖండన నߕ࠮ల ఉమघ కएࡅ హం࠮స ݟ  సࠬకరߖހऒ  బܽद ఆ అంశం߯ڒ ,޴ంޔ޶ం߰ ݞږ 
ऒߖڜ  సమసङ లޜ తछ రڴ ऴߦరం޳ࠚभ ం.
ङߕగత ఉప ࠭࠲  సంࡹ చࡍऐ ంۧ࠭ ڒబܽद ࠴దట ఈ ऴపశऒ भ޳۫ ߘ ం, ఇకए డ వృޑफ ఉనऒ ࡱ కएࡅ ࢓޶ంࠉ 
ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ కھߘనమߖ అڒ ࡏڴݟబܽद మనࡓ ڕంݡ వృޑफ ఇవछ ࡱ బݞन  దܽ వృతफం࠴ ޴బܽद ఇڒ ࠼
కएࡅ  సࠬకరణం ڒబܽद చదరߩ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࣾࠫంచంݟ చޔరऴసం పऱ࣒  చޔరऴసం ࠳న࣒ ڷࡱߕx y x  y 

ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ऱ࣒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ   ఇతర వృతफం x y ࠾ࡍదܽ వృతफం మ࠴ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ छ޳ న࣒࠳ ࡛ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ఎ޴ࠫߖ  ప ऱ࣒  ࠭߯ओ  ఆߕࣆ ࡏऒ  x y x yړ

సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡓంݡ వృޑफ కएࡅ ࢓޶ంࠉ నړޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ కھߘనమ࠭࠲ ߖ 
फޑవృ ݡంࡓ ఈ ,࠭ࡌڝ ల  
కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑  సࠬకరߖހऒ  ݟనంھߘక ݞږ 
బܽद సమసङڒ  ऴపకటన ۧ࡮ సओ షदంڴ ఉంܿంࡓ ޴ంݡ వృޑफ ऒߕఉ ࡱ  కܽڜߖ޳ఒక అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
పओۮ ߖయޑڕޑ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంࡹ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ޔڕޑనऒ కएࡅ ࢓޶ంࠉ  ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ 
కھߘనమߖ అడగబడ࠭ޑ మ࠾ࡍ త࢐ࡏత 
ఈ ࡓంݟంܽ మధङ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑   సࠬకరߖހऒ  కھߘనమߖ అ࠭ޑڷݡ సࡍए  బܽदڒ ࡱ ࡽ
ఆࣣ ߖ޵ऒ  ࢑వࡍంచ܉ ړߖݞङ ऒߖ޵ ڴయంޓࠫ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ  भ޳ ం 
వ۪ऐڒ అࣾం ޴ఇ ࠾ࡍఅࣾం మ ޴బܽद ఇڒ  ఇ࠮ ޴లం ڒబܽद ࠴దܽ వృతफం అ࠼న ఈ సࡍए  y x ࡹ ࡽ
సओ షदంࡓ ڴంࡹࠪڒ ݡ ఉనऒ ࡍߖ కం݄ ఆࣣ ఈ޶ఒకܽ ఎం  ޴ంऴదం ఉంܿంښ  भషद పదం పऱ࣒  ݀ ah gx 
మ࠾ࡍ ఇ޴ పऱ࣒  న࣒ fy g f࠳ ంऴదంښ నࣄ࡯ޘ ڕమన ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ߝబܽद అڒ ݀ 

फޑబܽद మనం  'ఈ వృڒ ఒకܽ ࠪڒ ݡంࡓ ޴ఇ ,޴న࣒ వదभ ఉం࠳ ऒߖ  వ޳ ߤछ फࣃۨࣇ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ g f c 
࢐ङ రࣃ बం ࢐సफړߖ࢐ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ పऱ࣒ ݋ࡐ ࡛  ࣋ए छ g g f c޴ߝసం అڝ ߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ࡛ g 
 f c.ࣆࡱޘ ߖఅ ڷࡱߕ ߤన࣒ వ࠳ ޙ࠼న࣒ 2 అ࠳
  ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంݡ చޔరऴసం అޔ࢓ం޴, ఇࡓ ޴ంݡ చޔరऴసంܿߦ ޜ ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ ڷࡱߕ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ ఒకܽ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ښంऴదం మ࢐ ࠾ࡍङ बࡌࣃ ऒߖ  బܽद మనం ࠴దܽ వృޑफ ऒߖ ऱߦ   ݋
యవ۪ऐۯ ంऴదం ఇకएښ బܽदڒ  డ ࠭ࣄڵం޴ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ఒకܽ మ࠾ࡍ అపओ ࢐ङ  ݟంߘ ܽ రࣃ बం ఒకܽ , 
వృతफం ఇڼ࡮ కࣆߧߖफం޴, అࡓ ڼ࡮ండవ సࡍए ࢐ङ ࠾ࡍమ ޴వదभ ఉంܿం ڷࡱߕ ࠪڒ ࡏంऴదం ఆښ ڕ ࡽ రࣃ बం 
फޑండవ వృࡓ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڷࡱߕ ࢐ङ ࠾ࡍంऴదం మښ ړߖ రࣃ बం ߖ࠿ ڷࡱߕ ऱܿ ڒబܽद మనం 
۫పవ۪ऐ ओߩఅ , ޴ఉంܿం ڼ࡮వృతफం ఇ ߩ࢙ కࡖఈ మ ߖࡶ యడంڶ ߘߝ  ङ܉ సంߗక ݡ  అ࢑ ڴయంޓࠫ
కࣆࡱफనऒ ऱܿ కࣆߧߖफం޴, ఈ సమయంࡹ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ړޑన ऱܿ అࣆߧߖफంߗڒ ,޴ ధృ࢒కࡍంచడం ݞږ 
फޑవృ ޶ڒ కషदం ࡮ۧ फޑవృ ݡంࡓ ࡱ  ޙ࠼నటऱړޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ
, ఆ ښంऴ޳ల మధङ ࢐ङ ࢐ܽ రం޷  రࣃ बం ޑ࠴फ ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ  రం޷ 
ఆ࠳ ࡏన࣒ ࡓంࡅ ݡకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం చޔరऴసం పऱ࣒  ޶࠼రऴసం అޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ڷࡱߕ 
అޔ࢓ం޴ మ࠴ ࠾ࡍదܽ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍండవ వృޑफ  ࡏࠬ ߖఅ ڷࡱߕ ړߖ
ओߩంۨనݟܔ ߖ࢐ܽ ం݄ మనంڕफం۪ࡏڷ ओߩంۨనݟܔ ߖ࢐ܽ ݡ ࢐ङ ంతڜ మనం ݡ రࣃ बం ఐ޶ అޔ࢓ం޴ 
ఇ޴ వృޑफ ల ࡅకए ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ  ठڴࡍస ړߖࡌ޷   సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ठڴࡍస ࡱ  
ఒక ࠉం࢓޶ వదभ ߕޔڕޑऒ వछߖఉండ ڴఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ࠼ ంڒ ݟబܽद ఈ ࠉం࢓޶ 
కएࡅ ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ కھߘనమ࠭࠲ ߖ అ࠭ڴݟ.
 
ఈ ࡓంݡ వృޑफ  కం݄޶ఎం ޶ڒ కషदం ࡮ۧ ޴అ ࠾ࡍమ ࠼ޑڕޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ
ఖండన అ࠼న ఈ ࡍߖ भషद ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ అߖ అڕߘం޳ం, అߩओ  xy x y ࠾ࡍఈ మ ݡ
తపओ సओ ߖఅ ڴࡍసߖ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలߘ సంతృߧफ పరచంݟ ఎం޶కం݄ ఈ ࠼ߦం݋ s 
फޑవృ ݡంࡓ ల߯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ సࠬకరހలߘ సంతృߧफ పరచవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ 
సࠬకరހల వङ ङޑ ऒߖࣃ పओۮ ߘߝ బܽदڒ ࡯फ పరۧߧసంతృ ݞږ  దڕ۪ࡱనऒ  ݡంࡓ ఈ ޴ఏࠫటం݄ ఇ ޴
సࡍए ల సంపరए ࡽ సమనछ ߘ࢓޶ంࠉ  యపࣆࡏफం޴.

మ࠾ࡍ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉనऒ फޑవృ ݡంࡓ  ల సࠬకరހలߘ తపओ  x y  ࠾ࡍమ ࡯फ పరۧߧసంతృ ڴࡍసߖ
ऒߖހఈ సࠬకర ݞږ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ޴ۯంࠚల ڕफ మన࣋࢘ࣄޓ ߖߖ޳  సంతృߧफ పరۧ޳ࡶ ࡯ x y 
మనం ڷࡱߕ  ప ऱ࣒ యవ۪ऐۯ కృతంࢁసర ړ ݡ࠮    పదࣔړࡏ సࠪనం ఇړߖ܉ߖ ޴ ఈ సࠬకరణం ڒబܽद x y
ఈ సࠬకరణం ޳छ छ޳ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࡯޳ంۮ फߧసంతృ ࡌ  ࡯޳ంۮ फߧసంతృ ࡌ
, ఈ ࡍߖ भషद ࡔఖ ښంऴ޳లߘ క߮࡯ సࠬకరణం ఇߩओ  xy ߯ߖ޵ ݞږ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
ఉందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.
 పంړ फ ࡔఖ ښంऴ޳లߘ కޔߩࡱంڒ ޴బܽद ఈ ࡔఖ ࡅకए  ,సࠪనం ړన࣒ 1࠳ 4 ࡱ࢐ 
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छ޳ 3 ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜన࣒ 2࠳ 6  y ڴసࠪనం ݞږ ړ࣊ ߤన࣒ వ࠳ ޴ఇ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ4 ࡌ
ఉం࡯ݞ  ఈ ࡔఖ ࡅకए తపओ ࡱ࢐  ړఈ పం ڴࡍసߖ फ ࢑࠙గం ࡅకए  కం݄ o޶ఎం ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜࡱ࢐ 
అ࢑ ఒښ పంړ फ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࢑ ޜݡభ܊ంచబݟన ࠙ڒ ࡱڴబܽद మ࠾ࡍ అࣿంݞږ ࡱࢡ y x x y 
మࡖక సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯ మ࠾ࡍ  ఆࣣ ఈ సࠬకరߖހऒ  మనం ऴڝࣆ࢐వ۪ऐ  xࡏన࣒ ఆ࠳ ݡ࠮ 
ఈړछ झࡽ ఈకछ ݡ࠮ ڕఅం݄ మన ࡛ࠂ న࣒࠳ ࠑ ࡛ࠂ  ప  ࡛ࠂ ܿ ࡽ ऱ࣒  ݀ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ y x y 
సࠬకరހలߘ పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ షएࡍప ߘలހసࠬకర ݡంࡓ మనం ఈ ࡌ ࡍߖ ఈ ࡯ంۧࡍ भషद ࠉంࡅ ࢓޶కए  
ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ ఇకए డ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ అ࡮ۧ ޴ కషदం ڒ ޶ڒబܽद ࠭࠲ ఏࠫ ۯయగలం అం݄ ࠬࡏ ఈ 
సࠬకరߖހऒ ంచవ۪ऐށڷ ޜڷࡱߕ  , ఈ సࠬకరߖހऒ घࠫޛ ڕफ మన࣋ށڷ ޜݡ࠮  ऒߜప ޴ ంݡ  ప ऱ࣒  x y 
ఆࡏ వࣆफం޴ , ఆ߯ మనం ࣃݟܔ ߖܽ࢒फ ࠭.
खࠑݥ ޶ఇర࢙ ఐ ڕమన ࡱހసࠬకర ݡంࡓ    అం݄ అం݄ ఇర࢙ ఐࠑݥ ړ޶ख  x x ޴ఇ ޳ࡶ సࠪనం ړ
ప޳ऒ ࡍఆڝ ఆ߯ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޶ఐ ړڷࡱ नࣆ ࡮ۧ ݋ߝలభం ఎం޶కం݄ మనం ఇకए డ ఈ ࡱ࢑వߘ y x 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ .
 మ࠾ࡍ మనం ڝఆࡍ नߖ ݋ߝ ߰ందవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ߘంڝ ݟఆࡍ न࠳  ݋ߝన࣒ అޔ࢓ం޴ y y 3 y 16 4 x 
 3y 24  ޴ఉంܿం ڴబܽद సࠪనంڒ ޴ంޔ࢓అ 5 ࠑ అం݄ 56 ޴ంޔ࢓అ 5 ࠑ ऱ 14ࡏࣃ న࣒ 4࠳ 16 ޴బܽद అڒ
.ڕవర 5 ݟంߘ
ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔ࢓అ ޶ఐ ݟంߘ ޴ࠫߖబܽद ఎڒ  కएࡅ ݋ం࠼ߦ ښޑ కܽڜߖ޳ఒక ࠾ࡍమ ݡ  y c1 c2 
ࡍఆڝ नࡱ ݋ߝ ప޳ऒ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ښޑ కܽڜߖ޳ఒక బܽद అ࢑ڒ ޶ఐ ࠑ ޴ࠫߖఎ ࠪڒ ޶ఐ ڷࡱ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ 
ప޳ऒ ऴపశऒ ޴బܽद అڒ ޶ఐ ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ࠪڒ ޶ఐ ڷࡱ ऒߖڴ࠙ ఒక ߖࡹ  ࠪऴత࠲ పࡍషए  ,޴फంࣆࡍ
ఎం޶కం݄ ఇݞږ ޴ 
కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑  సࠬకరߖހऒ  కھߘనమߖ అڒ ࡏڴݟబܽद నߘऒ వछߖయڶ  ంڒ ݟబܽद ࡹ࢑మ 
 బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴలంబం ڕఖࡔ ఈ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ߖࡹఆࣣ వృతफం ڴథࠫకంߦऴ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ
అ޻ ܼంܐం݋ ఈ ࠴దܽ వృޑफ फޑండవ వృࡓ ڼ࡮అ ړߖ .޴ఉంܿం  ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ
 ఏ޾ ఒకܽ ఉంݡ  ఈ ࢑ధంڴ ఇ޴ నߩࡱ రంࣄڶ ࡹڷన ఈ సరళ ࡔఖڕ లంబంڴ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠭࠲ ޴ ఇߩओ నऒھߘక ݦ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ఈ సంऴప޴ం࠼ߦ ߩంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞం޴ 
పచऐڕబܽद ఈ ఆڒ ऒߖހసࠬకర ࣋ۯ మనం ࠾ࡍమ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ ڴథࠫకంߦఖ ऴࡔ   కھߘనడం 
एړనࢗ కం݄ మనం޶ఎం ,޶ࡶ యనవసరంۯ ఏࠬ ڴసం ߭దभڝ వృతफం మధङ ޴ఇ ,ޙࢀࢗ  కएࡅ ఖࡔ ߮࡯క ࡹ  
కएࡅ ࡱ࢐ ఖࡔ फ ఈ࣋۫ ࡏࠬ ࠾ࡍఖ సࠬకరణం మࡔ ఇపओ ڕమన ࡱ࢐  ఉనऒ ښܽ  ړڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ 
సࠪనం ఇߩओ ఇకए ݡ డ గށంచబݟన޴, ఈ ࡔఖڕ లంబంښ ڴంऴ޳లߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࡅకए  ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡱ࢐ 
కएࡅ ࡱ࢐ ఖలࡔ లంబ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ,޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ ݟంߘ  ఉతओ  ࣆࡱޘ ڕమన ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ फޒ
తపओ ࡱ࢐ ߖ޵ బܽदڒ .ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ
ړఆస ࠾ࡍమ ړࡹ ޓऴ ࠑ ڷࡱߕ న࣒࠳  फకరంڴ మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  ఇకए డ ۫࣋फ ఇߖڜ ݞږ ޴ऒ  సరళ ࡔఖ 
కएࡅ x y a ޴फంࣆۨࣇ ߖ ޴బܽद ఇڒ సࠬకరణం ڶऴݟ ఒక ࡹల ࠾ࡍమ ޴కం݄ ఇ޶ంత సࠬకరణం ఎంڜ 
సరళ ࡔఖ ࡅకए ఈ సంపరए ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݡ࠮ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݞږ ࡱ࢐   ఈ ࢓޶ంࠉ 
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పࣆࡏफందڕࠪ ߖ ఇపओ  ,ࣆࡱޘ ښܽ
సంపరए ߯ ݋ంܐంܼ ݞږ ࢓޶ంࠉ   ఉందߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ఆࣣ ࡅకए  సࠬకరణం ఈ ఆڕపచऐ  
ܼంܐంࡹ࢑  ޳ࡶ ݋మ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ఈ సరళ ࡔఖ సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఎం޶కం݄ ఈ సరళ 
కएࡅ ఖ సࠬకరణంࡔ ߯ ݋ంܐంܼ ࠾ࡍమ  ࠑ  న࣒࠳ ݞږ ࡱ࢐   ఉనऒ  ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦం4 ݋ 3 xy 
కएࡅ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद సࠬకరణం 
फޑవృ ݡంࡓ లࡹ࢑ ڕమ ߄ࣃరణ ܼంܐంڷࡱߕ ݋  ప ऱ࣒  దܽ x y࠴ బܽदڒ ࡏసࠪనం పదࣔ ݡ࠮ 
సమసङ एࢲࡍప ڕ రం 
రߪ फޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬࡏ ఆశऐ రङ ߱వ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ఈ సమసङ ړఆస ޴నࣄ۫ మనం ࡹ फకరంڴ ఉం޴
.
 ఈ దృࢲद ంతంࡓ ࡹంݡ సࡍए ओߩనړޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ छڡఈ ݡ కएࡅ   వङ ङޑ సం తపओ  మࡓ ޶ڒ ࠬࡔంݡ 
సࡍए ఈ సంఖङ ޳ࡶ జࠪߖ ޴ఇ ڴరణం߄ࣃ ߗڒ ࡱࢡంۨన అం߅సంబం ڕల ࡽ లݟږ ޜన ఈ ऴపޙङ క 
ఉ޳హరణړ ఇ޴ అదృషदవޕࢡफ  అڝߘవ۪ऐ ऒߘబܽद నڒ ޴ం࡯ޙ ߖజమߖ ڴరణం߄ࣃ ޴బܽद ఇڒ   తछ రڴ ఆ 
ఫߖޑ࡯ऒ  అందܑ޳भ ం ڒబܽद మనం కڵ࡯ ఉߕऒ మߩۮ ߖओ ం  ఇకए޳ంڕ డ ࡓంݡ వృޑफ  ࡱ
ఈ ࠉం࢑ښޑ ࡹ࢓޶ మ࠾ࡍ ఇ࢑ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ښంऴࡱ޳ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ అ࢑ ఈ సమయంࡹ 
ऒߕޔڕޑ కएࡅ దܽ వృతफం࠴ బܽदڒ దܽ వృతफం࠴ ޴బܽद ఇڒ ࠼  సࠬకరణం అߩۮ ߖओ .ం޳ంڕ
फޑదܽ వృ࠴  ऒߖ  ఒకܽ ޳छ కएࡅ దܽ వృతफం࠴ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ࡌ  సࠬకరణం, ࣾࠫంచంߘߝ ,ݟ s 
ఇకए డ ఇంߕ޼ښ ఉపࣃڵࡆफ  కం݄ o o޶ఎం ߘޑࠋۮ ݡంࡓ ࠾ࡍసం ఒకܽ మڝ ల޳ంऴښ ߘߝ బܽदڒ ߘ
छښఈ ߘߝ షࡹ ߤ వߤ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఉపࣃڵࡆफ फޑవృ ݡంࡓ ఈ  ߘ  c c ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ޳ంऴښ బܽदڒ ࡱ
కएࡅ దܽ వృతफం࠴ ޴ఇ ݡంࡓ ండవ వృతफంࡓ ޴దܽ వృతफం ఒకܽ ఇ࠴ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ  సࠬకరణం s s 
మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ండవ వృޑफ ओߩబܽद ఇڒ సࠬకరణం ړߖ మమघ ݡ ऒ࡯  ఏࠫ అࡏڴݟ కھߘనడߘߝ  ࠲ ఆڕపచऐ  
రంࣄڶ ࡹڷన ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరణం ߘంݟ 
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సओ షदంڴ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ښంऴ࠴ ࡱ޳దܽ వృޑफ  ండవ g fࡓ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ࠪڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ړߖ
వృޑफ మధङ ړߖ  ఖ , ఈ o g  fࡔ సరళ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ 
సంపరए కएࡅ ࢓޶ంࠉ  ࡍఆڝ  न݋ߝ లڴ ࠪڒ ߘ ఉండߖవछ ంݟ, అߩओ  x y ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ݡ
సంతృߧफపۨࡍనం޶న ఈ ࠪڒ ఇߩओ సओ ߖफందࣆࡏफపߧసంతృ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ݡ షदమޔ࢓ం޴.x y 
 ఈ సࠬకరހల వङ ङޑ సం కߘక ߘߝ వङ ङޑ ऒߖࣃ  g 1 g x ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ 2 ޴޻ం߰ ߘߝ ం݄ڕࣆޓ 
 ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ړࡹ ݡంࡓ  ऱ࣒  ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంߕࣆ ݡऒ  f f y c c ߩం޴బܽद ఈ సంऴపڒ సࠪనం ړ
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  नࠪڒ ࡱ ݋ߝ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफం࢐ ,޴సफړߖ࢐ ఇ޴ సరళ ࡔఖ x y 
సࠬకరణం, ఇ޴ ऴߦథࠫకంߖڜ ڴऒ  సరళ ࡔఖల సࠬకరణం, ఈ సࠬకరణం ऴܼߤझ కएࡅ   సࠬకరణం తపओ  
మڒ ࠬࡔద࠭ޑߩ۫ ࠭࠲ ߖ  పదङ ం ڒమߤ ܼంܐంڒ ݋బܽद మనࣄ࡯ޘ ڕన ఒక ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఈ 
సంపరए ߯ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ݦఉం ڴఅడनం ࢓޶ంࠉ   ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ఈ సࠬకరߖހऒ  xy xy 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴, అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ࡅకए కएࡅ ࢐లం݄ ఈ సࠬకరణంڒ ఈ సࠬకరణం ࡱ࢐   ࡱ࢐ 
అ޴ߝ తۯ ڥߖయవలࣄ ఉంܿం޴ ఈ ܼంܐంࡅ ݋కए  ఈ సࠬకరణం ࡅకए తపओ ࡱ࢐   ݋ంܐఈ ܼం ڴࡍసߖ
కएࡅ  ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕࡱ࢐ 
ఇߩओ కएࡅ ఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ݡ छ޳ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒక ࡱ࢐   f f g g ړݡంࡓ న࣒࠳ ఒక ࡌ
సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇ޴ అࣿంࢡల ߘంݟ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿంࡓ ޴ంښ ݡంऴڒ ࡱ޳బܽद ఇ޴ ఇߩओ  ݡంࡓ ݡ
వృޑफ ల ښంऴ޳లߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࡅకए  ,ࡱ࢐ 
ఎం޶కం݄ ܼంܐంݟ 90 ݋ऴڶల వదभ ఉం޴, ఈ ޜࡱ࢐ ఉనऒ  ܼంܐంࡅ ݋కए కएࡅ ࡱ࢐   ఉతओ న࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࡱ࢐  ܼంܐంࡅ ݋కए ओߩఇ ݡంࡓ న࣒࠳ ߤవ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳   g g f f ݡ
మనం ࢗనړए ऒߖހఖ సࠬకరࡔ ऱ ఈࢀࢗ   ۫࣋फ, 
ఈ ࡔఖ ࡅకए సओ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ߤన࣒ ݀ వ࠳ ߤన࣒ వ࠳ ݞږ ࡱ࢐  షदమޔ࢓ంࡓ  ޴ంݡ g g f f 
మ࠾ࡍ ఇ߄ࣃ ޴రణ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరణం ఈ సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ڒదࣆߧ۫ ߖफం޴, ఇ޴ 
ऴߦథࠫకంࡓ ڴంݡ వృޑफ ల సࠬకరހల వङ ङޑ సం ڒబܽद మనం ࡓంݡ వృޑफ ల మధङ  ఉనऒ  రణ߄ࣃ 
ܼంܐం݋ లڕ సంబం߅ంۨన మࡖక సమసङ సమసङ ࡍప޶బܽद ఈ తڒ ం޳ంڕࣆޓ ߘ ఇవछ ޴ఇ ࡹ బݟం޴.
फޑవృ ݡంࡓ  ల ښంऴࡱ޳ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍం࢐ ݋ߖ࠿ ݡङ రࣃ बం ఒకڜߖ޳కܽ ఆߖ࠿ ࡏటऱ ޷రంࡹ c c 
ఉంܼ࠼, ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ మధङ ړߖڴ࠙ ఖࡔ ߮࡯క ࡹ వछߖఉండ ڴ࢓޶ంࠉ  ంݟ మ࠾ࡍ c c p c 
ఒక వృతफం ڒబܽद కࣆࡱफం޴  ఇߩओ एࡍస ݡంࡓ ఈ ࡱ޳ంऴښ ݡ హङࠈ ߘల ࡽ ంښޑ ڴ మࡖక సࡍए  ڴ ࡽ
ఉండߖవछ ంݟ, అޙ࠼ ఇ޴ వߤ మړ ࠾ࡍ ఒక ߄ࣃరణ ܼంܐంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ఈ ߄ࣃరణ c c p 
ܼంܐంࡓ ݞږ ݋ంݡ మ࠾ࡍ ల߄ࣃ ڕరణ ܼంܐంڴ ݋ ఉంܿం޴.c c 
బܽद ఈ ऴపశऒڒ  పओۮ ࡹ బݟన޴ ఏࠫటం݄, ఇకए డ ࣄڶన ऱܿڴ మన࢐ ݋ߖ࠿ ڕङ రࣃ बం ఒకܽ మ࠾ࡍ c c 
కएࡅ ݡంࡓ फޑవృ ݡంࡓ  ऒߕఉ ࡱ  o ݡంࡓ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࡱ޳ంऴښ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ,࠼
ల మధङ޳ంऴښ ߖ࠿ ࡏరం ఆ޷  ऱܿ మధङ ړఈ పం ݟ ࢓޶ంࠉ  फ ࣊ڻघ ం݋ ఒకܽ ࡓంݡ అࠉ ߝం޳ ࢓޶छ  o p ࡌ
 ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ
ఈ వృతफం ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡓ ݡంݟంܽړޑ ߗన మࡖక వృతफం ఉందۮ ߖపओ బݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ సࡍए  c c c ࡽ

అߖ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ఒకܽޔڕޑ ߖం޴  మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡓ ࡹంݡ మ࠾ࡍ c c 
ఇ޴ ఈ ߭దभ వృతफం ࡅకए ओߩۮ ߖంऴదం అښ  एࡍం స޳ంڕ  o u c ޜఖࡔ సరళ ߘల޳ంऴښ బܽद మనం ఈڒ ࡽ
అߘసం࣋ߖ߄फ, ఈ సరళ ࡔఖ సओ షदంڴ ఈ సంపరए . ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ 
  ఈ ࡓంݡ వృޑफ  o ݞంڷ ࢓޶ంࠉ ఈ ݞږ ఖࡔ సరళ ߮࡯క ࠾ࡍఒకܽ మ ࢓޶ంࠉ నړޑ ڴ࢑ధం ښఒ ࡱ
ఇకए ,޴ంޔࢂࢗ డ ࡓంݡ వృޑफ  ఒక c c 1 c ڕల ࠾ࡍఆ߯ మ , ࠼ޑڕޑ కܽڜߖ޳ఒక ࣄ ࠾ࡍమ ߤవ ࡱ
పओۮ ߖఉంద ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ బݟం޴.

छ޳ ఇకए ޴క ఇߘక ࡌ డ ఈ ܼంܐంڴ ݋ ఉండږడ޶ ఎం޶కం݄ సओ షदంڴ ఇ࡮ంܽ ఒక ܼంܐం݋ ఉం޴  p 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ వߤ మ࠾ࡍ లڕ ऴపతङ సओ ޴ఇ ߗڒ ޴ఉంܿం ڴ࡮ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ షदంڷ ڴంݞ c c p 
ళचࢗ క సందరगࡖబܽद మڒ ޶ ంࡹ మనڕ ܼంܐం݋ ఉండవ۪ऐ  ఈ ఎࡔ ߩࡏఖ ఎߩࡏ సరళ ࡔఖ మ࠾ࡍ c 1 c
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ޴బܽद ఇڒ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ఒక ڔంܽݟంࡓ  మ࠾ࡍ లڕ ऴపతङ  రణ p c 1 c߄ࣃ ࣾ
ܼంܐం݋ మ࠾ࡍ ఇړߖ޵ ݞږ ޴ ఒక ܼంܐం݋, ఇߖ޵ ݞږ ޴ మధङ  ఒక ߄ࣃరణ ܼంܐం݋.
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࠾ࡍమ ݀ ࣄ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࣄ ޴బܽद ఇڒ ࣄ ࠾ࡍమ ݀ ࣄ   మ࠾ࡍ మధङ  అ޻ p c 1 c 
 ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ
తపओ ݞږ మధङ ࣄ ࠾ࡍమ 2 ࣄ ڴࡍసߖ  ఒక ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद అ޴ మనం  ఇకए డ 
ऒߕफࣆ۫ మధङ ࣄ ࠾ࡍమ ݀ ࣄ ఖࡔ సరళ ߩࡏబܽद ఈ ఎڒ ࠭  ఒక ߄ࣃరణ ܼంܐంڒ ݋బܽद ఈ ڝణం ޛంࠢ 
కएࡅ వృతफం ࣄ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࡱڶऴݟ ంࠢޛ ࡱހڝ ݡంࡓ ఈ ࡯ݞఉం ࡱڶऴݟ  ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  ݟయܑయం࡯ޘ 
అం݄ మనం మߖ޵ ࠾ࡍऒ  క࡯ߕھߘ  ఆࣣ ఇ޴ ఒక ݋ߖ࠿ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ࢐ङ రࣃ बం ݞږ ఒక br 
ప  ࢓డ߰ ښఒ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ జం ఒకܽࠜޒబܽद మనం ऴڒ ݋ߖ࠿ ऱ࣒  ఒకܽ  ప ऱ࣒  వړ ߤ o o r r 
సࠪనం ڒబܽद ఈ ࢙ݞږ ߩ  ప ऱ࣒  వߤ ఈ ࢙ݞږ ߩ  ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ఇ޴ ఐ࣎࣊ࡽ  ऴࠜޒజం ڒబܽद r r es 
మనం మ࠾ࡍ ఈ ࢙ߩ మధङ ڡߜక ߖ క మనంߘక ݡంࡓ ఒకܽ ࢓޶ంࠉ  द ࣋ۯफ అ޴ సࡕనڒ ޴బܽद p o o pno o2

ओߩఇ ߖఉంܿంద ࡱڶऴݟ ణం 90ڝ మధङ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ߝబܽद అڒ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ  po p o ࢓޶ంࠉ 
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అߩओ కएࡅ ݡంࡓ ఒకܽ ݡ  ߰డ࢓ ఆߖ࠿ ࡏ ऱܿ , ࡓంݡ అߖ࠿ 3 ޴ߝటऱڕ సࠪనం అߖ సओ షदంڴ o o p 
ఈ సంపరए ,޴फంࣆࡱޘ छ޳ ߘ࢓޶ంࠉ  వछߖంచۨࣇ ࡌ ంݟ, ఇߩओ  ణ s o psڝ లంబ ݡంࡓ జంࠜޒఈ ऴ ݡ
ऴࠜޒజం అߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ߰డ࢓ అࣃ۫ ߖफ ࠭.ps 
म޳ࣄ గర࣒ޢ߯  ంతం ࠫޛघ ङߙ݃߱ࣝ ఈ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݟంߘ ޴ కएࡅ ࣒  వࡌठ  ڴసࠪనం ړߖ
ఉంܿం޴, ఇ޴  ప ऱ࣒  వࡅ ߤకए  వࡌठ కएࡅ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖ  వర ठ࠭  ps ps 
ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ వదभ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇߩओ టऱ వరߖ࠿ ޴ࠫߖఎ ݡ ठ࠮లం మనం p ps ps 
 జం c c psoࠜޒऴ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ,బܽदڒ ݋ంܐఖ ఒక ܼంࡔ సరళ ߩࡏఎ ߩࡏఏࠫటం݄, ఈ ఎ ޴࣋۫ ݞږ
pso.޴ఉంܿం ߩ࢙ కࡖమ ࢓డ߰ ߩ࢙ ఒక ڕమన ࡹ జంࠜޒఈ ऴ ࠾ࡍజం మࠜޒణం ऴڝ లంబ ݞږ r ps 
 ఎࡅ ޴ࠫߖకए  వర ठ࠮లం మߙ݃߱ࣝ  ࠾ࡍङ ࣒ refore op 
అ޴ߝ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ म޳ࣄ గర࣒ޢ߯  ంతం వర ठ࠮లంޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఎ޴ࠫߖ ఇߩओ  r ݡ
ऴޜࢂࢗ ڵࡍޒ ړߖ܉ࠜޒం޴ ࣾࠫంచంݟ ఆࣣ ޔࢂࢗనऒ ओߩ  opo ړࡹగణనࡍప ߖ݀ జంࠜޒణం ऴڝ లంబ ݡ
फࣃ۫ మనం ݡంࡓ జంࠜޒణం ऴڝ ం݄, ఈ లంబڕࣆޓ  opo o޴కం݄ ఇ޶రऴసం సࠪనం ఎంޔచ  ݡంࡓ ࠭
ङߙ݃߱ࣝ ࣒ ݀ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ओߩబܽद ఇڒ ࡛ ప  ޴ఇ ݡంࡓ ݡ ऱ࣒  ఒకܽ ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ పవ࡛o p op o r o2 
 ప ऱ࣒  ఒక ࠴తफం చޔరऴసం, ఇࡓ ޴ం࠴ ݡతफం చޔరऴసం పऱ࣒   o p op o p ݡ࠮ ݡంࡓ రऴసంޔతफం చ࠴ 
ߖ࠿ ऱܿ ڒబܽद చޔరऴసం ࠫޛघ పऱ࣒ ޴  ఆߵ ࣋ए छ ࡛ ఇకए డ ߘంݟ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఎ޴ࠫߖ అం݄ అం݄ r r 
ఎߖ࠿ ޴ࠫߖ ऱܿ ڒబܽद ఈ సࡍए కएࡅ ࡽ  ࢐ङ రࣃ बం ఎߖ࠿ ޴ࠫߖ ऱܿ ڒబܽद ఈ ࠮డవ ऴపశऒ  c ڕమన ࡹ
फޑవృ ݡంࡓ ऒߕఉ ࡱ డవ ऴపశऒ࠮ బܽदڒ ࠼ .ం޳ంڕࣆޓ ߘ
 ऴప࢐ ޒङ రࣃ बం ఐߖ࠿ ޶ ऱܿ మ࠾ࡍ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ࠼ޑڕޑ మ࠾ࡍ ఈ సమయంࡹ ఒక ࡓ ࠪڒంݡ 
కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ ࢐ܽ  సࠬకరణం ڷࡱߕ  ప ऱ࣒ ఇవछ ߖఅ ޴సࠪనం ప ݡ࠮  బޔݡం޴ x y 
మ࠾ࡍ ऴపశऒ  మమघ ऒ࡯  అޜڷݡంࡓ ޴ంݡ వృޑफ ల సࠬకరߖހऒ  కڝߘए ంڒ ݟబܽद పࣄࡍबޒ ఇ࡮ t  o 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఒ࢐ ښङ రࣃ बం ఉనऒ  ఐߖ࠿ ޶ ऱܿ ఉనऒ फޑవృ ݡంࡓ  ऒߕఉ ࡱ  ఈ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ࡍఆڝ  न݋ߝ లړޑ ߘనߩओ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ݡ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఒకܽ ࡓ ࠪڒంݡ ఇ޴ క߮࡯ సరళ 
వ۪ऐڒ ఖࡔ  .
ప  ڷࡱߕ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ న࠼ఖ అࡔ సరళ ڷరం࡯ߗ ఈ ࠾ࡍమ ࡱ޳ంऴښ ݡంࡓ   ऱ࣒  ऴޓ x y 
సࠬకరణం పړ޴ సࠪనం ڒబܽद ఆࣣ ఈ ࠼ߦం݋ ఒకܽ ࡓ ࠪڒంݡ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పࣆࡏफం޾ࡶ ޾ 
తۯ ڥߖయవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ సओ షदంڴ ఈ ࡓంݡ వృޑफ फޑవృ ݡంࡓ ఈ ޴ఉంܿం ߯࢓޶ంࠉ ښޑ ࡱ ల మధङ  
फޑవృ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ݋ంܐంܼ ߤమڒ మࡹ࢑ ల ࢐ङ రࣃ बం మనڕ ఇపओ  ల޳ంऴښ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࣆࡱޘ ښܽ
ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ మనం ఎߕڽ࡮ కھߘనగޙڵ࡯, ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యడం ࣆలభం అޔ࢓ం޴, 
ఇߩओ ऒߖހڝ ݋ంܐంܼ ݡ  ఈ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ࡱڶऴݟ 90 ޜఖࡔ ఈ సరళ ࣆࡱޘ ڕమన ߖफందࣆۯ 
ܼంܐంࡅ ݋కए  ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡ࠮ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݟంߘ ߖ޵ ࡱ࢐ బܽदڒ ޓऴ ࠑ న࣒ 4࠳ ࡱ࢐ 
సరళ ࡔఖ ࡅకए తపओ ࡱ࢐   ࡱ࢐ ఖలࡔ ݡంࡓ కం݄ ఈ޶ఎం ࡯ݞఉం ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ ڴࡍసߖ
ఒకڜߖ޳కܽ లంబం࠳ ڴన࣒ ఒకܽڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఈ ܼంܐంࡅ ݋కए ఇకए ࡱ࢐  డ ߘంݟ ఇవछ బݟం޴ , 
छ޳ ڷࡱߕ న࣒࠳  ࡱ࢐ కएࡅ ݋ంܐఈ ܼం ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡌ కएࡅ ࡱ࢐   ఉతओ  ߘల޳ంऴښ ࠾ࡍफ మޒ
క߮࡯ ఈ ࡔఖ ࠳న࣒ ఒకܽڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद, ښంऴ޳లߘ క߮࡯ ఈ ࡔఖ ࡅకए తపओ ࡱ࢐   ݟంߘ ݡ࠮ ڴࡍసߖ
కएࡅ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڷࡱߕ  సࠬకరణం ఇߩओ ఇకए ݡ డ ࠴దܽ ښంऴదం ࡅకए  ah 
ࡍఆڝ न࠴ ࡱ ݋ߝదܽ వృతफం ࡅకए ओߩۮ ߖఅ ࠉ ࠪڒ  घڻ࣊ ߤࡷ ఈ ޴క ఇߘం, క޳ంڕ ంࡅ ݋కए  ޴ఇ ࡱ࢐ 
छ޳ ݡ࠮ సࠪనం ޙݟంచబڵ࠙ ޜన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠉ ,޴फంࣆࡍసߘఅ ޴ఇ ߖఅ ڷࡱߕ ݡ࠮  ࡌ
బܽद ఇకएڒ ڷࡱߕ డ ߘంݟ మనం ࠳న࣒ ࡓంࡓ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ऱܿ ఒక ࠳న࣒ ఒకܽ అۮ ߖపओ గలం, b o 
ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇకए డ ڒంܼڡ द ࠼ߦం݋ మధङ  ఈ ߰డ࢓ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఒక ࡓ ࠪڒంݡ ఇ޴ వృతफం 
కएࡅ  ࢐ङ రࣃ बం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.

ఐߖ࠿ ޶ ऱܿ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఇర࢙ ఐ޶ ఉనऒ  ࣋ए छ ࡛ न ࢐ङ రࣃ बం ࠳న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ich b 
ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳ ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳  ఈ b 
సࠬకరߖހऒ  ఉపڵࡆంۨ ఒక ࠳న࣒ ఒక ࠴తफం చޔరऴసం పరంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ घࠫޛ ޴బܽद ఇڒ  ړࡏపదࣔ ړ޴
సࠪనం ఒక ࠳న࣒ ఒక ࠴తफం చޔరऴసం పऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ ఒక ࠴తफం చޔరऴసం ڒబܽद మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  
పࡍషए ఒక ప ޴ߝఅం݄ అ , ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړࡏరऴసం పదࣔޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ڕफ మన࣋ࡍ ऱ࣒  న࣒ a࠳ 
ࡍఆڝ  ࠼ఉంܼ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړڷࡱߕ नڒ ݋ߝబܽद ࢐సफړߖ࢐ ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవࡱ x 
ࡍఆڝ ల޳ంऴښ ݡంࡓ न݋ߝ లڕ అڷߘణంڴ ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ ࡓండవ ښంऴదం ࡓండవ వృతफం ࡅకए  x 
 ݞږ ంऴదంښ
ఈ సంపరए बࣃ  నం ߘంݟ ఐߖ࠿ ޶టऱ ޷రంࡹ ఉంܿంڒ ޴బܽद ڝ ޴ఆࡍ नࡓ  ࡱ ݋ߝండవ వృతफం ࡅకए  
ऒߖހఈ సࠬకర ݞږ ంऴదంښ  సంతృߧफ పరۧ࡯ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ࡅకए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ x 
ࡍఆڝ न࠴ ࡱ ݋ߝదܽ వృޑफ ࡍఆڝ ړߖ न݋ߝ అߖ అߘసࡍంۧڒ ࡯బܽद మనం ఒకܽ ࠳న࣒ ࡛ࠂ అం݄ ࠳న࣒ x wi 
కएࡅ ండవ వృతफంࡓ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡍఆڝ  न݋ߝ ఒకܽ పऱ࣒  x ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ޶ఐ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ࡛ࠂ 
ఇߩओ ࡍఆڝ ݡ न࠳ ݋ߝన࣒ ݡ࠮ అޙ࠼, అڝ ޴ఆࡍ न݋ߝ అޔ࢓ం޴  మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  x y b 
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ छ޳  న࣒࠳ బܽदڒ  ఇకए ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ  ࡌ డ ߘ ݡ࠮ం࠳ ڷࡱߕ ݟన࣒ ړ ࡛ࠂ b 2 3 4

Pru
tor
@
IIT
K



 b ڴసࠪనం ړ ߤన࣒ వ࠳ ړ ݋ం࠼ߦ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ݡ࠮ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ంޔࢂࢗ
ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంڝ ݋సం ఇ޴ ఉంܿం޴  ఐڒ ޶బܽद ఇߩओ फޑవృ ݡంࡓ ఈ ڕమన ݡ ల ښంऴ޳ల ڝఆࡍ नࡱ ݋ߝ 
ఉߕऒ ࢐ङ ࠾ࡍమ ࠼ రࣃ बం ఐߖ࠿ ޶ ऱܿ అڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ఇߩओ  బܽदڒ లభంࣆ సࠬకరణం ݡ
కएࡅ దܽ వృతफం࠴  సࠬకరణం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࠴ ݡ࠮తफం చޔరऴసం పऱ࣒  x y  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ న࣒࠳ 
ఒక చޔరऴసం ࠴తफం ఇర࢙ ఐ࢐ ޶ङ రࣃ बం ࡅకए  చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ మనం ࡓండవ 
వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  ऴڝࣆ࢐వ۪ऐ , త޶ప࠭࠲ ࡍ మࡖక ۨనऒ  సమసङ  ߘݡޑరణ ऴ߄ࣃ ޳ࡶ ߘ
కߝھߘ మࡖక ۨనऒ  అంߖࢡऒ  పࣃ࡯ࢣࡍफ ऐࡍచ ߖߖ޵ ࠭࠲ ࡍప޶బܽद తڒ ࠭ फࣃ फޑఖండన వృ ݡంࡓ ࠭ ల 
ఉమघ  అంశం ߝھߘక ߘగޓ ݟ
బܽद ఇకएڒ డ పࣄࡍबޒ ఏࠫటం݄, మనڕ ఇࡓ ࡮ంݡ ఖండన వృޑफ ऒߕఉ ࡱ  ఖండన ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ࠼
వృޑफ ఉనऒ ࡱ ओߩ ం࠼ߦ ݡంࡓ ڕమన ݡ ऱܿ ఉంܼ࠼, అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ కࣃࡱफ  ݡంࡓ మనం ఈ ࠾ࡍమ ࠼
छ޳ ߘంటऱ࠼ߦ  సం ఒక aڝ ండవ వృతफంࡓ ࠾ࡍదܽ వృతफం మ࠴ ࢑࠙గం ఖࡔ ఖ ఈࡔ సరళ ޙ࠼నటऱߧ࡯క ࡌ
࠾ࡍగ మޓ
 అంښ޶ ఈ ޓగߘ ఈ ࡓంݡ ఖండన వృޑफ ల ఉమघ फࣃࡱߧ ߖగ అޓ ݟ ओߩఇ ,ࡏ फޑవృ ݡంࡓ ఈ ݡ ల సࠬకరణం 
 ం.s޳ంڕߘఅ ߖఅ ޴బܽद ఇڒ
  ఒకܽ ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ࡓంݡ వృޑफ ల సࠬకరణం ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ࡅకए  s 
ఇవछ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ బݞन బܽद ఈ ఉమघڒ ࠼ కएࡅ గޓ ݟ  సࠬకరߖހऒ  మనం ఇߩओ  ,ంܼ࠭ھߘక ࡮ఎ ݡ
ఈ ࡓంڝ ݡఆࡍ नࡱ ݋ߝ అߩۮ ߖओ కएࡅ ం  ఖండన޳ంڕ  ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ڒబܽद ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ 
ࡍఆڝ नࡱ ݋ߝ ఈ ࠼ߦంړ ݋ ఇࠉ ࠪڒ ޴ అߩۮ ߖओ ओߩۮ ߖఅ ݟ ࠪڒ ࣄ ޴ం, ఇ޳ంڕ  ݡంࡓ బܽद ఈڒ ం޳ంڕ
ం࠼ߦ ऱܿ ࠉ ࠪڒ మڒ ݟ ࠪڒ ࣄ ࠾ࡍబܽद ࠉ ࠪڒ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలݞږ ߘ సంతృߧफపࣆࡏफం޴ a  c 
ओߩఇ ࠪڒ  t ݡంࡓ ఈ ࠉ ࠪڒ కం݄޶ఎం ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ݞږ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ݡ
సࠬకరހలߘ సంతృߧफపࣆࡏफం޴ అం݄ ࠉ ࠪڒ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల వङ ङޑ ऒߖࣃ  ࡯फ పరۧߧసంతృ ݞږ 
ల వङހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ࠭࠲  బܽदڒ ङޑ ऒߖࣃ నऒڕࣆޓ  ओߩ ओߩఇ ڕమన ݡ  ఈ ޴फంࣆఈ సࠬకరణం వ ݡ
సࠬకరణం ߖڜऒ  సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ఇߩओ సओ ݡ షदంڴ ఒక ࠪڒ తపओ ऒߖހఈ సࠬకర ڴࡍసߖ  b 
సంతృߧफ పరۧ࡯ ఎం޶కం݄ ࠪڒ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలߘ ఒ࢑ ښధంࠪڒ ڴ సంతృߧफపࣆࡏफం޴.b c d 
  ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ఖండన ࡅకए  ఇతర ࠉంݞږ ࢓޶ ఇߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ݡ  సంతృߧफపࣆࡏफంߖ޵ , ޴ అర बం
ఏࠫటం݄, ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ తపओ ల మధङ࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࠾ࡍమ ࠼ఖ߯ ఉంܼࡔ సరళ ڴࡍసߖ  
సరళ ࡔఖ ࢑࠙గం ऴపޙङ కంڴ ఉంܿం޴ కߘక ఇ޴ ఈ సరళ ࡔఖ ߖڴ࢑࠙ऒ  అߘసࣆࡍफం޳ࡶ  ޴ ఈ ߄ࣃరణ 
ऴݡޑ సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఈ సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ ఖండన వృޑफ ల ߄ࣃరణ 
కएࡅ గޓ  సࠬకరణం ఈ ߄ࣃరణ ޓగ ࡅకए  ߰డߘ࢓ కھߘనడం ۧ࡮ కషदం ޶ڒ మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ t  
ఎ࡮ కࡹߕھߘ తछ రڴ ߰ందగల࠭ ޳ࡶ ۫డగల࠭ ڒబܽद ఈ ࡓంݡ సࡍए o1 ڴంऴదంښ  ࠾ࡍమ  ڕల ࡽ o2
ఉߕऒ యۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఈ సంऴప޴ం࠼ߦ ߩం޳ࡶ ݋  ఈ ఖండన ࠉం࢓޶ మ࠾ࡍ ఈ ఖండన ࣃब నం p p 
q 
ఇࡓ ޴ంښ ݡంऴ޳లߘ క߮࡯ సరళ ࡔఖ ఇߩओ ओߩఇ ࠾ࡍమ ݡޑరణ ऴ߄ࣃ ఈ ݡ  ఈ సరళ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡ
.޶ڒ కషदం ࡮ۧ ంచడంߧ۫ ߖఉంܼయ ڴలంబం ړߖ޳ޒఖ ऴపࡔ
 ఇతర అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇకए డ ఈ ࠉం࢓޶ అߩۮ ߖओ  ం m޳ంڕ
छ޴జం ఒకܽ ఒక సమࠜޒబܽद, ఈ ऴڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړ గޓ ఖ ఈࡔ బܽद ఆࣣ ఈڒ pq ޴జం ఇࠜޒऴ ࣗࠈ qp 
ఒక సమ޴छ కएࡅ ఒక ఈ వృతफం ࠾ࡍకం݄ ఒక మ޶జం ఎంࠜޒऴ ࣗࠈ  ࢐ङ రࣃ बం ఒకܽ తపओ  మࠬࡔo p q s 
 ޶ڒ
మ࠾ࡍ ऴށࢩ ऴࠜޒజం మ࠾ࡍ ఒక ޛంࠢ ݟऴࡱڶ అ࠼నం޶న ఈ ޓగ ࡅకए  మధङ  o mp m pq ࢓޶ంࠉ 
మ࠾ࡍ కߘక ఈ ޓగ ࡅకए  మధङ కएࡅ గޓ ࢓޶ంࠉ   ߰డࡅ ࢓కए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ߰డޜ࢓ m pq pq pm 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇߩओ కం݄ మనం ఈ pm޶ఎం ޶ڒ కషदం ࡮ۧ నడంھߘక ߖ నడంھߘక ߖ ݡ pm
ऴߖ܉ࠜޒऒ  ఒక ۫࣋फ అ޴ లంబ ڝణం ऴࠜޒజం.pm 

రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ రऴసం ఒకޔతफం చ࠴  p m pm pm  ޴ߝవలऱ అ޶అం ࠾ࡍరऴసం మޔతफం చ࠴ 
ఇߩओ తफం ࣋ए࠴ ఒక ݡ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ޶ڒ , ఇ࠴ ޴దܽ వృతफం ࡅకए  ࣋ए छ ࡛ न ࢐ङ రࣃ बం తపओ  p 
మࡖకܽ ߖߖ޵ ,޶ڒ మనం ఒక చޔరऴసం అڕߘం޳ం ڒబܽद ఈ సࠬకరణం ߘంݟ మనڕ సࠪనం ఒక r pm 

కएࡅ రऴసంޔతफం చ࠴  వర ठړߖ࡮࠮ ఇ޴ ఒక చదర࠳ ߩన࣒ ఒక ࠴తफం చޔరऴసం ڒబܽद ఇߩओ  p r m ݡ
మనం ఒక ߖ కڝߘए एڝߘక ߖ అం݄ మనం ఒక ࡯࢐ వ۪ऐ , అߩओ నవ۪ऐھߘక ߖ మనం ݡ m ߖ ఒక ߗڒ  m pn o m
కھߘనడం ۧࣆ ࡮లభం ఎం޶కం݄ ఒక ఈ ښంऴదం ߘంݟ లంబ ޷రం ޳ࡶ లంబంڴ ఉనऒ  ߰డ࢓ o m  
తపओ  
మࡖకܽ ڝ ߖ޵ ,޶ڒఆࡍ नࣄ࡯ޘ ࡱ ݋ߝనڒ ࢑బܽद మనڕ సࡍए ఇవछ ࡱހల సࠬకర ࡽ బݟనం޶న, ఒకߖ޳ 
ࡍఆڝ न࠳ ݋ߝన࣒ ఒక ࠳ ࠪڒన࣒ ఒకܽڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ڝఆࡍ न݋ߝ  వృޑफ ల సࠬకరࡱހ మనڴࠈ ڕg f 
కएࡅ గޓ ఈ ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ  సࠬకరణం ࣆࡱޘ ݞږ 
ఉనऒ ڴలంబం ڕఖࡔ న సరళࣄ࡯ޘ ఈ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ నࣄ࡯ޘ ఈ ޴ߝబܽद ఈ ఒక అڒ  ߰డڒ ࢓బܽद o m pq 
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అ޴  ఈ సరళ ࡔఖ ߘంݟ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए  ఈ లంబ ړߖࡌ޷ మధङ  ఉనऒ రం తపओ޷   మࡖకܽ ޶ڒ, 
ఇࣆ ޴లభంڴ కھߘనవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అ޴ మన ఒక ࠬ మ࠾ࡍ ఆ߯ ߘంݟ ఈ ࠴దܽ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం 
మనڕ ఇపओ కएࡅ దܽ వృతफం࠴ బܽदڒ ࣆࡱޘ ښܽ  ࢐ङ రࣃ बం ఉంܿం޴ ఇకए డ మనڕ ఇవछ బݟన ఈ 
సࠬకరణం ߘంڒ ࣆࡱޘ ݟబܽद మనం ߖ కھߘనవ۪ऐ , ఆ߯ మనం ࡓ ߖߖ޳ంށڷ ޜݡంۧ࡯ మ࠾ࡍ pm pq 
కएࡅ గޓ  ߰డࡓ ړ ࢓ంࡓ ݡ ऱܿ ఉంܿంޜߖ޵ ,޴ మనం ఈ ఉపߕङ ऒߖࣃ ङߕఉప ࡍప޶ంۧ࠭ తڵ࠭  సం p
ऒߖࢡతफ అంڜ ࠭࠲  ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఖండన వృޑफ ల మధङ  ఖండన ߖހڝऒ  ఎ࡮ కࡹߕھߘ 
చࡍऐ फࣃ ࠭ , ఈ ఖండన ڝణం ޛంࠢ ݟऴڴࡱڶ ఉనऒ  పࣄࡍबޔల࠭࠲ ߘ కھߘంܼ࠭  మࡓ ࠾ࡍంݡ s ah 
సࡍए ల మధङ ࡽ झړ࠻ ࡽకݟࡌ  ࣒ అࡱߧ ߖవబߖ޳ ݦऒ రछߖ ݞږ  ధనङ ޴फంࣆۨ  ࡱ޳࢐
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