
 സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
നൽകിയിരിؗുׯ ഏെത׸ിലും ര؇് സർׯിളുകളിേലتുׯ െപാതുവായ ُ١ർശന׹ളുെട 
സമവാകّ؋ിനുت പദْപേയാഗ׹ൾ ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ിരുؗു, അതിനാൽ ഈ ْപേതّക 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ആ വിഷയെുׯ؋റിتു׺ ചില ْപٍ׹٠ൾ ഞ׹ൾ പരിഹരിുׯം , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ 
േവഗ؋ിൽ േപാകും.  ഏെത׸ിലും ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت വിഭജന؋ിന്െറ േകാൺ 
എؗറിയെؚടുؗ ഒരു കാരّെ؋ അടിرാനപരമായി നിർവചിؗുׯ ഒരു പുതിയ വിഷയ؋ിേല്ׯ 
നീു׹ക  , ര؇് വിഭജിؗുׯ സാآിളുകളുെട െപാതുവായ േഹാർഡിന്െറ സമവാകّവും ലഭിുׯം, 
അതിനാൽ ഈ വിഷയ؋ിെല ചില ْപശ് ന׹ളിൽ നമു്ׯ െപെ؂്ؗ ആരംഭിׯാം. ഞ׹ൾ 
അവസാനെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ചർ׺ െചᅃٝു, അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം ഈ േചാദّം േനാׯാം, അവിെട  
സർׯിളുകൾ ഉت േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾ നൽകിയിരിുؗുׯ , ഇത് ആദّെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാണ് 
അതിനാൽ ചതുരവും ചതുരവും ײമിׯണം ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് നാല് ൈമനസ് x y x  y x 
ര؇് ؛സ് നാല് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ആദّെ؋ വൃ؋മാണ് , മേئ വൃ؋؋ിന് y 
നൽകിയിരിؗുׯത് സമചതുരവും ചതുരവും ൈമനസും  പْؓ؇് ൈമനസ് എ؛ ؂്സ് x y x y 
മുؚ؋ിയാറ ്പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ 
ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, കൂടാെത ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും  തിരحീന െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ സമവാകّം കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ ْപٍ٠ 
ْപُാٝവന വളെര വّװമാണ്  ര؇് സർׯിളുകൾ ഉ؇് , അവ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ എ്ؗ 
പറയെؚടുؗു, 
അ׹െനെയ׸ിൽ അവ പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാൻ 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു , തുടർ്ؗ ഇവ ര؇ിനും ഇടയിലുت തിരحീന െപാതു ُ١ർശന؋ിന്െറ 
സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടും. സർׯിളുകൾ 
അ׹െന ആഹ് ഇത് ചിْതീകരിׯാൻ നമു്ׯ ഇത് ജّാമിതീയമായി െചإാൻ ْശമിׯാം, ഇത് അײവും y 
ഇത് അײവും ആകെ؂ ഇതാണ് ഉ؍വം, അതിനാൽ ഈ സർׯിളായ ആദّ വൃ؋؋ിന് ര؇് x 
േകാമയിൽ േകْؕമു؇്. ഒ്ؗ കാരണം ആഹ് ഈ ْപേതّക പദം ؛സ് ടു ആണ്, ഇത് ؛സ് ടു ah gx fy 
ആണ് അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് ര؇് ആണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ , നമു്ׯ അറിയാവുؗ േകْؕം g f 
ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ്, അത് ര؇് േകാമ ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ  'ഈ വൃ؋െ؋ വൺ g f c 
െകാ؇് സൂചിؚിുׯം , ആരം തീർ׺യായും ചതുര؋ിന്െറ സ് കٔയർ റൂ؂ിനും സ്കٔയർ ൈമനസ് g g f 

നും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതിനായി എؗത് ൈമനസ് 2 ആണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് നാല് എ്ؗc g f c 
നമു്ׯ അറിയാം.  ഇത് ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ ആയിരിുׯം, അത് ര؇് ചതുരവും ഒരു ചതുരം ൈമനസ് 
നാല് ആണ് , ഇത് ഒؗായി പുറു؋വരും, അതിനാൽ േകْؕവും ആരവും നൽകിയാൽ നമു്ׯ ആദّെ؋ 
സർׯിൾ േ؛ാ؂് െചإാം, 
അ׹െന മധّഭാഗം ഇവിെട അവസാനിുؗുׯ, ആരം ഒ്ؗ ആണ് .  ആരം ഒരു സർׯിൾ ഇതുേപാെല 
ദൃശّമാകും, അതുേപാെല തെؗ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന് േകْؕം ആറ് േകാമ നാലിലും ആരം നാലിലും 
ആയിരിുׯം എ്ؗ നമു്ׯ കാണിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ േകْؕവും ആരം 
നാല് യൂണിുئകളും ആയതിനാൽ ഞാൻ വരയ്ׯാ؋ ഈ മറുവശ്؋ സമാനമായ ഒؗായിരിുׯം 
വൃ؋ം, അേؚാൾ കുറ؁ത് ജّാമിതീയമായി അവ വിഭജിؗുׯതായി േതാؗുؗു, ഈ സമയ്؋ അവർ 
പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯതായി േതാؗുؗു, പേײ ഇത് പരിേശാധിؗുׯത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب. 
ര؇് സർׯിളുകൾ പരُ١രം ُ١ർശിുׯകയാെണ׸ിൽ, വൃ׹؋ൾ തأിലുت അകലം അവയുെട 
ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമായിരിׯണം എؗത് ശരിയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
േകْؕ׹ളും തأിലുت ദൂരം ആറ് ൈമനസ് ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്. സ്കٔയർ ؛സ് േഫാർ 
ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം അ؀് ആയി വരുؗു , നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ ആദّെ؋ 
സർׯിളിന്െറ ആരം ഒؗായിരുؗു , ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന് നാല് ആയിരുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
അവെയ േചർുׯേآാൾ നأൾ അവെയ േചർുׯേآാൾ ചില ദൂര׹ൾ അ؀് ആണ് ഇത് 
സർׯിളുകളുെട ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനർ،ം ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളും കൃതّമായി ഒരു ബിؕുവിൽ ُ١ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ര؇് േകْؕ׹െളയും 
ബؖിؚിؗുׯ വരയായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ കെ؇؋ാൻ 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚ؂ു. ഈ ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ , അത് വളെര ബുؑിമുت؂ു 
കാരّമب, കാരണം ഈ ْപേതّക ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ആെണ്ؗ പറയെ؂, ഈ ഉം ഉം xy x y 

ആയിരിׯണം എ്ؗ വّװമാണ്. ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ശരിയാുׯക, കാരണം ഈ േപായിന്റ ്s 
ര؇് സർׯിളുകളിലും رിതിെചുؗുإ, ര؇് സമവാകّ׹ളും തൃلിٝെؚടുേ؋؇തിനാൽ ഇത് 
സമവാകّ׹ളുെട വّതّാസവും തൃلിٝെؚടു؋ണം, അതിനാൽ ഞാൻ പറയാൻ ഉേؐശിؗുׯത് ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിെന ഇത് ഏേകാപിؚിുؗുׯ എؗതാണ് ഉം ഉം x y 
ഇനിؚറയുؗ ര؇് സർׯിളുകളുെട സമവാകّ׹െള തൃلിٝെؚടു؋ണം , അതിനാൽ നأൾ അത് 
കുറ׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഈ േപായിന്റ് േകാമ ഈ സമവാകّവും തൃلിٝെؚടു؋ണം x y 
അെ׸بിൽ നമു്ׯ നാല് ؛സ് മൂ്ؗ ആയി ലളിതമാׯാം  ഈ സമവാകّം പതിനാറിന് തുലّമാണ് , x y 
വാُവٝ؋ിൽ ഈ സമവാകّം ഈ സമവാകّ؋ാൽ തൃلിٝെؚടണം, ഈ േപായിന്റ് െകാ؇് 
തൃلിٝെؚടണം , േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ ഈ ْപേതّക േരഖയുെട സമവാകّം അറിയാെമ്ؗ ഇേؚാൾ 
നമുׯറിയാം, കൂടാെത ഈ േപായിന്റ ് യും ഇതിലാെണ്ؗ നമുׯറിയാം. േരഖാ േരഖ േകْؕ׹ളിൽ xy 
േചരുؗു , അതിനാൽ ഈ േരഖയുെട ചരിവ് 4 ൈമനസ് 1- െന 6 ൈമനസ് 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്, 
ഇത് 3 െകാ؇് 4 ആണ്, ഇത് ൈമനസ് വൺ െസയ്്ׯ തുലّമായിരിׯണം  ഈ േരഖയുെട ചരിവും ഈy o 
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ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന്െറ ചരിവിന് തുലّമായിരിׯണം, കാരണം അടിرാനപരമായി അവ ഒേര 
േരഖയുെട ഭാഗമാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അതിനാൽ ഉം y x x y 
േകാർഡിേനുئകളും മെئാരു സമവാകّവും തൃلിٝെؚടു؋ണം. ഓ ഈ സമവാകّം നമു്ׯ എഴുതാം, മൂ്ؗ 

ൈമനസ് ആറ് തുലّമാണ് നാല് ൈമനസ് നാല്, അതായത് മൂ്ؗ എؗത് നാല് ؛സ് ടുവിന് x y x y 
തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും പരിഹരിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
സമവാകّ׹ൾ പരിഹരി്׺ നമു്ׯ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും പരിഹരിേׯ؇തു؇് ഈ ْപേതّക 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഇവിെട ലഭിുׯം, അത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് ഈ സമവാകّെ؋ നാലിൽ ഗുണിുׯക എؗതാണ്, നമു്ׯ ഈ 
സമവാകّെ؋ മൂؗാൽ ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ഒآത് പْؓ؇് ؛സ് ആറ് ലഭിുׯം , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ x y 
ഇവ േചർുؗുׯ  ര؇് സമവാകّ׹ൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇരുപ؋ിയ؀് എഴുപത് എؗാണ്, x 
അതായത് എؗത് എഴുപതിന് ഇരുപ؀؋ിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ഇത് പതിനാലിന് അ؀് x 
എؗതിന് തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ േകാർഡിേന്ئ വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം നമു്ׯ ഈ മൂലّം y x 
ഇവിെട ഉപേയാഗിׯാം.  നമു്ׯ േകാർഡിേന്ئ ലഭിുׯം, അതിനാൽ േകാർഡിേന3 ്ئ ആയിരിുׯം y y y 
ഇവിെട നി്ؗ 16 ൈമനസ് 4 ആകും, x 
അ׹െന അത് 16 ൈമനസ് 4 തവണ 14 െകാ؇് 5 ആകും , അതായത് 56 ആകും, by 5 
അ׹െന തുലّമാകും  24 മുതൽ 5 വെര. ആയതിനാൽ േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിന്െറ 3y y , 
േകാർഡിേനുئകൾ ഇേؚാൾ ഉം ഉം പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ േപായിന്റ് പതിനാലിൽ അ؀് േകാമ എ؂്c1 c2 
െകാ؇് അ؀് ആണ്, അതിനാൽ അവ പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ 
പതിനാലിൽ അ؀് േകാമ എ؂് െകാ؇് അ؀് , പേײ അത് േചാദّ؋ിന്െറ ഒരു ഭാഗം മാْതേമ 
പരിഹരിൂׯ, കാരണം തിരحീന െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാനും ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚ؂ു, അതിനാൽ തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്അടിرാനപരമായി ആണ്. ഇതുേപാലുت ah 
ഒരു ടാൻെജന്റ് ര؇് സർׯിളുകൾുׯം ഒരു ُ١ർശനമാണ്, അതിനാൽ ഈ ആദّ വൃ؋؋ിനും 
ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിനും ഒേര ടാൻെജന്റ് ഒരു ُ١ർശനമാണ്, അതിനാൽ വൃ؋؋ിന്െറ ര؇് 
േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ ഈ േരഖയ്്ׯ ലംബമായിരിׯണം. എെؓ׸ിലും ആകുക 
ഇതുേപാെലയുتതിനാൽ ഇത് കറുؚിൽ വര׺ ഈ േനർേരഖയ്്ׯ ലംബമായിരിുׯം , മാْതമب നأൾ 
ഇേؚാൾ കെ؇؋ിയ േകാർഡിേനുئകളുെട േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിലൂെടയും ഇത് കടؗുേപാകും, 
◌ിനാൽ ഈ പ׺ േരഖ അടിرാനപരമായി ത   രحീനമായ െപാതു ُ١ർശനമാണ്, ക  ടാെത നأൾ 
െചؗുإ സമവാകّം ക   ◌്െട؋ാനും  അധികം ഒؗും െചേإ؇തിب, കാരണം നأൾ പിേؗാ؂് േപായാൽ
, വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ׹ൾ േചരുؗ േരഖയുെട സമവാകّം ഇതായിരുؗു , നി׹ൾ 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഈ േരഖ ചരിവിന്െറ ചരിവ് നമു്ׯ ഇതിനകം ഉ؇ായിരുؗ മൂؗിന് നാലിന് 
തുലّമാണ് ഇവിെട ഇേؚാൾ കണׯാؗുׯത് ഈ േരഖയുെട േകْؕ׹ൾ േചരുؗ ഈ േരഖയുെട ചരിവ് 
ൈമനസ് നാലിൽ മൂ്ؗ ആയിരിുׯം, കാരണം ര؇് ലംബ വരകളുെട ചരിവിന്െറ ഗുണനം ൈമനസ് 
ഒؗാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇതിന്െറ ചരിവ് ആയിരിׯണം എ്ؗ നമുׯറിയാം. ൈമനസ് 
േഫാർ ْതീ േല്ׯ, രസകരമായി നأൾ ഈ സമവാകّം ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ, ഇതും ചില 
േനർേരഖയുെട ചില സമവാകّമാണ്, കാരണം ഇത് എؗിവയിെല ഒരു ഡിْഗി സമവാകّമാണ് , x, y 
അതിനാൽ ഇത് ْപതിനിധീകരിുؗുׯ േനർേരഖയുെട ചരിവും ൈമനസ് നാലിൽ മൂ്ؗ ആണ് , ഈ a 
േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റ് ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാം, 
േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റും ടാൻെജന്റിലാെണؗും അതിനാൽ ഈ ആഹ് ഈ ْഗീൻ ടാൻെജന്റ ്
അെ׸بിൽ ഈ സമവാകّം വّװമാണ്  തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശം ഈ േനർേരഖ സമവാകّമبാെത 
മെئാؗുമب, കാരണം ഈ േനർേരഖ സമവാകّ؋ിന്െറ ചരിവും ൈമനസ് 4 ൈബ 3 ആണ്, കൂടാെത ഈ 
േപായിന്റിെല േകാർഡിേനുئകെള തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഈ േപായിന്റ ് ഈ സമവാകّെ؋ xy 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ സമവാകّം  ര؇് സർׯിളുകളിേലുׯമുت തിരحീന െപാതു 
ُ١ർശ؋ിന്െറ നാല് ؛സ് ْതീ സമം പതിനാറ് ആണ്, അതിനാൽ ആദّെ؋ ْപٍ؋٠ിനുت x y 
പരിഹാരം പൂർ؋ിയാുؗുׯ , ഇവിെട നി׹ൾ ചിؓിേׯ׺ാം, കാരണം ഈ ْപٍ؋٠ിൽ നأൾ ക؇ത് 
രസകരമായ ഒരു തിരحീന െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ സമവാകّമാേണാ? ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് 
സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ പുറു؋വؗത് സമനിലയുെട 
വّതّാസമبാെത മെئാؗുമب . ര؇് സർׯിളുകളുെട എ؉ം പേײ െപാതുവായി ശരിയാേണാ അേതാ 
ഈ സംഖّകളുت ഈ ْപേതّക ഉദാഹരണം യാദൃحികമായി സംഭവി׺താേണാ, അതിനാൽ ഇത് 
െപാതുവായി ശരിയാെണ്ؗ മാറുؗു, അതിനാൽ ആ ഫലം ഞാൻ േവഗ؋ിൽ അവതരിؚിׯെ؂, അ   
◌ിനാൽ ന   ◌ു്ׯ ഉെ؇്ؗ പറയാം  ഈ ബിؕുവിൽ ُ١ർശിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകൾ ഇവിെടയു؇് , 
ഇവയാണ് ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും േകْؕ׹ൾ എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം , അവ ഈ ഘ؋؂ിൽ 
ُ١ർശിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇത് ആദّെ؋ വൃ؋മാണ്, അതിനാൽ ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം 
അ׹െനയാണ്. ആദّ വൃ؋െ؋ ْപതിനിധീകരിؗുׯത്  ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാണ്.  ഈ 
ര؇് സർׯിളുകളും അതിനാൽ േകْؕ׹ൾ ഒ്ؗ, ഒ ര؇് , ഇത് ആദّ വൃ؋ം ഒ്ؗ ഇതാണ് ര؇ാമെ؋ 
വൃ؋ം ര؇് ഇതാണ് ആദّെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം, ഇതാണ് ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ s 
സമവാകّം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹േളാട് എؓാണ് േചാദിؗുׯത് കെ؇ു؋ക എؗതാണ്  ഞാൻ 
പ׺യിൽ വര׺ തിരحീന െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ സമവാകّ؋ിന് പുറ്؋, ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും േകْؕ׹ൾ ൈമനസ് ആണ്, ആദّ സർׯിളിന് ൈമനസ് ഒ്ؗ േകാമ ൈമനസ് g g 
എഫ് ഒ്ؗ , ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗം ര؇് ൈമനസ് ആണ്  ര؇് ൈമനസ് എഫ് ര؇് , o g 
ഇത് ര؇് േകْؕ׹െളയും ബؖിؚിؗുׯ േനർേരഖയാണ് , ഈ േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിന്െറ 
േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ആയിരിׯെ؂ , ഈ ര؇് സമവാകّ׹െളയും തൃلിٝെؚടുؗു؋തിനാൽ x y 
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ഈ ര؇് സമവാകّ׹െളയും ഈ േകാമ ഇേؚാൾ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ്ؗ വّװമാണ്.  ഈ x y 
സമവാകّ׹ളുെട വّതّാസം, അതിനാൽ എനി്ׯ ലഭിؗുׯ വّതّാസം 2 ആയി ൈമനസ് ര؇് g 1 g 
ആയി ؛സ് ടു ആയി ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിേല്؛ ׯസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് x f f y c c 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ േകാമ ഈ x y 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, യഥാർ،؋ിൽ ഇത് ഒരു േനർേരഖ സമവാകّമാണ്, ഇത് 
അടിرാനപരമായി ചില േനർേരഖയുെട സമവാകّമാണ്, ഈ സമവാകّം ْടാൻസ് എؗ 
സമവാകّമبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ഞ׹ൾ കാണിുׯം വാകّം െപാതുവായ ടാൻെജന്റ് അതിനാൽ 
നമുׯറിയാവുؗ ഒരു കാരّം, ഈ സآർׯ ബിؕു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റിൽ കിടുؗുׯ , ഈ xy 

ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, എؗാൽ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ചരിവ് ഈ സമവാകّം xy 
ആയിരിׯണെമ׸ിൽ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ചരിവ് ആേണാ എ്ؗ പരിേശാധിേׯ؇തു؇് ഈ 
ടാൻെജന്റിന്െറ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ചരിവ് ഈ ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവിന് തുലّമായിരിׯണം, 
ഇേؚാൾ ര؇് േകْؕ׹ളും േചരുؗ േരഖയുെട ചരിവ് ഒ്ؗ ൈമനസ് എഫ് ര؇്, ജി ഒ്ؗ ൈമനസ് ജി f 
ര؇്, കാരണം ഇത് േകാർഡിേനുئകളിൽ നി്ؗ ഇْപകാരമാണ് ര؇് േകْؕ׹ൾ അതിനാൽ ഇത് ഇേؚാൾ 
ര؇് വൃ؋؋ിന്െറയും േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ േരഖയുെട ചരിവാണ്, കാരണം ടാൻെജന്റ് 90 
ഡിْഗിയിലാണ്, ഈ ചരിവുت ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവിന്െറ ഗുണനഫലം ൈമനസ് ഒؗായിരിׯണം , 
അതിനാൽ ചരിവ്  ടാൻെജന്റിന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് എഫ് ഒ്ؗ ൈമനസ് എഫ് ര؇് g g 
ആണ് ഇേؚാൾ നأൾ പിേؗാ؂് േപായി ഈ ൈലൻ സമവാകّം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ േരഖയുെട 
ചരിവും ൈമനസ് വൺ ൈമനസ് ര؇് എഫ് ഒ്ؗ ൈമനസിന് തുലّമാെണ്ؗ വّװമാണ്.  ര؇്, g g f 
ഇത് കാണിؗുׯത് ഈ സമവാകّമبാെത മെئാؗുമب , ര؇് സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّ׹ളുെട 
വّതّാസമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت െപാതു ُ١ർശന׹ളുമായി 
ബؖെؚ؂ മെئാരു ْപٍ٠ം എടുׯാം, അതിനാൽ ഈ അടു؋ ْപٍ؋٠ിൽ അത് നൽകിയിരിുؗുׯ.  
യൂണി്ئ ദൂര؋ിന്െറ ഒ്ؗ, ര؇് എؗീ ര؇് സർׯിളുകളുെട േകْؕ׹ൾ പരُ١രം ആറ് യൂണിുئകൾ c c 
അകെലയാണ്, ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവയുമായി േചരുؗ േരഖാ വിഭാഗ؋ിന്െറ മധّബിؕു ആകെ؂, c c p 
അ׹െന േചരുؗ ഒരു വൃ؋ം ആകെ؂. ഈ ര؇് സർׯിളുകെള ബാഹّമായി ُ١ർശിؗുׯ മെئാരു c 
വൃ؋ം ആകെ؂, എؗാൽ അത് ُ١ർശിؗുׯ വിധ؋ിൽ വ؉ിേലുׯം യിേലുׯം ഒരു െപാതു c c c 
ُ١ർശം വഴി കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ െപാതു ടാൻെജന്റ് ടു, എؗിവയിേലتുׯ ഒരു p c c 
െപാതു ُ١ർശവുമാണ്. അതിനാൽ ഈ േചാദّ؋ിൽ പറ؁ിരിؗുׯത്, നമു്ׯ ഇവിെട വര׺ിരിؗുׯത്
േപാെല ഒ്ؗ, ര؇് എؗീ യൂണി്ئ േറഡിയസ് ഉت ര؇് സർׯിളുകളാണ് ഉتത്, ഒ്ؗ, ര؇് c c o 
എؗിവ േകْؕ׹ളാെണؗും ര؇് േകْؕ׹ൾׯിടയിലുت ദൂരം ആറ് യൂണിئാെണؗും മധّബിؕു de 
ആണ് ഈ േരഖാ െസഗ് െമന്റിന്െറ മധّഭാഗം ഒ്ؗ ര؇് എؗത് എؗ ബിؕുവാൽ o p 
സൂചിؚിׯെؚടുؗു , തുടർ്ؗ ഈ വൃ؋ം ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവെയ ُ١ർശിؗുׯ മെئാരു വൃ؋ം c c c 
ഉെ؇്ؗ പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് വൃ؋ം ആകെ؂, അത് ഈ ഘ؋؂ിൽ ഒؗിെന c c 
ُ١ർശിുؗുׯ. ഈ ബിؕുവിൽ ര؇് , ഈ വലിയ വൃ؋ം യുെട മധّഭാഗം ഇതാണ് എ്ؗ പറയാം, c c 
അതിനാൽ നأൾ ഈ േകْؕ׹െള ഒരു േനർേരഖയിലൂെട ബؖിؚിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ േനർേരഖ ഈ 
േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിലൂെടേയാ അെ׸بിൽ  ഈ ര؇് വൃ׹؋ളും ഒേരേപാെല ُ١ർശിؗുׯ 
ബിؕുവിൽ ഒؗിെനയും ഒെയയും േചരുؗ േനർേരഖയും ഈ ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകും, ◌ിെട വൺ,c 
സി എؗീ ര؇് വൃ׹؋ൾ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, ത  ടർ്ؗ എؗിവയ്്ׯ ഒരു െപാതു ُ١ർശം c 1,  
ഉെ؇്ؗ പ   യെؚടുؗു.  മുേഖന അത് ഇവിെട ഈ ُ١ർശനമാകാൻ കഴിയിب, കാരണം ഇതുേപാലുت p 
ഒരു ُ١ർശനമു؇്, ഇത് വ؉ിനും യ്ുׯം േനരിت؂ു െപാതുവായ ടാൻെജന്റ് േപാെലയാണ് , പേײ c c 
ഇത് വّװമായും വഴി കടؗുേപാകുؗിب, അതിനാൽ നമു്ׯ സമാനമായ ഒരു ടാൻെജന്റ ്p 
ഉ؇ായിരിׯാം ഈ ചുവؗ േരഖ ചുവؗ േനർേരഖ എؗിവയ് ്ׯ ഒരു െപാതു ടാൻെജന്റാണ്, c 1, c 
അതിനാൽ ഇത് വഴി കടؗുേപാകുؗ എؗിവയ് تുׯ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റാണ്, p c 1, c 
കൂടാെത ഇതും ഒരു സ് പർശകമാണ്. ര؇്, c c 
അ׹െന ഇത് ഇത് ര؇് ആണ് , നും നും ഇടയിലുت അേത െപാതു ടാൻെജന്റ് നും c, c c 1 c c 2 c 
നും ഇടയിലുت ഒരു െപാതു ടാൻെജന്റ് ആയിരിׯണെമؗും േചാദّ؋ിൽ പറ؁ി؂ു؇്, അതാണ് 
നأൾ ഈ ചുവؗ േനർേരഖ സി ടുവിനും സിുׯം ഇടയിലുت ഒരു െപാതു ടാൻെജന്റ് ആയതിനാൽ ഈ 
േകാണും െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ആയിരിׯണം, ഈ ര؇് േകാണുകളും െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ആയിരിׯണം, 
അതിനാൽ സി സർׯിളിന്െറ ആരം നമു്ׯ കെ؇؋ാം , ഇതാണ് യും ഇതും  ഓ, ഇത് തീർ׺യായും br 
ഒരു യൂണിئാണ് , ഇവിെടയുت ഈ ആരവും ഒരു യൂണിئാണ്, അതിനാൽ നأൾ ْതിേകാണം ഒ്ؗ ര؇് o 
േനാുؗുׯ, ര؇് വശ׹ളും ഒേര നീളമുتതാണ് ؛സ് ഒ്ؗ ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ r r 
വശവും ؛സ് വൺ ആണ് ഈ വശവും ؛സ് വൺ ആയതിനാൽ ഇെതാരു ഐേസാെസൽ ആണ്  r r es 
ْതിേകാണം ആയതിനാൽ ഈ വശ؋ിന്െറ മّؑബിؕു ആെണ׸ിൽ ഒ്ؗ ര؇് നأൾ കണ്ٚعp o o pno 
െചയ് താൽ അത് ശരിയാണ് , ആംഗിൾ  ഡിْഗി ആയിരിുׯെമ്ؗ വّװമാണ്, കാരണം o2 po 90 p 
എؗത് ഒ്ؗ ര؇ിന്െറ മധّബിؕുവാണ് അേؚാൾ ഒ്ؗ ര؇ിന്െറ നീളം ആറ് യൂണിئാണ് , ര؇് o o o p 
എؗത് 3 യൂണിئിന് തുലّമാെണ്ؗ വّװമാണ് , ഈ േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റ് െകാ؇് സൂചിؚിׯെ؂, s 
ഈ ْതിേകാണം ര؇് ഒരു വലത്േകാണ ْതിേകാണമാെണؗും അതിനാൽ ഈ നീളം ആെണؗുംo ps ps 
കാണാം. ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓം ഒآതിൽ നി്ؗ തുലّമായിരിുׯം, ഈ ൈഹേؚാെടനസിന്െറ വർ״ം

 ആണ് , അതിനാൽ ps ps p ം എ؂്״ം , അതിനാൽ ന്െറ വർുׯിന് തുലّമായിരി؋״സ് വ؉ിന്െറ വർ؛
ആണ് , അതിനാൽ ഇേؚാൾ എ؂് യൂണിുئകളുെട വർ״മൂലമാണ് ഈ ചുവؗ ചുവ്ؚ േനർേരഖ at ps ps 

ഒരു ടാൻെജന്റ് ആയതിനാൽ നും ْതിേകാണം ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണം കൂടിയാണ്, ഈ c 2 c pso 
ْതിേകാണ؋ിൽ നമു്ׯ നീള؋ിന്െറ ഒരു വശം മറുവശം ആണ്. എ؂ിന്െറ വർ״മൂലവും  pso r ps r 
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സ്കٔയർ ؛സ് എ؂് എؗ ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓ؋ിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് ഉപേയാഗി്׺ ൈഹേؚാെടനّൂസ്
വീ؇ും  തുലّമാകും  ചതുരം തുലّമാണ്, കാരണം ഇത് ൈഹേؚാെടനّൂസ് ഒ ടു പി സ്കٔയർ ؛സ് op 

ഓപ് സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഇേؚാൾ ര؇് ഇത് ؛സ് വൺ ആണ്, അതിനാൽ സ്കٔയർ പവർ ؛സ് o r o2 
ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ആണ്, ഇത് ര؇് പൂർ؉ ചതുരവും പൂർ؉ ചതുരവും ര؇് ന് o p op o p 
തുലّമാണ്  മൂ്ؗ യൂണിئാണ്, അതിനാൽ ചതുരം ഒآത് ؛സ് സ്കٔയർ ഇവിെട നി്ؗ സ്കٔയർ ؛സ്op r 
എ؂് ആണ് , അതിനാൽ എ؂് യൂണിئാണ്, അതിനാൽ ഈ സർׯിളിന്െറ ആരം എ؂് യൂണിئാണ് , r 
അതിനാൽ ഈ മൂؗാമെ؋ േചാദّ؋ിൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾ ഉ؇്. ഓേരാؗിനും അ؀് യൂണി്ئ 
ദൂരമു؇് , അവ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, ഈ ഘ؋؂ിൽ ഒ്ؗ േകാമ ര؇് അവയുെട തിരحീനമായ െപാതു
ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം നാല് ؛സ് മൂ്ؗ തുലّം പ്؋ എ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ , േചാദّം x y 
നേأാട് േചാദിുؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ സാഹചരّം t 
ഇതുേപാെലയാണ് , അ؀് യൂണിുئകളുت ഒേര ആരമുت ര؇് സർׯിളുകൾ നമുുׯ؇് , അവ ഈ 
ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ُ١ർശിؗുׯത് ഒരു േകാമയാണ് ര؇്  ര؇് േകْؕ׹ളും ഈ നീല 
േനർേരഖയായ തിരحീനമായ െപാതു ടാൻെജന്റിന് നാല് ؛സ് ْതീ തുലّ പ്؋ എؗ x y 
സമവാകّമു؇്, അതിനാൽ ആഹ് ഈ േപായിന്റ് ഒ്ؗ േകാമ ര؇് ഈ സമവാകّെ؋ 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋േ؇ാെയ്ؗ പരിേശാധിׯാം, കാരണം ഈ ര؇് സർׯിളുകളും ُ١ർശിؗുׯ ബിؕു 
വّװമാണ് ഈ ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ,് അതിനാൽ ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും ആരം നമു്ׯ എ׹െനെയ׸ിലും കെ؇؋ാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ , ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം എഴുതുؗത് എളുؚമായിരിുׯം, ഇേؚാൾ ടാൻെജന്റ് ഒരു 
േകാണു؇ാുؗുׯെവ്ؗ നമുׯറിയാം.  90 ഡിْഗി ഈ േനർേരഖയിൽ ര؇് േകْؕ׹ളും േചരുؗു 
േകْؕ׹ൾ േചരുؗ േനർേരഖയുെട ചരിവ് മൂേؗാ നാേലാ ആയിരിׯണം, കാരണം പരُ١രം ലംബമായ 
ഈ ര؇് വരികളുെടയും ചരിവിന്െറ ഗുണനം ൈമനസ് ഒؗായിരിׯണം , ഈ ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവ് 
ഇവിെട നി്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ , ചരിവ് എ്ؗ നമു്ׯ കാണാം.  ൈമനസ് നാലിൽ മൂ്ؗ ആണ്, ഈ 
ടാൻെജന്റിന്െറയും ഈ േരഖയുെടയും ചരിവിന്െറ ഗുണനഫലം ൈമനസ് ഒؗായിരിׯണം 
എؗതിനാൽ , േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ ഈ േരഖയുെട ചരിവ് മൂؗിൽ നാല് ആയിരിׯണം , അതിനാൽ 
ഈ ആയുെട സമവാകّം ഇേؚാൾ ഇവിെടയുت ആദّെ؋ േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ആദّെ؋
സർׯിളിന്െറ ഒരു േകാമ ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് ഇതാണ് ഈ ൈലൻ b 
െസഗ് െമന്റിന്െറ ചരിവ് എ്ؗ പിؓുടരുؗു, ഇത് ൈമനസ് ര؇ിെന ഒരു ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് b 
ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്. മൂ്ؗ നാല് 
അ׹െന ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ നാല് തവണ ൈമനസ് ഒ്ؗ എ്ؗ പറയാം, ഒ b 
ഒؗിനും ഇവിെടയുت േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിനും ഇടയിലുت ഈ നീളം, ഒ്ؗ േകാമ ര؇് , ഇത് 
വൃ؋؋ിന്െറ ആരം മാْതമാണ്. അ؀് യൂണിئാണ് , അതിനാൽ ഇരുപ؋ിയ؀് വരുؗ ich 
ചതുരാകൃതിയിലുت ആരം ൈമനസ് ര؇് സൂآർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും b 
തുലّമായിരിുׯം, എؗാൽ ൈമനസ് ര؇് സമചതുരം ഈ സമവാകّം ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ൈമനസ് ഒരു b 
സൂآർ؉ ചതുര؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ എഴുതാം . ഒൻപത് മുതൽ പതിനാറ് വെര ഒരു ൈമനസ് ഒരു 
സൂآർ؉ ചതുരവും ഒരു ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും, അതിനാൽ നأൾ ഈ സമവാകّം 
പരിഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമായ പതിനാറ് ലഭിുׯം , അതായത്

എؗത് ഒؗിനും ൈമനസ് നാലിനും തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് മൂലّ׹ളു؇്  a x 
േകാർഡിേന്ئ അതിനാൽ വാُവٝ؋ിൽ ഈ ര؇് മൂലّ׹ളും ര؇് േകْؕ׹ളുെടയും x 
േകാർഡിേനുئകളുമായി െപാരു؋െؚടും, കാരണം ര؇ാമെ؋ േകْؕം ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ 
േകْؕവും ഈ േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിൽ നി്ؗ അ؀് യൂണിുئകൾ അകെലയാണ്, അതിനാൽ 
േകാർഡിേനുئകൾ  ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ േകْؕവും ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണം , 
അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും േകാർഡിേനുئകൾ േകാർഡിേനുئകൾ ആദّ സർׯിളിന് x x 
േകാർഡിേന്ئ ആെണ്ؗ പിؓുടരുؗു. wi 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ൈമനസ് മൂ്ؗ ആയ ഒരു ൈമനസ് േഫാർ പറയാം , ര؇ാമെ؋ 
സർׯിളിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഒ്ؗ ؛സ് േഫാർ ആകും, അത് അ؀് ആയിരിുׯം , ഇേؚാൾ x x 
േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് മൂ്ؗ ആെണ׸ിൽ, അത് േകാർഡിേന്ئ ആണ്.  നമു്ׯ ഈ സമവാകّം y b 
ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ ൈമനസ് 2 3 െകാ؇് 4 ആകും, ഇത് ഇവിെട മൂ്ؗ നാല് ൈമനസ് നാലിേല്ׯb 
േപാകുؗു, അത് ൈമനസ് മൂ്ؗ ആണ് , അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന് ൈമനസ് ഒؗിന് b 
തുലّമായിരിുׯം , ഈ േപായിന്റിന് ഇത്  അ؀് ആയിരിുׯക, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും േകْؕ׹ളുെട േകാർഡിേനുئകൾ ഉ؇്, ദൂരം അ؀് യൂണിئാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾׯറിയാം , അതിനാൽ സമവാകّം ഇേؚാൾ എളുؚമാണ്, അതിനാൽ ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ 
സമവാകّം ൈമനസ് ൈമനസ് മൂ്ؗ പൂർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് ൈമനസും ആയിരിുׯം  ഒരു x y 
സമചതുരം മുഴുവനും ഇരുപ؋ിയ؀് ദൂര؋ിന്െറ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ
ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ സമവാകّം എഴുതാം, അടു؋തായി നമു്ׯ മെئാരു െചറിയ ْപശ് നേമാ 
മെئാരു െചറിയ വിഷയേമാ പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ അടു؋തായി ഞ׹ൾ ഇത് ചർ׺ െചുإം  
വിഭജിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട െപാതുവായ േകാർഡ് കെ؇ؗു؋ വിഷയം,  അതിനാൽ ഇവിെട 
സാഹചരّം നമു്ׯ ഇതുേപാെല ര؇് വിഭജിؗുׯ സർׯിളുകളാണുتത്, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് 
വൃ؋ാകൃതിയിലുت സർׯിളുകൾ ഉتേؚാൾ അവ പരُ١രം േഛദിؗുׯ ര؇് േപായിന്റുകൾ നമു്ׯ 
ലഭിുׯം, ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും നأൾ തأിൽ കൂ؂ിേ׺ർ؋ാൽ േനർേരഖ ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ്
ആദّ വൃ؋؋ിനും ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിനും ഒരു േകാർഡ് ആണ് , അതുെകാ؇ാണ് ഈ ര؇് 
വൃ׹؋ളുെട സമവാകّം ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം എ്ؗ കരുതുക.  ഒ്ؗ ഇത് ര؇ാണ്, 
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അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും സമവാകّം ഇْപകാരമാെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും ര؇് സമവാകّ׹ൾ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ , ഈ െപാതു േകാർഡിന്െറ 
സമവാകّം എ׹െന കെ؇؋ാം, ഇവ ര؇ും േകാർഡിേനുئകൾ ആെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം ഈ ര؇് 
കവല ബിؕുׯളും അതിനാൽ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളുെടയും േകാർഡിേനുئകൾ ഈ 
ബിؕുവിനുتതാെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം ഇത് ഒരു േകാമ ആണ് ഈ േപായിന്റിന് ഇത് േകാമ b c d 
ആെണ്ؗ പറയാം അതിനാൽ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും േകാമ ബി , സി േകാമ ഡി a  
അ׹െന ഒരു േകാമ ബി ഈ ര؇് സമവാകّ׹െളയും തൃلിٝെؚടുു؋ം സി േകാമ ടി ഈ ര؇് 
സമവാകّ׹െളയും ഇേؚാൾ തൃلിٝെؚടുു؋ം, കാരണം േകാമ ബി ഈ ര؇് സമവാകّ׹െളയും 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനർ،ം േകാമ ബി ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളുെട വّതّാസവും 
തൃلിٝെؚടു؋ണം എؗാണ്. ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളുെടയും വّതّാസം എടുുׯേآാൾ നമു്ׯ ഈ 
സമവാകّം ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّം ചില േനർേരഖയുെട സമവാകّമാണ്, ഇേؚാൾ 
വّװമായി ഒരു േകാമ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണം, കാരണം ഒരു േകാമ ഈ ര؇് b b 
സമവാകّ׹െളയും ഒേരേപാെല തൃلിٝെؚടുുؗു؋ േകാമ ഏത് ഇതാണ് ഈ ര؇് c d 
സർׯിളുകളുെടയും കവലയുെട മെئാരു േപായിന്റും ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുു؋ം , 
അതിനർ،ം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും അടിرാനപരമായി േനർേരഖയിൽ കിടുؗുׯ എؗതാണ്, 
കൂടാെത ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت േനർേരഖ െസഗ് െമന്റ ്അദٔിതീയമായതിനാൽ 
ഈ േനർേരഖ െസഗ് െമന്റ ്പിؓുടരുؗു  അെ׸بിൽ ഈ െപാതു ചരടിന് ഈ സമവാകّമبാെത 
മെئാؗുമب സമവാകّം ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് വിഭജിؗുׯ സർׯിളുകളുെട െപാതുവായ േകാർഡിന്െറ 
സമവാകّമാണ് ഈ േകാമൺ േകാർഡിന്െറ ൈദർഘّം കെ؇ؗു؋ത് അْത ബുؑിമുت؂ു t  
കാരّമب, അത് എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ നമു്ׯ െപെ؂്ؗ കെ؇؋ാം അെ׸بിൽ കാണാനാകും , 
അതിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും േകْؕം ഉം ഉം ആെണ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഈ o1 o2 
േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റ് അെ׸بിൽ  ഈ കവല ബിؕു ആണ്, ഈ കവല ബിؕു ആണ് ഇത് ര؇് p p q 
േകْؕ׹െളയും ബؖിؚിؗുׯ േനർേരഖയാണ് ഇേؚാൾ ഈ െപാതു ചരടും ഇേؚാൾ േകْؕ׹ളിൽ 
േചരുؗ ഈ േനർേരഖയും ഓേരാؗിനും ലംബമായിരിുׯെമ്ؗ കാണിؗുׯത് വളെര ബുؑിമുت؂ു 
കാരّമب. മتുئവ അവ പരُ١രം ലംബമായിരിുׯം, ഇവിെട ഈ േപായിന്റ ് ആെണ്ؗ പറയാം, m 
അതിനാൽ ഈ േരഖ ഈ േകാർഡിന് ലംബമായതിനാൽ, ഈ േരഖ ന് ലംബമാണ്. pq pq- o one p, one q 
എؗിവ ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം അبാെത മെئാؗുമب , പരآര ْതിേകാണം ആയതിനാലും ഒരു o mp 
െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ആയതിനാലും എؗത് ഈ േകാർഡ് ന്െറ മധّബിؕുവാെണؗും ആയതിനാൽ m pq m 
ഈ േകാർഡ് ന്െറ മധّ േപായിന്റ് ന്െറ നീളം ന്െറ ര؇് ഇര؂ി നീള؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, pq pq pq 
ഇേؚാൾ കെ؇ؗു؋ത് എؗത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, കാരണം നأൾ ഈ ْതിേകാണം pm pm 
ഒരു കാണുകയാെണ׸ിൽ അത് ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണമാണ് .  പൂർ؉ ചതുരം ഒരു മീئർ pm p 
മുഴുവൻ സമചതുരവും പിഎം മുഴുവൻ സമചതുരവുമാണ് , അതിനാൽ എؗത് ഇേؚാൾ ഒരു pm p 
മുഴുവനും ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമാണ്, അത് ആദّെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ ചതുരാകൃതിയിലുت ആരം 
അبാെത മെئാؗുമب, നമു്ׯ ഒരു ചതുരം എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯr 

തുലّമാണ് ഒരു പൂർ؉ ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്ׯ, അത് ഒരു ചതുരം ൈമനസ് ഒരു മീئർpm p r 
പൂർ؉ ചതുരം ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ എ׹െന ഒരു കെ؇؋ണം, ഒരു മീئർ m 
കെ؇؋ിയാൽ നമു്ׯ കെ؇؋ാം, എؗാൽ ഒരു കെ؇ؗു؋ത് വളെര എളുؚമാണ് കാരണം pn o m 

ഒരു ഈ േകْؕ؋ിൽ നിؗുت ലംബമായ ദൂരേമാ ലംബ؋ിന്െറ ൈദർഘّേമാ അبാെത o m  
മെئാؗുമب  , േകാർഡിേനുئകൾ അറിയെؚടുؗ ഒരാളുെട വൃ׹؋ളുെട സമവാകّ׹ൾ നമു്ׯ 
നൽകിയിരിؗുׯതിനാൽ ഒؗിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് ഒരു േകാമ ൈമനസ് എഫ് ആണ്, g 
അതിനാൽ ഈ േകാർഡിേന്ئ ആണ്  നമു്ׯ കൃതّമായി അറിയാം, കാരണം വൃ׹؋ളുെട 
സമവാകّ׹ൾ കൂടുതൽ അറിയാവുؗതിനാൽ, ഈ േകാർഡിന്െറ സമവാകّവും നമുׯറിയാം, ഇതാണ്,
അേؚാൾ ഈ ഒരു എؗത് ഈ അറിയെؚടുؗ േപായിന്റിൽ നി്ؗ ഈ അറിയെؚടുؗ o m 
േനർേരഖയിേലتുׯ ലംബ؋ിന്െറ നീളമبാെത മെئാؗുമب അതിനാൽ ഇത്  ഈ േനർേരഖയിൽ pq 
നി്ؗ ഈ ബിؕുവിെല ഈ ലംബ ദൂര؋ിന് ഇടയിലുت ദൂരമبാെത മെئാؗുമب, അത് എളുؚ؋ിൽ 
കെ؇؋ാനാകും, അത് നുأെട ഒരു മീئറാണ് , തുടർ്ؗ അവിെട നി്ؗ ഈ ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം 
നമുׯറിയാം, കാരണം ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ആയിരിുׯം ഇവിെട നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯ ഈ
സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ അറിയാം , അതിനാൽ നമു്ׯ കെ؇؋ാം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ അതിെന ര؇ായിpm 
ഗുണി׺ാൽ മതി , തുടർ്ؗ േകാർഡിന്െറ നീളം യുെട ഇര؂ി മാْതമാണ് , ഇേതാെട ഞ׹ൾ ഈ pq p 
ْപഭാഷണം അവസാനിؚിുؗുׯ  അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഒരു പുതിയ വിഷയം ആരംഭിുׯം , 
ര؇് വിഭജിؗുׯ സർׯിളുകൾׯിടയിലുت വിഭജന؋ിന്െറ േകാൺ എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുإം, ഈ കവലയുെട േകാണിന്െറ െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ഉت അവرകൾ ഞ׹ൾ 
കെ؇ു؋ം  കൂടാെത ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت റാഡിׯൽ അײം എؗറിയെؚടുؗ ഒ്ؗ s 
നിർവചിുׯം നؕി Pru
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