
 వృޑफ ల߯ ఏݡ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ڒబܽद ۨవࡍ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ  వృޑफ फࣃࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ࡱ  ޳ࡶ ࠼
అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ޑక࠴ ߖదܽ సందరग ంࡓ ࡹంݡ ఇۨऐ న సࡍए ऴపతङ ڕల ࡽ  ల ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ
సࠬకరߖހऒ ࡍߪ  फ ࠭ࣃۯ.
 అ޻ సందరग ం࠭࠲ ࡹ ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న ࡓంݡ సࡍए ऒߖހల సࠬకర ݋ంܐంܼ ߤమڒ మࡹ࢑ ڕల ࡽ  ڵࡍޒ 
ऴߦరంࣃࠚफ ఇవछ ޜల޳ంऴښ ݡంࡓ ࣄ ࠾ࡍమ ߤవ బܽद ఇ࢑ڒ ,࠭ బݟన ࡓంݡ సࡍए వछߖఉండ ڴࡱ ࡽ ంݟ c 
ఉనऒ ڵ࡯క ߘలࢡఅࣿం ߤబܽद ఒకܽ ఒకܽ వڒ కएࡅ దܽ వృతफం࠴   ంऴదం.c x yښ 

 అڝ  ޴ߝఆࡍ न݋ߝ లޜ ఉనऒ కएࡅ ండవ వృతफంࡓ  c 2  ݡంࡓ ޴ߝఅ  ࠾ࡍంऴదం మښ  x 2 y 2 c 1 c 2
వछߖఉండ ڴఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ంݟ మ࠾ࡍ మనం ࡹ࢑మ ఉమघ  ݡంࡓ ం݄ڕࣆۯफࡏڷ ߖ ݋ంܐంܼ ݟ
సࡍए फޑవృ ޴ంܽ࡮అ ޴అ ޙ࠼అ ݋ంܐన ܼం࠳రణ߄ࣃ ڕల ࡽ  ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڴࡏ޶ఎ ړ ݋ంܐంܼ ࡱ
 ߩఇ࢙ܿ ړ ݋ంܐफ ఈ వృతफం ܼం࣋۫ ߖ ݋ంܐంܼ ࡏࠬ కం݄޶ఒకܽ, ఎం ࡹల ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మࡖక వృతफం ܼంܐంړ ݋ అవతߩ࢙ ࡯న ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంښ ݡంऴ޳లߘ t  
కएࡅ ఖࡔ సరళ ߮࡯క ޜ ݋ంܐంܼ ߤమڒ మࡹ࢑  ఖండన ࠉం࢓޶ అߩۮ ߖओ  p ࢓޶ంࠉ ఈ ࠾ࡍం మ޳ంڕ

द࡮ݥ ࠾ࡍమ ࠪڴ ړ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఉండߖవछ ంࠪڴ ݟ మ࡮ݥ ࠾ࡍद  ఈ ࠉంߘ࢓޶ అߖ అڕߘం޳ం p a 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ࠉంࠉ ࢓޶ం࢓޶ అ࠭ޑࠋۮ ߖ మ࠾ࡍ మనం ఒకܽ ࡓంݡ మࡓ ࠾ࡍంߘ ݡంݟc a c 

ం, ఆ߯ సओ޳ߩࡱక ߖ షदంڴ ఈ ڝణం మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ޛంࠢ ݟऴࡱڶ మ࠾ࡍ తࡌछ త ఇ࡮ۧ ޴ వరڕ b
ఉంܿం޴ ఈ ڝణం మ࠾ࡍ ఈ ڝణం సࠪనంڴ ఉߕऒ యߖ సओ షदం ۯయంڒ ݟబܽद ࡓంݡ ऴڡߦ ࡱ܉ࠜޒ ఒకܽ 
మ࠾ࡍ మࡖక ऴࠜޒజం ࡓంݡ అ޳۫ ߖभ ం మࡓ ࠾ࡍంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ ఒకڜߖ޳కܽ సࠪనంڴ pbc 
ఉߕऒ యߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల ࡅకए  దܽ࠴ కం݄޶ఎం ޻అ  ࡱހڝ ݡ࠮ 
 వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ݞږ ణంڝ ఈ ࠾ࡍణం మڝ ఈ ࠾ࡍమ ࡱڶऴݟ ఒకܽ 90 ࡹణంڝ
 a ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݞږ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޵ ణంڝ డవ࠮
ఇߩओ  మనం ݡ
ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల ࡐࣃపङ త ߖషओ ऴ࢐యవ۪ऐ ߘफలޔ  ఇߩओ  రం r e޷ ఈ ࠾ࡍరం ఒకܽ మ޷ ఈ ݡ
పङࡐࣃ బܽदڒ ݡంࡓ ݟంߘ త ߖషओ छ޳ ఏࠫటం݄, ఒకܽ ޴ۯంࠚల ڕమన ݟంߘ फలޔ  b r pc pc ࡌ
࢑భ܊ంచబݟం޴ ఒకܽ ڵ࠙ ޜంచబޔݡంࡓ ޴ంڵ࠙ ޜ ݡంచబݟనߩओ pc pc ڴసࠪనం ړఒకܽ ݡ r2 r 
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  బܽद మనం ప࣋ۯ ߖफ ऴߦథࠫకంߖ޵ ڴ అర बం ఏࠫటం݄, ࡓంݡ వృޑफ ల 
ఉమघ ޜఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ కएࡅ ݋ంܐంܼ ݟ  ఖండన ࠉంڒ ࢓޶బܽद ఈ ఖండన ࣃब నం వృޑफ ల ࢐ङ రࣃ बం 
కएࡅ షओߖ   ࠾ࡍమ ޴ంޔࠋۮ ڕబܽद ఈ సࠬకరణం మనڒ ޴फంࣆ܊࢑భ ߘఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ࡹफޒ
ఈ ࢑భజన 
ఉమघ ڴࡏߝ అంతర ݞంڕڒ ࡹ࢑షయం ݋ంܐంܼ ݟ ठతంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ ఖండన ࠉం࢓޶ ఈ సరళ ࡔఖߘ 
కࣆ߮࡯फం޴.
హङࠈ   ం࠻ݟࡔ ڴల ߖషओ బܽद ఇకएڒ ޴ఉం ࠳కృత޵ంऴښ ࡹफޒ డ ࢑భజన అంతర ठతంڴ ఉం޴, ఇకए డ ߘంݟ 
కएࡅ ఇం݃ ࠆఆ ݋ం࠼ߦ ఈ , ޴ంޔ࢓దల࠴ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ కھߘనడం మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄۯ ޶న݄ऱ 
లభం ఇకएࣆ ࡮ۧ డ ࢑࠙గం ڒబܽद మ࠾ࡍ అ޳࢑ ޴ङ ࢐ङ ڕबలࡏ  p ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ޴ం࠼߱࡯ڵࠫ ڴమం࠻
కएࡅ ࡍఆڝ  नࠪڴ ݋ߝ ఒకܽ ࡓంݡ పऱ࣒ ఒకܽ ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ   x r x r x r r y ݟంచబڵ࠙ ޜݡంࡓ 
ࡍఆڝ न݋ߝ ఇవछ బݟందߖ ۫పవ۪ऐ .

 ప ऱ࣒  ఒకܽ ڵ࠙ ޜంచబݟ ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న ࡓంݡ వృޑफ ల  r one y two r two y r one plus r ah 
కएࡅ ݋ంܐంܼ ߤమڒ మࡹ࢑ ޜఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ  ఈ ఖండన ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नࡅ ݋ߝకए  ఈ ah 
వ ఇవछࡱ࢑ బޔݡంࡅ ޴కए  సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యంࡹ࢑ ࠭࠲ ,ݟమ ߄ࣃరణ ܼంܐంࡅ ݋కए  ah 
సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యగల࠭ ڒబܽद ఈ ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐంࡅ ݋కए ओߩۮ ߖఅ ࡱ࢐   m޴ఇ ࠾ࡍం మ޳ంڕ

ఈ ࠉంڷ ࢓޶ంࠪڴ ݞ మ࡮ݥ ࠾ࡍद द࡮ݥ ࠾ࡍమ ࠪڴ   బܽद మనం  ఈ pڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖందޔࢂࢗ ޜ
߯ ݋ంܐంܼ ߤమڒ మࡹ࢑  ఏࠉ ߕ޼ం޳ࡶ ࢓޶ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంࠪڒ ݋ అۮ ߖపओ వ۪ऐ   xy x y 

 ఖ సࠬకరణం, mmࡔ సరళ ړ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ ఈ ޴బܽद ఇڒ
అޙ࠼ ఇ޴ మనࣄ࡯ޘ ڕనపओ  ڔܽ
, వృޑफ ల ࢐ङ రࣃ बం మࡓ ࠾ࡍంݡ వృޑफ ల ښంऴ޳ల ڝఆࡍ न݋ߝ ల పరం࡮ݥ ڴद  మߘࠪڴ ࠾ࡍ 
వङ క फపరచగࡱ࢑ ߗڒ ࠭ڴ࡯వ  అ޴ߝ ఇం࡯ޘ ڒయ޶ మ࠾ࡍ అ޻ కڝߘए వలࣄ ఉంڒ ޴బܽद m 
మనం ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సంࡹ ఏࠫ ࠵ࣃۯ అ࢑ ޻ధం࠭࠲ ڴ ఇకए డ ߘంݟ గమߖంۧ࠭ అం݄ ࡱ࢐ m 
అం݄ ఇకए ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑  ࡯ݞరం ఉం޷ సߗక ߖ޳ డ ఈ ࡔఖ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
కएࡅ ఖࡔ ఈ సరళ ݟంߘ ంऴదంښ ߖࡹదܽ వృతफం࠴  కߖషद ޷రం తపओ  c r࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴఒకܽ ڴࡍసߖ
అ࢑޻ధంࡓ ڴండవ వృతफంࡓ ߖࡹంښ ݡంऴదం ߘంݟ అ޻ సరళ ࡔఖ ࡅకए  కߖషद ޷రం తపओ  c ڴࡍసߖ
ఉంࡓ  ࡯ݞంݡ మڜ ࠾ࡍంۮం గణన ఆࣣ ఈ ࡓంݢ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒక݄ అࣆߧ۫ ߖफంڒ ޴బܽद మనం r 
మࢁऱ ࡓంݡ సࠬకరހలߘ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद మనం ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సంߖࡹ సऱݭ࠼ లࡹ ఒకڵࡍޒ ړߖ޳ 
ఇۨऐ  ࠭޳ऱ మనం ߰ంࢁమ ޙࢀࢗ న ࠼ߦంࡅ ݋కए  కߖషद ޷రం ڝసం ࣇऴతం ఇۨऐ న సరళ ࡔఖ ߘంݟ d x 
ఏࠬ ڒ ޶ࡶబܽद ఈ సరళ ࡔఖࡱ࢐ ڕ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇۨऐ న ࠼ߦం݋ ఆ࡮औ  m ݞంڷ ܼࠊ 
ఆ సందరग , ޴ంޔࢂࢗ ంࡹ చదర޷ ߩరం ࡅ ߖ޵కए  చదరߩ కߖషद ޷రం  ఈ సరళ ࡔఖ ߘం࠼ߦ ݟం݋ ఈ 
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వङ ڔ फకరణ ޳छ ఇవछ ࡌ బݟంڒ ޴బܽद ࠭࠲ మࢁऱ ఆ వङ ڔ फకరణߘ ఉపࣃڵࡆफ  ,࢑షయం ఏࠫటం݄ ښబܽद ఒڒ ࠭
మన ࢑షయంࡹ మనం కߗస ߖࡌ޷ऒ  కھߘనవలࣄన ࠼ߦం࠴ ݋దܽ వృతफం ࡅకए  ah ࠾ࡍంऴదం మښ 
సరళ ࡔఖ  ࠭࠲ సరళ ࡔఖڕ కߗస ߖࡌ޷ऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఇ࢐ ޴సफࡹ࢑ ړߖ࢐మ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋,
ఇ޴ ఈ ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞం޴, ఇ࡮ݥ ࠪڒ ࠪڴ ޴द ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ఈ ఆࣣ ऴܼߤझ  వ࡛झ రం తపओ޷ షदߖబܽद ఈ కڒ ޴ఉంܿం ࡱ࢐ ڕ ݋ంܐంܼ ߤమڒ   m࡯ݞఉం ڴࡍసߖ

ఒకܽ,  r 
ړం݄ ఈ పంڕࡶ फ ࠴దܽ వృޑफ  పܽߘ࠭ బܽदڒ ࠾ࡍమ ޶ఉండ ڴ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ݦఉం ڴఅడनం ړߖ
ఉపߕङ సంߖࡹ సऱߘ ݭ࠼ంݟ ఇకए డ ߩ࢙ ݟڕ మనڕ ࣋ए छ ࡛ न కߖషद ߖࡌ޷ऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद మనం ݋ߕ ah x 
మ݋ߕ ࠾ࡍ లߘ వߤ మ࠾ࡍ వޜ ߤ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍలࠪڴ ߘ మ࡮ݥ ࠾ࡍद ࡎభ ޜ फ y x y 
ࡓ న࣒࠳  ࠪڴ న࣒࠳ ఒక ݟంߘ రం޷ ߩచదర ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࡯࠻ۯ ऱܿ ఒక ࠳న࣒ ࠪڴm x m x 
द࡮ݥ న࣒࠳ న࣒ ఒక࠳  చޔరऴసం ࠬద ఒక పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޻ y m r 
࢑ధంڴ మనం ࡓండవ సࡍए ऒߖހన సࠬకర࠳సࠪన ݞږ ڕ ࡽ  ߰ం࠭ޑ޶, అޙ࠼ మనం ۫ߧన ࢑ధంڴ 
అߘ࢓ అߧ۫ ߖంۧ࠭  ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సం ఈ సందరग ంݞږ ࡹ మనం ఇతర సࠬకరణం ఈ సࠬకరణం 
వࡵ ఏࠬ ࡶదߖ ۫పవ۪ऐ , 
फޑండవ వృࡓ ఇతర సࠬకరణం ࡃࠓబܽद మనం ߰ందڒ  r ړߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ ޴ఆࣣ , ఈ సࠬకరణం ఇ ړߖ
సࠪనం ߗڒ అ޴ ఈ ࡓంݢ ఒక݄ తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ ۫పవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ సࠬకరހలࡹ ఒకޜߖ޳ 
ࠪऴతڜ ࠲నޔڷࣃం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ओߩంۨనࡍ ऱ ఒక వరࢁమ ࠭࠲ ݡ ठ సࠬకరߖހऒ  
߰ం࠭ޑ޶, ఇࡹ ޴ చࡏޔग జంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ࡓం࢐ ࡱ࡮࠮ ݡసफవంڴ ఉంܼࡓ ,࠼ంߖ ݢజ࠳న m 
छࡔ࢘ ݡంࡓ ڕ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴࡱ࡮࠮ వగలࡱ࢑  ࡱހసࠬకర ࡏ
లࣃࠚफ ङߕపܽ ఉపߘ࠭ బܽदڒ బܽद మనం ఆࣣڒ ࠼ సంݞږ ࡹ మనం ఆࣣ ߰ంڒ ࠭޳బܽद ࡱ࡮࠮ m 
వߖ ߤ అߘమࣃޒफ .࠼
ऐۯవ ڴతం࡯సࠬకరణం ఫ ݡ࠮ ఈ సࠬకరణం ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ߝఅ ݡంࡓ ࠪڒ   చޔరऴڒࣃర m 
సࠬకరణంݡ࠮ ࡹ అۮ ߖపओ వछߖ ంݟ ఆ߯ ߖజ࠳న ऴܼߤझ కएࡅ   సࠬకరణం ߄ࣃరణ ܼంܐంڒ ࡱ ݋బܽद 
द࡮ݥ న࣒࠳ ࠼ఉంܼ ڴఒకܽ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ  సࠪనం  ڕ ఒక ࡏࣃऱ ࠳న࣒ ࠪڴ మ࠾ࡍ మࡖక y m x 
సࠬకరణం ࠳న࣒ ࡮ݥद ړఆస ࠾ࡍసࠪనం మ ڕࠪڴ న࣒࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ  फకరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद y m x 
ఇకए ߘߝ డ ࡓండవ ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐంࣃڶ ߖ ݋फ  p ݞږ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ ండవࡓ బܽदڒ ߘ
సओ ޴అ  ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ షदంڴ ఉం޴, ఎం޶కం݄ మనం ࠴ ߖߖ޵దܽڴ޴ ఉంۨనటऱࠪڴ , ޙ࠼ 
द࡮ݥ ࠪڒ  అ࠼న ࠼ߦంߖ ݋ ఇకए డ ۫࣋फ , అ޴ ఈ సరళ ࡔఖࡹ అڼ࡮ ఈ वࣅदࡹ ݋ ఉనऒ ऱܿ ۫డవ۪ऐ .p 

फޑవృ ݡంࡓ బܽदڒ ޴ల߯ ఉంܿం ݋ంܐంܼ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ వలऱ޶అం ࠾ࡍఖ మࡔ  aight p   ࡱ
ఒకڜߖ޳కܽ ࠈహङ ంړޑ ڴనߩओ సందరग ࡍప޶త ݡ ం, అ࢑ కࣃࡱफ  బܽदڒ ࢓కޑ కܽڜߖ޳ఒక బܽद అ࢑ڒ ࠼
మనం ఏࠫ జڵࡍంࡏڷ ޾फం۪ڕం޳ం ࠭ߘపܽ సందరग ంߘ࠭ ࡹపܽ సందరग ంࡹ సࡍए  ޳ࡶ కడంޑ ࡱ ࡽ
ఖండన ۯయడం ޶ࡶ, ఆ߯ మనࡓ ڕంݡ ऴపతङ  ࡱ ݋ంܐమ ܼంࡹ࢑ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ
ఉߕऒ కएࡅ వృతफం ޴ఇ ڼ࡮అ , ࠼  ల ఖండన ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మ సమయࡹ࢑ ޜఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ 
.࢓޶ంࠉ
 ఇߩओ फޑమనం ఈ వృ ݡ ऒߖ ,ఉం݄ ޕߩࡱక ߘల޳ంऴښ ఖࡔ फ, ఈ࣋ࠚరంߦంచడం ऴ࡯తర ڕߩ࢙ దܽ వృతफం࠴ 
ఉ޳హరణڕ, మధङ ఉనऒ ࡹ  ఈ ۨనऒ  వృతफం, c2 
ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఇకए డ ۮపओ నऒޔࡱ޶ంऴదం  కښ ړߖݞ టऱޙ࠼, అߩओ c2.޴ఉంܿం ڕమన ݡ
 సࡍए ओߩۮ ߖఅ ࠹व߯ ݀ ࣄ ݋ం࠼ߦ తफڜ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࡮ండవ వృతफం ఇࡓ ݀ ࣄ ࡽ బܽद ఆڒ ం޳ంڕ
సందరग ంࡹ మనڕ ఆࣣ అడनంڴ ఉంݦ క࠹ అࣃ۫ ߖफ ࠭  సओ రज  ఖండన ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼ޑ࢓అ ࡮ఖల߯ ఇࡔ
ఇపओ ޴ఇ ,࢓޶ంࠉ ఇపओ ޴ఇ ,޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ రడంۯ ڔܽ కएࡅ వృతफం ڔܽ , ޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ 
అࡓ ޙ࠼ంࡹ࢑ ݡమ ߄ࣃరణ ܼంܐం࢐ܽ ࡱ ݋ మధङ ऒߖހڝ   ۫డటం ऴߦరంࣃࠚफ ࠭.
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ణం ఉంڝ ఈ ڕమన ޶ం࠭ڕబܽद ఇంతڒ ణంڝ  ڵణం తڝ ݡ ठం޴ మ࠾ࡍ మనం మࡍంత 
࠭ంޔࢂࢗ ڕ޶నऒ ओߩ ओߩۮ ࡹంۧࢢమనం ఏࠫ ఆ ݡ ం, ఈ ۨనऒ޳ంڕ  వృతफం ࠴దܽ వృޑफ ऒߖ  నړޑ 
ࣾణంࡹ ఈ ࡓంݡ ܼంܐంࡱ ݋ బࣗࢡ ఒ࢑ ښధంޑࡏࠪ ڴయ࠭࠲ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ ࠭  ఒక ࣄంࡽڵ ऴܼߤझ  వ࡛झ  
गࡌదܽ సంద࠴ బܽद ఆࣣ మనంڒ ݋ంܐంܼ ߤమڒ एړనࢗ ڴజంߖ ఆࣣ ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړߖ ళࢗ  ऱగలమߖ ۫డܼړߖ 
మ࠾ࡍ ऴపޙङ ऒߖހల సࠬకర ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ ݡంࡓ ంۨ మనంړ  ఉతओ నऒ ం ࣆۯफనऒ ओߩ  మనం ݡ
ఈ ࡍߖ भషद వర ठ సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ మߦۮ ࠭࠲ ࠾ࡍओ అࣣ ݡంࡓ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ సంڝ ࡱ࢐  ࠭
ओߩఅ ߗڒ ,࠼ఉంܼ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ࡮࠮ ఏࠫటం݄, ఇకए ޴ڼ࡯మనం ۫డగ ݡ డ ߘంݟ ah m m 
మనం ఇߩओ ऒߖ޳ ݡ  ߰ం࠭ޑ޶ ఆ సందరग ంࡓ ࡹండవ వృతफం ࠴దܽ వృޑफ ऒߖ ओߩనړޑ  ఇకए ڕమన ݡ డ 
బܽद ఈ వరڒ ࠼ఉంܼ ࡱ࡮࠮ సࠪన ݡంࡓ ठ సࠬకరణం ࡓంݡ సࠪన ࡮࠮లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ 
ఒక ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ 
సओ ޴బܽद అڒ షदంڴ కࣆߧߖफం޴ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల ޳छ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ࠪڴ ࡌ  ఇవछ బݟన ࠉంࡅ ࢓޶కए  p 
ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ మనం ࡏڷफڕࣆۯం݄ ࡮ݥ ࠪڒ ࠪڴद  అޙ࠼ మ࠾ࡍ మనం ఈ ࡍߖ भషद వర ठ సࠬకరߖހऒ  फ࣋ࡍޘ 
కరణ ఈ వరࢁసర ڴभ޴ڜ ठ సࠬకరߖހऒ  ఇࣆफం޴.
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  మనం ߰ం޴޻ చޔరऴసం చదర࠳ ߩన࣒ ࠳న࣒ ࠴ ࠪڴతफం చޔరऴసం పऱ࣒  m r 1 x 1 m x 1 ړࡹ 2 
द࡮ݥ న࣒࠳ ࠪڴ న࣒࠳  ప ऱ࣒  చదర࠳ ߩన࣒ ࠳న࣒ ࡮ݥद  చޔరऴసం ఇߕࣆ ޴ऒ  సࠪనం y 1 r 1 y 1 ړ
गࡏޔచ ޴బܽद ఇڒ జ సࠬకరణం  ࠭࠲ ఇకए డ ߘంݟ ߰ంߖ޵ ࠭࠲ ,࠭ޑ޶ऒ  ఇకए డߖڜࣆޓ ڕ ఆ߯ 
ऐࡌࠪ ߘబంధనలߖ ओߩబܽद ఇڒ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ޴फంࣆࠚల ڕࠬ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡯  p ߖޒबࣄࡍఈ ప ݡ
भ޳۫ ం.
 న࣒ x 1࠳ ݟంߘ ࢑వࣾత 4 ࠾ࡍ࢑వࣾత 0 మ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల࡮࠮ న సࠬకరణం సࠪన࠳ऴవޓ 
द࡮ݥ న࣒࠳ రऴసంޔతफం చ࠴ ࠪڴ  y 1 y 1 r 1 ޙ࠼న࣒ అ࠳ ߩऱ చదరࡏࣃ న࣒ 4࠳ రऴసంޔతफం చ࠴ 
ࠪऴత࠲ సࠪన ࡮࠮లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴  ఒక ࠳న࣒ ࠴ ࠪڴతफం చదరࡏࣃ ߩऱ ఒక చޔరऴసం ࠳న࣒ x r 

ఒక ࠳న࣒ ࡮ݥद ऒߕࣆ ޴ఇ ڕమన ࠾ࡍరऴసం మޔతफం చ࠴   y ࢓޶ంࠉ ల ఖండన ݋ంܐబܽद ܼంڒ ࡯࢐ڒ 
కएࡅ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ࠪڴ  ࡍఆڝ  नࡹ࢑ ࡱ ݋ߝమ ߄ࣃరణ ܼంܐంࡱ ݋ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పࣃࡏफ .࠼
 ఇ޴ ఒښ ఒక ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అޙ࠼ 
కएࡅ దܽ వృతफం࠴  ࢐ङ రࣃ बం ߕࣆऒ ऒߖ޵ న మనం޶నంڒ   మࡍంత సరࢁకృతం ࣋ۯफ మనڕ లࠚం޴ۯ 
ఏࠫటం݄, మనڕ చޔరऴసం వࣆफంڒ ޴బܽद ఈ పࣄࡍबޒ అߝ షరޜޔ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.r 1 r 
 1 చޔరऴసం ࠳న࣒ ࠴ ࠪڴతफం చޔరऴసం పऱ࣒ द࡮ݥ న࣒࠳   ఏࠫ x 1 y1 ޴ఇ ޙ࠼రऴసం అޔతफం చ࠴ 
ऒߖࡌ޷ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޜࠋۮ మధङ ࢓޶ంࠉ రం޷ ం݄ ఈڕफం۪ࡏڷ  రం తపओ޷   మࡖకܽ ޶ڒ 
ఇకए ޴బܽद ఇڒ ࢓޶ంࠉ  ޣ బܽदڒ డ ఉనऒ ంऴదం మధङښ ࠾ࡍరం మ޷ బܽद ఈڒ ݋ం࠼ߦ   s p p p c 
రం తపओ޷  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఒక చޔరऴసం ڒబܽद ఒక చޔరऴసం ڒబܽद ࠭ఖङ ంڴ ఇۨࣇ ޴ం޴ۯ pc pc 
ఏࠫటం݄ అ޴ ఒక ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴  ఒకܽ ఒకܽ అޙ࠼ మ࠾ࡍ ࠪऴత࠲ pc r 
ఉం݄ మ࠾ࡍ ࠪऴత࠲ అޙ࠼ , అం݄ ఈ ࡓం࢑ࠈ ݡల ఖండన ࠉం࢓޶ మధङ ओߩరం ఇ޷   ఈ ڕమన ݡ
సందరग ంࡹ ఒక ܼంܐం݋ ࠪऴత࠲ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఒښ ఒక ߄ࣃరణం ఉనऒ ओߩ  ݡంࡓ ࢓޶ంࠉ ఆ ݡ
వృޑफ లߘ కࡔ ߮࡯ఖޜ ఆ ܼంܐంࡅ ݋కए  ఖండన ࠉం࢓޶ అం݄ ࠴దܽ వృతफం ࡅకए  ఆ ݟంߘ ంऴదంښ 
కएࡅ ࢓޶ంࠉ అర ڴథࠫకంߦऴ ߖ޵ ,޴ఉంܿం ڴరం ఒకܽ޷  बం ఏࠫటం݄ , ఈ ࠉం࢐ ࢓޶సफߖ޳ ړߖ࢐ r 
ࠬద ఉనऒ కएࡅ దܽ వృతफం࠴ దܽ వృతफం࠴  ޴ఉం ߯ߖ޳  ۪ दܿڜలత߯ ఉంڒ ޴బܽद మనం ۫ߧంۨన޴ 
ఏࠫటం݄, ఆ ߄ࣃరణ ܼంࡅ ۃకए  ఖండన ࣃब నం ఉనऒ  సందరग ంࡹ ࠪऴత࠲ మనڕ ఒښ ఒక ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ 
ܼంܐం݋ ఉంܿంࡓ  ޴ంݡ వృޑफ ల ښంऴ޳లߘ క߮࡯ సరళ ࡔఖࡍߖ ޜ भషद ߄ࣃరణ ܼంܐంࡅ ݋కए  ఖండన 
छ޳త ,޴ఉంܿం ޜ ࢓޶ంࠉ बࣃ ఖండన ࡌ నం వృతफం ࡅకए  ۪ दܿڜలత߯ ఖۨऐ తంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद uh p 

ఒకܽ వړ ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇࡹ࢑ ޴మ ߄ࣃరణ ܼంܐంڒ ݋బܽद మనڕ ఒ࠮ ښలం ޳ࡶ ऴߦథࠫకంڴpc r 
ఉనऒ ڴసࠪనం ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ओߩ ڕమన ࡹޒबࣄࡍబܽद ఆ పڒ ޴ఉంܿం ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ ఒక ښఒ ݡ
ఒښ ఒక ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంࡹ మనం ఖండన ࠉం࠭ࢡ۫ ߘ࢓޶.
ం޵   ऱ݇  ఈ ఒకए మధङ ࠲ऴతࠪ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑  छ޳త , ޴ఉంܿం ޜఖࡔ ߮࡯క ࡹ  ఖండన p ࡌ
కएࡅ ࡍߖ  भషद ࠉం࢓޶ ఇߩओ ۪ వృతफం ݡ दܿڜలత߯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡓ ޴ంݡ సࡍए ఉమघ ڕల ࡽ  ݋ంܐంܼ ݟ
फޑండవ వృࡓ ݞږ ఖࡔ ఈ  ޴బܽद ఇڒ  p ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ࢓޶ంࠉ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ
క߮࡯ సరళ ࡔఖ߯ ఉందߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
 ఈ ࡔఖߘ మࡍంతڴ ఉతओ కएࡅ ండవ వృతफంࡓ ࡱڶऴݟ 90 ݞږ ణంڝ అం݄ ఈ , ݟయంۯ फޒ  ఖ߯ࡔ ంऴదం ఈښ 
ఎకए కएࡅ ండవ వృతफంࡓ బܽदڒ ࡯ݞఉం ݩ  ڴథࠫకంߦऴ ޴ఇ ,ࣆࡱޘ ڕమన ߖందޔݡఖ߯ పࡔ ంऴదం ఈښ 
మనం ఉతओ फࣃۯ फޒ ࠭.

ండవ వృతफం   pࡓ ࠾ࡍంۧ࠭ మࡍ࢑సफ ంతࡍమ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݟఉండం ڵ࡯క ߖ ݋ం࠼܉ ߤవ ޜ c 
కएࡅ ऒߖ޳ంऴښ ߖ޳ ఖ߯ࡔ ఈ ݞږ ޴ండవࡓ   కڵ࡯ ఉం࡯ݞ 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠴దܽ వృޑफ ఉనऒ ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ  అ޻ సరళ ࡔఖ ݞږ ܼంܐం݋ అࡓ  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖండవ 
వృతफం ڒబܽद ࡓండవ వృతफం  ࡅకए కएࡅ ఖࡔ ఈ సరళ ݟంߘ ంऴదంښ   అޒ తڕए వ ޷రం ޳ࡶ కߖషद ޷రం 
కएࡅ ండవ వృతफంࡓ  ݟంߘ ంऴదంښ 
సరళ ࡔఖڕ లంబంڴ ఉంߗڒ ࡯ݞ లంబంڴ ఈ ࡔఖ ࡔఖ ࡅకए  ఈ ࠙గం ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴.
 ఇڷ ݞږ ޴ంޔࢂࢗ ݞం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ࠼ߦ ޴ߝం݋ అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, కߘక ఇ޴ p p p 
కएࡅ ండవ వృతफంࡓ  ۪ दܿڜలత߯ ݞږ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనڕ ఇ࡮ంܽ పࣄࡍबޒ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ݡ
మనࣆࡱޘ ڕ  ఖۨऐ తంڴ ఈ ࠉంࡓ ࢓޶ంݡ సࡍए  రణ p߄ࣃ మࡹ࢑ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ల߯ ఉంܿం ࡽ
ܼంܐంݞږ ߩ࢙ݟڕ ݋ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡓంݡ సࡍए ओߩఇ ࡱ ࡽ ऒߕఉ ݡ యߖ సओ షदంڴ 
एࡍస ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ కం݄ ఈ޶ఎం ޴फంࣆࡱޘ  ߖరణం అ߄ࣃ ڔంܽݟంࡓ ݋ం࠼ߦ ఈ ,޴ల߯ ఉం ࡽ
సओ షदమޔ࢓ం޴  సࡍए एࡍస ݡంࡓ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡱ ࡽ  ࠲ऴతࠪ ࡹఈ సమయం ړߖ࢐సफ࢐ ࡱ ࡽ
ऒߕޔڕޑ फࣃࡱక అ࢑ ,޶ࡶ కడంޑ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ ఉం݄ ߕ޼ంܽ ఖండన ఏ࡮ఉం݄ అ కం݄ అ࢑޶ఎం ࠼
మనڕ ఈ పࣄࡍबޒ ఉం݄ మనం ఏ޵ కڵ࡯ ఉండ࠭ࡶ.
మన వదभ ఉనऒ ڴథࠫకంߦऴ ޒबࣄࡍబܽद ఈ పڒ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑    వర ठ సࠬకరߖ ړߖހజ࠳న ࡱ࡮࠮ 
ओߩనࡶ దܽ సందరग࠴ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏజ ݡ ం ࡓం࢐ ݡసफవ ࡮࠮లߘ కڵ࡯ ఉనऒ ओߩ  ࢐సफవ ݡంࡓ ݡ
ఉనऒ ࡱ࡮࠮ ओߩ फޑవృ ݡంࡓ ݡ దܽ సందరग࠴ ߖࡶ ࢒ఏ ࡱ ం ࡓండవ దృࢲद ంߖޑऒ  ఖండన ޳ࡶ కడంޑ 
ओߩమనం ఇ ޴ߝయడం అۯ ऒߕफࣆۯ ݦ ࠭, ఇకए డ ఈ వర ठ సࠬకరణం ښవలం ఒߖ࡮࠮ ښऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴ 
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ओߩనڵࡍజ ޴బܽद అڒ फޑవృ ݡంࡓ ఈ ݡ ఖۨऐ  ࡱ తంڴ ఒࠉ ښం࢓޶ వదभ ఒకڜߖ޳కܽ ޕڕޑ ఉంܿం޴ les 
మ࠾ࡍ అ࢑ ఒక ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐంߘ ݋ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ వృతफం  ࡅకए  ఈ వృతफ ښంऴదం c 2 c 1
ఈ సందరग ޙࢀࢗ ڕߩ࢙ ంࡹ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఈ ऴపޙङ క వర ठ సࠬకరణం ڝసం ߖజ࠳న పࢲࡍए  m ڵ࡯క ߘలࡌ
ఉండ޶ మ࠾ࡍ
 అంښ޶ ఈ సందరग ంࡹ࢑ ݞږ ࡹమ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ఉండ޶, ఇࡓ ޴ండవ సందరग ంࡹ ఒక ࡹ࢑మ 
ఉనऒ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ండవ సందరगࡓ  ంࡹ సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం ۧࣆ ࡮లభం  ఈ ࡍߖ भషद ܼంܐంࡹ ݋ 
అ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం మࢁऱ ఆࣣ ڒబܽद ऴߦథࠫకంڴ మనࡓ ڕంݡ ܼంܐంࡱ ݋ ఉండ࢓, మనښ ڕవలం 
ఒక ܼంܐం݋ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ సࠬకరణం ఈ ࣄంࡽڵ ऴܼߤझ  వ࡛झ  y ޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ߤమڒ 
द࡮ݥ న࣒࠳  సࠪనం  అ࠳ ޴ߝన࣒ ړࡹࠪڴ వࣆफం޴, ఇకए డ అ޴ߝ ఆ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  సࠪన m x m 
ఈ ఒకए ޴బܽद ఇڒ వࡱ࢑ ల࡮࠮   ం m w޳ంڕߘఇ అ ࡮ఎ ࠾ࡍమ ࠲ऴతࠪ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ 
మనࡓ ڕంݡ వృޑफ ఇۨऐ ࡱ నటऱޙ࠼ మనం ߩۮओ फޑవృ ݡంࡓ ఆ ڕమన ࠾ࡍం మ޳ంڕ ల సࠬకరణం 
ࠪऴత࠲ ఇవछ బޙݟ మనࡓ ڕంݡ వృޑफ ల సࠬకరణం ࠪऴత࠲ ఇవछ బݟం޴ , ఆ߯ అ޴ ఒక షరޔ ఉం޳ࡶ ޳ 
అߖ కھߘనమߖ అ࠭ޑڷݡ షరࡓ ޔంݡ జޜڷࡏంڒ ޳బܽद షరޔ ఒకܽ ڝసం ࠭࠲ 
ओߦۮ ࠭, ఇ޴ మధङ ఉనऒ ࡹ एࡍస ݡంࡓ  ల మధङ ࡽ ऒߖࡌ޷   కھߘంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇకए డ ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ 
ఇకए డ ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ ఇࡓ ࣆښ ޴ంݡ మ࠾ࡍ ఇࣆښ ޴ ఒకܽ ࡓంݡ వృޑफ  ޳ࡶ కడంޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ
ఖండన ۯయడం ޶ࡶ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ ఒకܽ ڒబܽद ࡓ ࠭࠲ంݡ వృޑफ ల సࠬకరߖހऒ  ఇۨऐ నటऱޙ࠼, 
సࠬకరణం ߘంݟ మనం ښంऴదం ࡅకए ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ కھߘనగల࠭ అߦۮ ߖओ ࠭  ఈ ࡓంݡ వృޑफ ల ߄ࣃరణ
సࠬకరణం ߘంࡓ ݟంݡ వృޑफ ల ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  ݡంࡓ యగలం అం݄ۯ ఆ߯ మనం ఏࠫ ,ߖھߘక ߘవࡱ࢑ 
ల మధङ޳ంऴښ ऒߖࡌ޷   కھߘనవ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍంښ ݡంऴ޳ల మధङ ࢐ङ ޙڵࡍరం జ޷  రࣃ बం ࠴తफం ޳ࡶ 
࢐ङ రࣃ बం ࡓ ޳ࡶంݡ వృޑफ ల ࠴తफం కం݄ ఖۨऐ తంڴ ఎڕए వڴ ఉం݄ , ࡓంݡ వృޑफ  కడంޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ
సओ ߖదࡶ యడంۯ ఖండన ޳ࡶ షदమޔ࢓ం޴, 
అޙ࠼ అ࡮ జࡓ ޙڵࡍంݡ వృޑफ ల మధङ ఖۨऐ ޴ఇ ݡంࡓ రం޷  తంڴ వߤ పऱ࣒  r r ࠾ࡍసࠪనం మ ړ݀ 
మߕ ࠾ࡍ ఉ޻भశङ ం సࡍए కएࡅ ల ࡽ కएࡅ ంऴదంښ బܽद మనం ߘలހసࠬకర ݡంࡓ  ࡍఆڝ  न݋ߝ లࣆ ߘలభంڴ 
కھߘనగల࠭ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ఈ ߖࡌ޷ऒ  ߩ࢙ బܽद మనం ఈ ఎడమڒ నగల࠭ھߘక ڴలభంࣆ 
మࡏڝ ࠾ࡍझ నవ۪ऐھߘక ݟంߘ   మనࣄ࡯ޘ ڕన వృޑफ ల సࠬకరణం ࢐ ࢐ܽङ రࣃ बం మనం ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  
ంచవ۪ऐݟܔ  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢ సڴࡍठ సࠪనంڴ ఉం݄ , మనڕ ఒښ ఒక ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ఉనऒ  
సందరग ంࡹ మనం ࡓంݡ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ, అࡓ ޙ࠼ంݡ అޙ࠼ మనڕ ఇపओ  ࠼ఉంܼ ݡంࡓ ڴࡏߝ ڔܽ
ڡࡓݧ ࠾ࡍమ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ द ڒछ ంటం ܼంܐం݋ ల సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం 
ఒక సందరग ంࡹ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ మనం ఇపओ ݡ ऐࡍచ ڴभ޴ڜ ښܽ ంۨన ࠮డవ ߘࣆښ 
వ۪ऐڝࣆޓ డవ సందరग࠮ బܽद ఈڒ  ంࡹ  వృޑफ फࣃࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ࡱ फޑబܽद వృڒ ࠼  కܽڜߖ޳ఒక ࡱ
కࣃࡱफ ऒߕफࣆࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ړߖ࢐సफ࢐ దట అ࢑࠴ బܽदڒ ࠼ యߖ ఎ࡮ క߭ߖ दܼ  ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯
వృޑफ ల ࡅకए फࣃऱ ఇࢁమ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ  ࠭, 
మనం ࣄ వߖࡌ޷ ࣄ ߤऒ  కھߘంܼ࠭ ࡓంࡓ ݡంښ ݡంऴ޳ల మధङ एࡍస ࠭࠲ ࠾ࡍరం మ޷  ࢐ङ ల ࡽ बࡌࣃ ऒߖ
ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ బܽदڒ ంܼ࠭ھߘక ݞږ एڕకం݄ త ݡంࡓ  వڴ ఉం݄, అ࣒ښ ޴ ఒకܽ ޳ࡶ c one c r r 
సओ ߖఅ ޶ڒ ݀ ࣒ښ షदంࣆࡱޘ ڴफంߗڒ ޴ మనࡓ ڕంݡ ఉండవ۪ऐ   ఇ࡮ జ߄ࣃ ޙڵࡍङ ङ߄ࣃ  ޙڵࡍజ ࡮ఇ ࡱ
మࡖక అవڒశం ఇ࡮ ఉండవ۪ऐ ఒకܽ ఇకए ࣄ బܽदڒ  డ ࡓ ࣄంݡ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ۨనऒ  వృతफం మ࠾ࡍ ఇ޴ 
߭దभ సࡍए एࡍదभ స߭ ࡽ మధङ ڕ ࡽ ఒకܽ ۨనऒ ࣄ ޴ఉంܿం ࡹ  వృతफం ࣊ంట࡛ ࣄ ݀ ఉం޳ࡶ ޴ ۨనऒ  వృతफం 
फޑదभ వృ߭ ݟంߘ ࡯పࡹ ऒߖ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ݞږ ߖޒबࣄࡍకడం వంܽ పޑ  , 
गࡌసంద  ࡯࠻ۯ ࡏ࢘ ࡮ఎ ݟంߘ ࢐ܽ ఈ ఇతర ߘࣆښ బܽद మనం ఈڒ లࡹ మనం ۮపओ గ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, 
సࡍए ల మధङ ࡽ ङݡࠪ ݡంࡓ న࣒࠳ రం ఒకܽ޷  ల࣒ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄, అ޴ ఈ సందరग ంࡹ ఉం࡯ݞr r 
ఎం޶కం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ అం݄ మనం ఈ ࠮డవ సందࡌग వ ࡮ఎ ړߖ ऐۧ ࠭ ऴߦథࠫకంڴ ఈ ۨనऒ  
వృޑफ ऒߖ  ఈ ࡔఖ ࢗంట తర࡯ంచడం ࠬڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇంతڕ ࠭ం޶ ۨనऒ  వృతफం ఇకए డ ఎకए  ޴ఉం ݩ
ఒక సందరग ޴బܽद ఇڒ ంࡹ ఒకܽ , అࡓ ࢑ంݢ కࣃࡱफ  ,޶ڒ ࠼
అߩओ నऒۨ ݡ  వృతफం వۨऐ ం޴ మ࠾ࡍ ఎకए ఇకए ݩ డ మߖ޵ ࠾ࡍ వదभ ڒబܽद ఇࡓ ࣆښ ޴ంݡ  ఇ࣒ښ ޴ ఒకܽ 
ठڴࡍస ޴బܽद అڒ  ఒక ࠼ߦం݋ వదभ ߭దभ సࡍए एࡍఈ స ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱړޑ ߘ ࡽ ఇకए ߘ ࡽ ఇకए ݟంߘ ݟ  ఆ߯ ړݟ
మࡍంత ࠭ంڕ޶ క࣋࡯޴फ , అݡ࠮ ࢑ కࣆࡱफనऒ  ۲ట మనం ఉంܼ࠭, ఆ߯ మనం ߖ޳ऒ  మࡍంత ࠭ంڕ޶ 
తర࡯ంۨݞږ ߕ మనం ఈ ڕࡏۯ ڕࣆښంܼం ڒబܽद మనం ߖߖ޳ మࡍంత ࠭ంڕ޶ తర࡯ంۨనపओ  ,ڔܽ
మనం ࢐సफړߖ࢐ ఈ సందరग ంڕࡏۯ ࡹంܼ࠭, ఇకए డ ۨనऒ  వృతफం ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంࡹ 
ۨనऒ  స࡛ए ఉనऒ ࡹڷలం రంߗ ݟంߘ ࡯పࡹ ړߖ܉ߖ    ߭దभ వృޑफ ऒߖ అంతర ޴బܽद అڒ ޴ంޜڕޑ  ठతంڴ le 
ఈ సందరग ߗڒ ޴ంޜڕޑ ంࡏࠬ ࡹ ۫࣋फ ఇ޴ ఒకܽ ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఈ ڒ ࣆښబܽद r r 
మనం ఈ ڕࣆޓ ߘࣆښం݄ ఇ޴ ఇ޴ r.
  1 మ࠾ࡍ ఇ޳ࡶ ޴ మనం ڶ ڴݟ࢑ ߖߖ޳యగޙڵ࡯ ఇ޴ ఒక ۨనऒ  సࡍए  బܽद r 2 c cڒ ݡంࡓ ంऴదం ఒకښ ࡽ
ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ఈ ࡓంښ ݡంऴ޳ల మధङ  r r r r ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ రం ఒకܽ޷ 
ङݡࠪ వలం ఒకښ  ࠭࠲ ల࣒ ڝࣆޓంݟ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࠭࠲ ఒకܽ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿందߖ r r 2 
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ఊࣕࣆफߕऒ ఉండవ۪ऐ ڴ࢑ధం కࡖమ ޴అ ߗڒ ࠭ ङݡࠪ ࠭࠲ బܽदڒ  ల࣒ ڒ ࡯࢐ڝࣆޓబܽद అ޴ ۨనऒ  వృతफం 
వۨऐ నటऱࣆࡱޘ ڕࠬ ޙ࠼फం޴  ఆࣣ ఈ ࣆښ జڼࡍంత వరښ ڕంऴదం దగ ठరڴ వࣇफ  బܽद ఈ c2ڒ ޴ఉంܿం ߝ
एڕరం ఎ޷ ڕమన ڕరం వర޷ నంతڵࡍజ ࣆښ వڴ ఉం݄ వ࠳ ߤన࣒ ݀ c1 c2 c one c two r r 
एڕవ కం݄ ఎࡱ࢑ కం݄ ఈ ߖ޵ సࠪనం ړ ݭ࠵ వ ఉం݄ అ޴ సࡍए సओ ߖఅ ࡽ షदమޔ࢓ం޴  ఇ అంతర ठతంڴ 
నऒۨ ޴ఇ ޶ࡶ కడంޑ  వృతफం ۨనऒ  వృతफం ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ ఇߩओ एࡍఈ స ݡ ఉనऒ ࡽ  ۲ట 
ఉంڒ ޴బܽद ఈ సందరग ంࡓ ࡹంښ ݡంऴ޳ల మధङ एڕదట ఒకܽ కం݄ త࠴ రం޷  వڴ ఉంܿం޴  ప ऱ࣒  r r 
మధङ ࠾ࡍమ ޴అ ߗڒ ݡంࡓ  ఉనऒ  సంߪరप వङ ङޑ సం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ r one r two 
సందరग ంࡹ మనڕ ఏࠫ ఉంܿం޴ అం݄ ࡓంݡ సࡍए फࣃࡱఒకܽ క ޜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ  ࡮ఇ ޴బܽद ఇڒ ࠼
ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࢑ కࣃࡱफ ठڴࡍస  ࠼ ఈ సందరग ࠾ࡍంటऱ వదभ మ࠼ߦ ݡంࡓ  ంࡹ అߩओ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ
అం݄ ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐంࡱ ݋ ఉండ࢓ ఎం޶కం݄ ࡓంࡱ࡮࠮ ݡ అసࡷనڴ࢑ ࠪర࠼ޑ, అޙ࠼ 
మనڕ ఇపओ ऴపతङ ݡంࡓ ڔܽ వ۪ऐڒ సࠬకరణం ࢐ܽ ,࠼ఉంܼ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  ఒక సందరग ంࡹ 
ఉపڵࡆంۨన పదमޔలߘ ఉపڵࡆంۨ మࢁऱ కھߘనబݟం޴ , ఆ߯ ࡓంݡ సࡍए అంతర ࡱ ࡽ ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ 
సందరग ښޑ ం మనڕ ఉంڒ ޴బܽद మనం ۨనऒ మధङ ߖ޳ ऒߖڴ࠙  క࣋࡯޴फ వృతफం వړ ߤ మࡍంత దగ ठరڴ ah c 
ఉంܿంڒ ,޴బܽद ࠭ߘపܽ సందరग ంڒ ࡹబܽद ఇంతڕ ࠭ం࠭࠲ ޶ ఈ సందరग ం 2ߖ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ఇకए డ 
ۨనऒ  వృతफం ࡅకए ల మధङ޳ంऴښ ంऴదంښ  రం  ప޷  ऱ࣒ फޑఈ వృ ࠭࠲ ఆ߯ ,ݟఉం ڴ2  ऒߖ  తర࡯ంۧ࠭ r 1 r 

ం దగۮంڜ ంటࢗ ఖࡔ ޻అ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ठరڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद వృతफం ښంऴదం ఈ ࠉంڕ࢓޶ వۨऐ ం޴ a  
మ࠾ࡍ వృతफం ఈ ࢑ధంڴ ఉం޴ݦ ఈ ۨనऒ  వృతफం ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇښ ޴ంऴదంࡍࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇ޴ 
ऒߕफࣆࡱక అ࢑ ޴ఉం ࡹ޶ఇం ݡ࠮ ࣒ښ ޴ఇ ࣒ښ యߖ మࡓ ࠾ࡍంݡ వృޑफ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ࡱ  ల వదभ࢓޶ంࠉ 
కࣃࡱफ యߖ మనం ఇ޴వర࠭ࣃ۫ ښ మ࠾ࡍ ఈ సࡐए ङ फ , ఈ వృతफం  మధङ࣋࡯޴క ڴంతࡍమనం మ ߘ ݋ c2 ࡹ
అࡔ ޻ఖ ࢗంట ࢙ࡓ ߩండవ వృޑफ ऒߖ అంతర ڴ࢑ధం ښޑ  ठతం࠴ ڴదܽ వృతफం ڒబܽद మనం అర बం c1 
నऒڕࣆۯ c2 ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߖ ంऴదంښ ڴథࠫకంߦండవ వృతफం ऴࡓ ޴
ఈ ఎߩࡏ వృతफం ۨనऒ  వృతफం మ࠾ࡍ ߭దभ ࠌऱ  అ࢑ ߝధంښ ڴంऴదం వృతफం సڴࡍठ  ఈ ࠼ߦం݋ వదभ c2  e 
సओ जࡍ మధङ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ ޴फంࣆ  సంߪరप వङ ङޑ  p c 1 c 2 r one r ړߖࣃ
సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ మధङ ޴ఇ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ంޔڷࡏజ ޴ఇ ࠲ऴతࠪ ݡ  r one n rޒबࣄࡍఈ ప  ݡంࡓ ࡹ
సంతృߧफ ۮం޻ంత వరڕ ۨనऒ  వృతफం ࠴దܽ వృతफం ࡅకए  మధङ దగ ړߖڴ࠙ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ వࣆफం޴ 
ండవ వృతफం అంతరࡓ , న ࣾణం޴ంۮ फߧసంతృ ޒबࣄࡍబܽद ఈ పڒ ठతం࠴ ڴదܽ ߭దभ వృޑफ ऒߖ నړޑ  ऱܿ మనం 
సओ షदంڴ ۫డవ۪ऐ .
 

మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంࡹ ఒక ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ࠪऴత࠲ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ऴపతङ  p ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ
ఈ సందరग ޴బܽद ఇڒ ంࡹ࢑ ࡹమ ߄ࣃరణ ܼంܐంࡱ ݋ ఉండښ , ࢓వలం ఒకܽ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴, ऴపޙङ క࠳న
ऴపతङ .޴ఉంܿం ࠲రణం ࠪऴత߄ࣃ ࣾ
 ܼంܐం݋ మߖ޵ ࠾ࡍ సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం ۧ࡮ కషदం ڒ ޶ڒబܽद ऴߦథࠫకంߘ࠭ ࠭࠲ ڴపܽ 
ఉపߕङ సంࣄ۫ ࡹన ऴపతङ ࢩ࢑ సంڝ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ ऱషణߘ మࢁऱ ఉపڵࡆంۧ࡯झ  ఉంܿం޴.
దܽ సందరग࠴  ం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ సऱࡏڷ ߘ ݭ࠼फం۪ڕం݄, ఈ సऱ࣒ښ ݭ࠼ వߤ 
ڡࡓݧ సంڝ द ڒమߤ ܼంܐంࡅ ݋కए ఇకए ,޴ంݟంచబࢢभ޻సం ఉڝ నడంھߘక ߘࡱ࢐  డ ࡓంݡ వృޑफ  ࡱ
కࣃࡱफ ఆ సందరग ,࢓కޑ కܽڜߖ޳ఒక అ࢑ ޳ࡶ ࠼ ంࡹ మనڕ సࠬకరణం వۨऐ ంࡹ  ޴ చޔరऴసం ࡓంݡ m 
ओߧۮ మనం ߖఉంܼయ ࡱ࡮࠮ నߩओ లठవ సందరगߕ ఈ ݡ ంࡹ ఈ ߕలठవ సందరग ంࡹ వృޑफ ల మధङ  రం޷ 
࢐ङ రࣃ बం మధङ  సంߪరप వङ ङޑ సం అ࠼నߩओ అం݄ ఈ వర ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ ړߖ࢐సफ࢐ ݡ ठ సࠬకరణం ఒక 
ऒߖ࡮࠮  ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంܿం޴  ఒߖ ښజ࠳న ࠮లం ఒښ ఒకए అర ߖ޵ ,޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ݋ࡐ న࠳జߖ  बం 
ऴߦథࠫకంڴ ఒښ ఒక ऴపతङ ऒߖހసࠬకర ߖ޵ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  ڴలభంࣆ 
కھߘనవ۪ऐ కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఆ࡮औ  మڴܼࠊ ࠾ࡍ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఆ࡮औ  వࡱ࢑ 
औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ  ङڒ ܼࠊ ࠾ࡍవ మࡱ࢑  औ࡮బܽद ఆڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڴణంڷߘతద ߤ  r 1 x 2
छ޳ న࣒࠳  న࣒ r 2 x 1 r 1 r 2 r one y r࠳ ݡంࡓ  ޴ంޔ࢓అ ܼࠊ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ࡌ
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఈ ࣆࡱޘ ࡍࣃఒక ࣆࡱޘ ࠭࠲ ఆ߯ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ఒకܽ ݡంࡓ  y r r ah ah 
ࡍఆڝ न݋ߝझ  ఈ ࡍߖ भషद ऴపతङ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  సࠬకరణం ࠳న࣒ ࠳ ړ ܼࠊన࣒ ఆ࡮औ  y m x ڴ
ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ మనࣆࡱޘ ڕ  ఈ ࠉం࢓޶ ऴపతङ ߯ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  ఉంܿం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  m 
 m n ߘవࡱ࢑ ݟంߘ వࡱ࢑
߰ంޔ޶ం޴, సࠪన ࡮࠮లߘ కڵ࡯ ఉంݦ ఈ వర ठ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ  m ߘవࡱ࢑ ࡌ
߰ంޔ޶ంڒ ޴బܽद ࡓంߖ ࡱ࡮࠮ ݡజ࠳న࢑ మࡓ ࠾ࡍంݡ వృޑफ అంతర ࡱ ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ޔڕޑనऒ  
ఈ సందరग ంړڷࡱߕ ࡹ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ࢑ ࡹమ ߄ࣃరణ ܼంܐంࡱ ݋ ఉండڒ ࢓బܽद ࡹ࢑మ 
రణ ۨనऒ߄ࣃ  సంఖङ ऒߕࣆ  ఆ߯ ۨనऒ , ޴ఉంܿం ڴ  వృతफం మధङ ओߩۮ ࡮ఇ ࡹ  ం  ఈ ఇతర వృతफం c޳ంڕ
వړ ߤ మࡍంత దగ ठరڴ కޔࡱ޶ం޴ మࡓ ࠾ࡍండవ వృతफం ࡅకए ఉనऒ ڵ࡯ంऴదం మనం కښ   అࡔ ޻ఖࡹ అ޻ 
దܽ వృతफం మధङ࠴ ܿߦ ޜఖࡔ దగ ࡮ۧ ࡹ ठరڴ కޔࡱ޶నऒ ओߩ సందరग ࡍవۨ ݡ ం ࠭ߘపܽ సందࡌग  ࡱ
కएࡅ ండవ వృతफంࡓ ߖࡹఖࡔ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  మధङ ऒߖڴ࠙  వړ ߤ దగ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ తరࣆ࡯फߕऒ ࠭, c 
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एࡍస ࠭࠲ బܽदڒ ओߩనړޑ కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ फనऒࣆࡱకܽ కڜߖ޳ఒక అ࢑ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࣆښ ޴ఇ ݡ ओߩ  ݡ
ఇݡ࠮ ޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࡍए అంతర ࡱ ࡽ ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ޔڕޑనऒ ओߩ  ,޴ఉం ࣆښ ڷࡱߕ ڕమన ݡ
ఆ߯ మనం ښంऴߖ޳ऒ  మࡍంత ࠭ంڕ޶ క࣋࡯޴फ , ࡓండవ వృతफం ࡅకए మధङ ݡంࡓ  ఉనऒ ࡹ  ۲ట మనڕ c 
ఇ࡮ంܽ సందరग ం ఉంܿం޴, ఇకए డ ఇࡓ ޴ండవ సࡍए .ࡽ
ओߩఅ ߗڒ   దగ ࡮ۧ ࡱ޳ంऴښ ݡంࡓ ݡ ठరڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࢐ङ రࣃ बం మధङ  ࢐ङ बࡌࣃ ల మధङ  సంߪరप 
వङ ङޑ సం కం݄ ࡓంݡ తڕए వڴ ఉంܿం޴ c one c 
బܽद ఈ సందరगڒ ంࡹ మనం ࡓంݡ వృޑफ फࣃࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ࡱ  ࠾ࡍమ ࢓కޑ కܽڜߖ޳ఒక అ࢑ ޳ࡶ ࠼
ࡍߪ ండవ వృతफంࡓ फڴ ఉంܿం࠴ ޴దܽ వృతफం ࡹపల ڒబܽद ఇ޴ ఐదవ సందరग ం ڒబܽद ఈ ఐదవ సందరग ంࡹ 
ऴపతङ ࣾ ఉమघ సओ ߖఉండవ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మࡹ࢑ ࠾ࡍమ ߖఉండద ݋ంܐంܼ ݟ షदమޔ࢓ంڒ ޴బܽद 
మనం ߖڜऒ ంܽߖ పࡍషए भ޳ࡍ ం ߄ࣃరణ ܼంܐం݋ ల సࠬకరހలߘ కھߘనడం అలڝࣆۯ ࢐ܿవడంࡹ 
సమసङ ऒߕఉ ࡱ బܽद ఈ ऴపశऒڒ ࠼ फޑవృ ࡹ ల߄ࣃ ڕరణ ܼంܐం݋ ల సంఖङ  ࠭ޑڷݡఅ ߖనమھߘక ߘ

చదరߩ పऱ࣒  ࣋ए छ ఇతర వృతफం ࣋ए ࠾ࡍసࠪనం మ ړڷࡱߕ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒x y x y x࠳ ࡏన࣒ ఆ࠳ ࡛
ఎ޴ࠫߖ ఇర࢙ ړڷࡱߕ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࠴దܽ వృతफం ߄࡮࠮ర ࢐ङ రࣃ बం వదभ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ y 
࢐ङ ల࠮ దܽ వృతफం࠴ రࣃ बంࡓ ࡹంߖ࠿ ݡ ऱܿ ښంऴదం ڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ వదभ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
࢐ङ రࣃ बం ఏߖ࠿ ݡ ऱܿ ࡓంښ ݡంऴ޳ల మధङ ߖ࠿ ޶రం ఐ޷  ऱܿ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంࡅ ݡకएr 1 r 
ङݡࠪ ల࣒ ړ సࠪనం అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭, ఇ޴ ఐڒ ޶బܽद ఇ޴ ఖۨऐ తంڒ ڷࡱߕ ࣆښ ڴబܽद ߖڜ ࠭࠲ऒ  
ऐࡍతం చړల ऴࢲࠫߖ ऒߕफࣆ ల మధङ޳ంऴښ బܽदڒ ࠭ ࢐ङ రం޷  రࣃ बం మధङ  సంߪరप వङ ङޑ  ڴసࠪనం ړߖࣃ
ఉనऒ ओߩ .ݡ
 
నర޵ बం ऴߦథࠫకంࡓ ڴంݡ వృޑफ అంతర ࡱ ठతంڴ ఒకڜߖ޳కܽ ߕޔڕޑऒ యߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఒښ ఒక 
ऴపతङ అకए ,޴ఉం ࠲ऴతࠪ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ డ ࡹ࢑మ ߄ࣃరణ ܼంܐంڒ ࢓ࡶ ࡱ ݋బܽद సࠪ߄నం వ  ఇ޴ 
ఒښ ఒక ऴపతङ బܽद ऴపతङڒ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనߖߖ޵ ړߖݞ 
ࡍఆڝ ޴బܽद ఇڒ ݟయంڶ न݋ߝ అࣾం ఇ࠴ ޴దܽ వృతफం ఇ޴ వృతफం మధङ ࢐ङ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡹ రࣃ बం c2 c r 
एࡍసࠪనం ఇతర స ݡంࡓ ࢐ङ ݡఏ ࠾ࡍమ ߤంట࡛ వ࣊ ࡹ ࡽ రࣃ बం ఉߕऒ ఇకए ߘߝ , ࠼ డ ࣆڶफߕऒ  c ߗڒ ߘ
సओ షदం࠴ ࠭࠲ ڴతफం సࡍए ࢐ङ ࡮ۧ ړߖ޵ కం݄޶ఎం ࠭ࡶయڶ ߘ ࡽ రࣃ बం ఏߖ࠿ ݡ ऱܿ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ 
एࡍస ݡంࡓ  ࡱ ࡽ
ఈ ࠼ߦంࡹ ݋ అంతర ठతంړޑ ڴన ऱܿ ۫డగలڒ ࡏబܽद  అ࢑ ఒښ ఒక ऴపతङ  p ڵ࡯క ߘ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ
ఉంܼ࠼, ఇంڒ ఈ ڝఆࡍ न݋ߝ ఆڒ ࠆంܼڡ द ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न࠭࠲ ࡱ ݋ߝ ఇపओ వङ ښܽ ڔ फకరణ࠭ࢡ۫ ߘ, 
औ࡮ఆ ࠭࠲ బܽदڒ r x x 2 y 2 x 1 y ޴ఇ ޴బܽद ఇڒ ࠭ޑ޶ం߰ ڴసࠪనం ړݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡఏ ړఒకܽ ߘ
 ऱ ఒకܽx 2 y 2 x 2 y 2 x r xࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ऱࡏࣃ 7 0 ݢంࡓ ࠾ࡍబܽद మڒ 0 ݢంࡓ  బܽदڒ 1
 ऱ ఒకܽ r r x r xࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ఒక ݟన࣒ ࣾࠫంచం࠳ ݡంࡓ ࠑ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ݡంࡓ బܽदڒ
छ޳ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࠑ ࡏఆ  ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ࡌ  r r y 
ࡍఆڝ न݋ߝ ఒక ࡏࣃऱ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఎߘ ޴ࠫߖంݟ r y r y r r 
ఐ޶ ఇߩओ ࡍఆڝ ࠭࠲ ࡍࣃఒక ݡ न݋ߝ లߕڕࣆࡱޘ ߘऒ ࠭ మ࠾ࡍ మనڒ ࣆࡱޘ ݞږ ڕబܽद ఇڴܽࣇ ޴ 
ఉండߖవछ ంࡔ  ݟఖ ڒబܽद ࠭ంڕ޶ ఉతओ ओߩనݟయబۯ फޒ మధङ ݡ  సరళ c 1 c 2 ߮࡯క ߘల ࠾ࡍమ ࡹ
फޑవృ ݡంࡓ ޴ఇ ޴फంࣆࡱక ߘ࢓޶ంࠉ ఈ ݞږ ఖࡔ ల సంపరए  వలऱ ఈp޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ࢓޶ంࠉ 
ܼంܐం݋ ఈ व࣊दݟ  ޜ ݋࠼ऴࣆۯ ࡱڶफంߤࡷ ޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ऴపతङ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  90
 c1 c2 ޴ంޔߩࡱక ߘల ࠾ࡍల వదभ మڶऴݟ 90 ڕఖࡔ ఈ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޳ڒ లభంࣆ నడంھߘక ߘࡱ࢐
 c 1 c 2 c 1 c 2.޴ఉంܿం ڕవర ݟంߘ ࠾ࡍమ ߤࡷ ޴బܽद ఇڒ
ంత ఉతओࡍమ ߖߖ޳ ࡏࠬ   ओߩఇ ޴फంࣆࡱక ߘ ݋ంܐవదभ ܼం ࢓޶ంࠉ ఈ ޴फ, అ࣋ۯ फޒ కएࡅ ఖࡔ ఈ ݡ  p p 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ڷࡱߕ కం݄޶ఎం ݡ࠮ ݡ࠮ ڷࡱߕ ࡱ࢐ ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡ࠮   ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ
కएࡅ ఖࡔ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ݡ࠮ ڷࡱߕ ࡱ࢐ బܽदڒ అకए  ࣆࡱޘ ڕమన ࡱ࢐  డ ఉం݄ ࡓంݡ a  
లంబ పంڕफڵࡍޒ ࡱ అߩओ ల ఉతओࡱ࢐ ݡ  ఈ c ݦఉం ڴలంబం ڕఖࡔ ݡంࡓ ࣄ ߤబܽद ఈ వڒ న࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
కएࡅ ఖࡔ छࡌత ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡱ࢐  త సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యడం ۧࣆ ࡮లభం
ఎం޶కం݄ ఇښ  ޴వలం ࠳న࣒ ܼࠊ అޔ࢓ం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ ఆ࡮औ  బܽदy xڒ సࠪనం ڕࡱ࢐ నݟంచబށڷ ޜ
సࠬకరణం  ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒࠳ 5 ࠑ 8  ऱ࣒  ఆߘ ࡏంݟ ఐړ޶ సࠪనం ڒబܽद మనం ఈ y x 
ఉపߕङ ङߕఉప ࡍప޶త ࠭࠲  ࠭ڒ࡯ప ߩంڵ࠭ ړߖࣃ సంࡹ ఈ ߄ࣃరణ ܼంܐంటऱ సࠬకరߖހऒ  
కھߘనడంࡹ మߖڜࡍऒ  సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ࠭ ధనङ Pru ࡱ޳࢐
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