
 सात वतुŊळांवरील ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, ʉणून शेवटǉा ʩाƥानात आʉी दोन िदलेʞा वतुŊळांǉा थेट सामाईक ˙िशŊकेǉा 
समीकरणाची ʩुȋȅी 
पिहʞा Ůकरणात पूणŊ केली आहे िजथे वतुŊळे एकमेकांना छेदत नाहीत िकंवा ते एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत.
  ȑाच केसमȯे आता आपण दोन िदलेʞा वतुŊळांना टŌ ाɌʬसŊ कॉमन टॅ̢जŐट्सचे समीकरण िमळवून पुɎा सुŝ कŝया, ʉणून ही दोन 
िदलेली वतुŊळे असू Ȩा Ǜात एक आिण दोन कŐ ū आहेत तर एक हे एक एक समɋय असलेʞा पिहʞा वतुŊळाचे कŐ ū c c c x y 
आहे.

हे सह िनदőशांक असलेʞा दुस̴या वतुŊळाचे कŐ ū आहे  c 2 x 2 y 2 
आिण ही दोन कŐ ūांना जोडणारी रेषा समजू या जर आपʞाला आडवा सामाईक ˙िशŊका आठवली तर c 1 c 2 
ती ˙िशŊका आहे जी दोɎी वतुŊळांसाठी सामाɊ आहे परंतु ती अशी आहे वतुŊळे ˙िशŊकेǉा िवŜȠ बाजंूना असतात
 ȑामुळे ही आडवा सामाɊ ˙िशŊकेपैकी एक आहे कारण आपण ˙िशŊका पािहʞास हे वतुŊळ ˙िशŊकेǉा या बाजूला असते आिण t  
हे दुसरे वतुŊळ ˙िशŊकेǉा दुस̴या बाजूला आहे आिण आपण असे ʉणूया की हा िबंदू आहे जो दोन कŐ ūांना आडवा सामाɊ ˙िशŊकेने p 
जोडणारा सरळ रेषेǉा छेदनिबंदूचा िबंदू आहे आिण या िबंदू मȯे गामा आिण डेʐा समɋय असू Ȩा गॅमा आिण डेʐा हा िबंदू p a 
असू Ȩा आिण आपण ʉणू की हा िबंदू येथे िबंदू आहे आिण आपण एक दोन आिण दोन ते मȯे सामील होऊ या नंतर b c a c b 
˙ʼपणे हा कोन आिण हा कोन नʫद अंश आहेत आिण नंतर तो पूवŎसारखा आहे  हे ˙ʼ करा की हा कोन आिण हा कोन समान आहेत
ʉणून आपण दोन िũकोण एक पाš आिण दुसरा िũकोण दोन आहे आिण आपण काय पाš की दोन िũकोण एकमेकांसारखेpac pbc 
आहेत कारण या दोन िũकोणांचे तीनही कोन आहेत  समान कारण सवŊ Ůथम कोनांपैकी एक 90 अंश आहे आिण हा कोन आिण हा कोन 
देखील समान आहेत आिण ʉणून ितसरा कोन हा समान असावा आिण हा देखील समान असेल ʉणून हे दोन िũकोण पुɎा समान a  
आपण आता 
या दोन िũकोणांसाठी समानता गुणोȅर िलš शकतो आता हे अंतर एक आहे आिण हे अंतर ते दोन आहेr e b r 
 ȑामुळे समानतेǉा गुणोȅरांवŝन एक भािगले दोन एक भाग दोन समान असणे आवʴक आहे एक भािगले pc pc pc pc r r2
आिण जर आपण ȑावर कायŊ केले तर ही वˑुİ̾थती लƗात घेता याचा अथŊ असा होतो की दोन वतुŊळांǉा कŐ ūांना जोडणारी रेषा 
असलेʞा सामाɊ ˙िशŊकेǉा 
छेदनिबंदूचा िबंदू ʉणून हा छेदनिबंदू दोन कŐ ūांना जोडणा̴या रेषेला वतुŊळांǉा िũǛेǉा गुणोȅराने िवभािजत करते ʉणजे हे समीकरण 
आपʞाला सांगते आिण हा भागाकार 
थेट सामाईक ˙िशŊकेǉा बाबतीत अंतगŊत आहे जेथे छेदनिबंदू या सरळ रेषेला जोडणा̴या या सरळ रेषेला िवभागत होता.
  िũǛा ǉा गुणोȅरामȯे बाहेŝन कŐ ūे आहेत
 ȑामुळे येथे भागाकार आता अंतगŊत आहे येथून Ůारंभ करणे हे अगदी सोपे आहे जसे आपण या िबंदूǉा िबंदूचे समɋय शोधणे पूवŎ केले 
होते.
 येथे ʉणून आिण तो िवȨाȚाōसाठी एक ʩायाम ʉणून सोडला आहे जेणेकŝन कोणी दाखवू शकेल की िबंदूचा rsection p x 
समɋय गामा एक दोन अिधक दोन एक भाग एक अिधक दोन ने िदलेला आहे आिण समɋय आहे एक r x r x r r y r y 
दोन अिधक दोन एक भािगले एक अिधक आता िदले आहे की दोन वतुŊळांǉा कŐ ūांना जोडणारी रेषा असलेʞा आडवा r y r r ah 
सामाɊ ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूǉा या िबंदूǉा समɋयाचे हे मूʞ िदले तर  आपण हे कŝ शकतो  चे समीकरण िलहा आपण ah ah 
आडवा सामाईक ˙िशŊकेचे समीकरण िलš शकतो ʉणून आपण असे ʉणू की या आडवा सामाईक ˙िशŊकेचा उतार आहे आिण m 
आपʞाला मािहत आहे की तो या िबंदूमधून गामा आिण डेʐा गामा आिण डेʐा समɋयांसह जातो आिण ʉणून आपण  असे ʉणू p 
शकतो की या आडवा सामाईक ˙िशŊकेवरील कोणȑाही िबंदू िकंवा कोणȑाही िबंदू ˢʙिवराम साठी आडवा सामाईक xy x y 
˙िशŊकेवरील कोणȑाही िबंदूǉा आिण समɋयांना हे समीकरण पूणŊ करावे लागेल जे वजा डेʐा समान गुिणले उणे x y y m x ga
आहे  mma
 ȑामुळे या आडवा सामाईक ˙िशŊकेसाठी हे सरळ रेषेचे समीकरण आहे परंतु तरीही आपʞाला मािहत आहे की आपण डेʐा आिण 
गॅमा वतुŊळांǉा िũǛा आिण दोन वतुŊळांǉा कŐ ūांǉा समɋयांǉा संदभाŊत ʩƅ कŝ शकलो आहोत परंतु ȑाचे मूʞ  हे अȨाप m 
अǒात आहे आिण तेच शोधायचे आहे, जसे आपण काय केले अहो होय आपण मागील ʩाƥानात काय केले ते आपण येथून पािहले आहे 
की उतार इतका असावा की यातील िकमान अंतर असावे.m 
  टŌ ाɌʬसŊ कॉमन टॅ̢जŐट जी येथे ही रेषा आहे
 ȑामुळे 
पिहʞा वतुŊळातील एका कŐ ūापासून या सरळ रेषेचे िकमान अंतर एक असले पािहजे आिण ȑाचŮमाणे दुस̴या वतुŊळाǉा मȯ r c 
दोनपासून समान सरळ रेषेचे िकमान अंतर असावे.

दोन आिण थोडासा िहशोब केʞावर असे िदसून येईल की या दोɎी गोʼी एक आिण समान आहेत  r 
 ȑामुळे आपʞाला पुɎा दोन समीकरणे िमळतील आिण जर आपण मागील लेƁरमधील एका ˠाइडवर परत गेलो तर  िदलेʞा d 
सरळ रेषेपासून िदलेʞा िबंदूǉा िकमान अंतराचे सूũ शूɊ शूɊx y 
 ȑामुळे या सरळ रेषेला उतार आहे आिण ती िदलेʞा िबंदू अʚा बीटा मधून जाते तर ȑा बाबतीत चौरस अंतर यातील चौरस िकमानm 
अंतर  या सरळ रेषेतील िबंदू या अिभʩƅीȪारे िदलेला आहे ʉणून आपण पुɎा ती अिभʩƅी वापरणार आहोत
 ȑामुळे एकच गोʼ अशी आहे की आपʞा बाबतीत िबंदू िजथून आपʞाला िकमान अंतर शोधायचे आहे ते पिहʞा वतुŊळाचे कŐ ū ah 
आहे आिण सरळ रेषा आहे.
  जे आपʞाला सरळ रेषेचे िकमान अंतर शोधायचे आहे ते ŮȑƗात आडवा कॉमन टॅ̢जŐट आहे जो या िबंदू मधून जातो Ǜाला गामा p 
ˢʙिवराम डेʐा िनदőशांक असतो आिण या आडवा सामाɊ ˙िशŊकेला एक उतार आहे आिण ʉणून हे िकमान अंतर जे असणे m 
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आवʴक आहे  एक कारण अɊथा ही रेषा पिहʞा वतुŊळाची आडवा सामाईक ˙िशŊका असणार नाही आिण ʉणून मागील r 
लेƁरमधील ˠाइडवŝन अह येथे उजवीकडे आपʞाला िकमान अंतर ˍेअर देते ʉणून आपʞाला फƅ नॉट आिण नॉटǉा x y 
जागी वन आिण वन आिण अʚा आिण बीटाला गॅमा आिण डेʐासह बदलायचे आहेx y 
 ȑामुळे आपʞाला जे िमळेल ते चौरस अंतर मȯे एक वजा गॅमा आहे  उणे गुिणले एक वजा गामा वजा एक वजा डेʐा m x m x y 
चौरस वर एक अिधक वगŊ समान एक चौरस आिण नंतर ȑाचŮमाणे आपʞाला दुस̴या वतुŊळासाठी देखील समान समीकरण m r 
िमळेल पण नंतर आपण जसे होय दाखवले होते ȑाŮमाणे  मागील ʩाƥानात देखील या बाबतीत आपण हे दाखवू शकतो की दुसरे 
समीकरण हे या समीकरणासारखेच नाही तर दुसरे समीकरण जे आपʞाला िमळणार आहे ते दुस-या वतुŊळासाठी आहे जे हे ah 
समीकरण दोन चौरसाǉा समान आहे परंतु नंतर ते  असे दाखवले जाऊ शकते की ही दोन एकच नसून एकच आहेत आिण ʉणून r 
फƅ एका समीकरणाने पुढे जातील आिण जेʬा आपण हे समीकरण सोडवू तेʬा आपʞाला पुɎा एक िȪघाती समीकरण िमळेल जे m 
मȯे िȪघात आहे.
 याचा अथŊ असा की दोन मुळे असतील वाˑिवक दोɎी वाˑिवक मूʞवान मुळे असतील आिण ʉणून 
टŌ ाɌʬसŊ कॉमन टॅ̢जŐटसाठी दोन िभɄ समीकरणे िमळतील, ʉणून जर आपण केले तर तेच आपण मागील ʩाƥानात ah ah 
िमळवले होते 
ʉणून मुळे एक कŝ Ȩा  ˢʙिवराम दोन ची दोन मुळे मी हे समीकरण तीन समीकरणातून िनमाŊण होणा̴ या िȪघात m m 
समीकरणांपैकी तीन आहे असे ʉणू आिण नंतर ख̴ या टŌ ाɌचे समीकरण सामाɊ ˙िशŊका होते ʉणून दोन समीकरणे एक असतील y 
वजा डेʐा समान असेल  ला एक गुिणले वजा गामा आिण दुसरे समीकरण वजा डेʐा समान दोन पट वजा गामा असेल m x y m x 
आिण िवशेष ʉणजे मी येथे दुसरा आडवा कॉमन टॅ̢जŐट काढतो
 ȑामुळे दुसरी टŌ ाɌʬसŊ कॉमन टॅ̢जŐट देखील मधून जाईल आिण  हे ˙ʼ आहे कारण जर आपण येथे पिहला िबंदू हा गॅमा p p 
ˢʙिवराम डेʐा पािहला तर तो या सरळ रेषेवर तसेच या वर आहे हे िदसून येईल.str 
 आठ रेषा आिण ʉणून िबंदू दोɎी ˙िशŊकेवर आहे ʉणून पुढील केस जेʬा दोन वतुŊळे p 
एकमेकांना ˙शŊ करतात तेʬा बाहेŝन ˙शŊ करतात असे ʉणा की ते एकमेकांना छेदत नाहीत परंतु ते एका िबंदूवर एकमेकांना ˙शŊ 
करतात ʉणून काय घडले ते लƗात ठेवूया मागील Ůकरणात मागील Ůकरणात वतुŊळे ˙शŊ करत नाहीत िकंवा एकमेकांना छेदत नाहीत 
आिण नंतर आपʞाकडे दोन थेट सामाईक ˙शŊरेषा आिण दोन आडवा ˙शŊरेषा आहेत तसेच वतुŊळाǉा कŐ ūांना जोडणारी रेषा 
असलेʞा टŌ ाɌʬसŊ टाईम कॉमन टॅ̢जŐटǉा छेदनिबंदूचा हा िबंदू होता.
 आता जर आपण हे वतुŊळ पिहʞा वतुŊळाǉा िदशेने या रेषेने कŐ ūांना जोडून पुढे जाǻास सुŜवात केली तर असे अपेिƗत आहे की 
उदाहरणाथŊ कŐ ū असलेले हे छोटे वतुŊळ जर कŐ ū̾थानी हलवले तर आपण येथे हा िबंदू सांगू या.c2 c2 
 वतुŊळ दोन दुसरे वतुŊळ असे असेल आिण आपण असे ʉणूया की हा नवीन िबंदू दोन Ůाइम आहे, तर अशा İ̾थतीत आपण पाहतो c c 
की आडवा कॉम  ˙िशŊका वर अशा बनतात आिण मग हा छेदनिबंदू आहे जो अजूनही रेषेवर आहे जोडणे अȨाप वतुŊळाǉा कŐ ūांना 
जोडणा̴या रेषेवर असेल परंतु आपण पाš लागतो की दोन आडवा सामाईक ˙िशŊका ȑांǉामधील कोन कोणता आहे कोन ʉणून पूवŎ 
आपʞाकडे हा कोन होता आिण आता कोन कमी झाला आहे आिण जसजसे आपण पुढे जाऊ तसतसे आपण सांगूया की आपण काय 
अपेƗा करतो तो Ɨण जेʬा हे लहान वतुŊळ पिहʞा वतुŊळाला ˙शŊ करते तेʬा आपण अपेƗा करतो की या दोन ˙िशŊका कदािचत एकच
बनतील.
  एक एकल आडवा सामाईक ˙िशŊका ʉणजे अह हे पाहǻासाठी की आह जर आपण पिहʞा केसकडे परत गेलो तर एकही परत 
जाऊ शकतो 
आिण िवशेषत: जेʬा आपण दोन आडवा सामाईक ˙िशŊकेचे समीकरण काढत होतो तेʬा आमǉाकडे  हे िविशʼ िȪघात समीकरण होते
आिण आʉी ʉणालो  की उतारासाठी दोन मुळे एक आिण दोन असे दोन समीकरण असेल पण नंतर आपण जे पाš ah ah m m 
शकतो ते असे आहे की जर आपण ते आता काढू.
 
जेʬा दुसरे वतुŊळ पिहʞा वतुŊळाला ˙शŊ करते तेʬा ȑा बाबतीत आपʞाकडे दोन समान मुळे असतील
 ȑामुळे या चतुभुŊज समीकरणाला दोन समान मुळे असतील ʉणजे फƅ एक आडवा सामाईक ˙िशŊका असेल
 ȑामुळे हे ˙ʼपणे पाहǻासाठी जेʬा आपण िबंदू चे समɋय लƗात ठेवले तर तो गॅमा ˢʙिवराम डेʐा होता िजथे गॅमा आिण p 
डेʐा ही दोन समीकरणे िदली गेली होती आिण जर आपण हे िविशʼ िȪघात समीकरण उघडले तर थोडेसे सोपे केले तर आपʞाला हे 
िȪघात समीकरण िमळते.
  आपʞाला िमळेल ते चौरस मȯे चौरस वजा 1 वजा गामा संपूणŊ चौरस अिधक 2 मȯे वजा गामा मȯे वजा m r 1 m x 1 y 1 
डेʐा अिधक वगŊ वजा वजा डेʐा चौरस हे शूɊाǉा समान आहे ʉणून हे िȪघात समीकरण आहे  जे आपʞाला येथून r 1 y 1 
िमळेल ते आपʞाला फƅ येथे ƽावे लागेल आिण नंतर फƅ अटीमंȯे फेरबदल करावे लागतील आिण आपʞाला हेच िमळेल ʉणून हा
मुȞा तर आता हे आपण कोणȑा İ̾थतीत आहे ते पाš या  डŌ ॅ िटक समीकरणाची समान मुळे असणार आहेतp 
 ȑामुळे भेदभाव 0 असेल आिण भेदभाव 4 मȯे वजा गामा संपूणŊ वगाŊत वजा डेʐा संपूणŊ वगŊ वजा 4 गुणा वगŊx 1 y 1 y 1 r 1 
वजा असेल तरच ȑाची मुळे समान असतील  एक वजा गामा संपूणŊ चौरस गुणा एक चौरस वजा एक वजा डेʐा संपूणŊ वगŊ x r y 
आिण आपʞाला हे शूɊ असणे आवʴक आहे, जर ˙िशŊकेǉा आडवा सामाɊ ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूचा गामा आिण डेʐा समɋय 
साधला तरच हे समीकरण पूणŊ होईल असे घडते की फƅ एक आडवा सामाईक ˙िशŊका असेल परंतु जर आपण हे आणखी सोपे केले 
तर पिहʞा वतुŊळाची िũǛा शूɊ नसʞामुळे 
आपʞाला वगŊ िमळेलr 1 
 ȑामुळे ही İ̾थती सारखीच आहे.r 
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 1 चौरस ʉणजे वजा गॅमा पूणŊ चौरस अिधक वजा डेʐा संपूणŊ चौरस पण हे काय सांगत आहे आिण जर तुʉाला हे अंतर x 1 y1 
आठवत असेल तर हे अंतर काही नसून िबंदूमधील अंतर आहे.

हा िबंदू होता ʉणून हा येथे िबंदू आहे ʉणून हे अंतर काहीही नाही पण आिण मȯभागी एक इतका चौरस आहे तर   s p p p c 
एक चौरस आहेpc 

 ȑामुळे मूलत: याचा अथŊ असा आहे की ȑात फƅ एक आडवा सामाईक ˙िशŊका असेल  फƅ जर आिण फƅ जर आिण फƅ जर 
एक एक असेल तर याचा अथŊ असा की या दोन िविहरीǉा छेदनिबंदूमधील अंतर आता या Ůकरणात आपʞाकडे फƅ एक pc r 

˙िशŊका आहे जेʬा आपʞाकडे फƅ एक सामाईक असते तेʬा ȑा ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूचा िबंदू दोन वतुŊळांना जोडणारी रेषा अशी 
आहे की पिहʞा वतुŊळाǉा कŐ ūापासून ȑा िबंदूचे अंतर आहे याचा अथŊ असा होतो की हा िबंदू ŮȑƗात ȑाǉावर आहे  पिहले वतुŊळ r 
हे पिहʞा वतुŊळाǉा पįरघावर आहे
 ȑामुळे आपण जे दाखवले आहे ते असे की आपʞाकडे फƅ एक आडवा सामाईक ˙िशŊका असेल फƅ ȑा İ̾थतीत जेथे ȑा सामाɊ
टँगचा छेदनिबंदू असेल उह सह ʉणून ȑा िविशʼ सामाɊ ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूचा िबंदू दोन वतुŊळांǉा कŐ ūांना सरळ रेषेने ent 
जोडतो जेणेकŝन छेदनिबंदू हा िबंदू वतुŊळाǉा पįरघावर तंतोतंत İ̾थत असेल ʉणून एक ǉा समान असेल आिण ही p pc r one 
आडवा सामाईक ˙िशŊका आहे ʉणून 
जेʬा आपʞाकडे फƅ एकच मूळ असते िकंवा मुळात दोɎी मुळे समान असतात तेʬा फƅ एक आडवा सामाईक ˙िशŊका असते, 
ȑा पįरİ̾थतीत आपʞाकडे फƅ एक आडवा सामाईक ˙िशŊका असते आिण ȑा İ̾थतीत आपण पािहले की छेदनिबंदू  यापैकी फƅ 
ही एकल आडवा सामाईक ˙िशŊका आहे Ǜाची रेषा मȯभागी जोडली जाते जेणेकŝन छेदनिबंदू चा िविशʼ िबंदू p 
आता वतुŊळाǉा पįरघावर असेल कारण ही एक सामाɊ ˙िशŊका आहे ही दोɎी वतुŊळांची सामाईक ˙िशŊका आहे याचा अथŊ असा होतो 
की हे आहे  तसेच ही रेषा दुस̴या वतुŊळाची ˙िशŊका देखील आहे आिण पुढे आपʞाला मािहत आहे की हा िबंदू दोन कŐ ūांना p 
जोडणा̴या सरळ रेषेवर आहे ʉणून जर आपण  फƅ ही रेषा पुढे काढा ʉणजे हा कोन देखील ९० अंश आहे दुस-या वतुŊळाचे कŐ ū या 
रेषेवर कुठेतरी असले पािहजे ʉणून आपʞाला मािहत आहे की दुस̴ या वतुŊळाचे कŐ ū या रेषेवर असले पािहजे Ǜाचे उȋादन आपण 
मूलतः   सह एक संयुƅ आहे आिण आपण ते पुढे वाढवले आहे आिण दुस̴ या वतुŊळाǉा दुस-या वतुŊळाचे कŐ ū देखील या रेषेवर p c 
असले पािहजे आिण आपʞाला मािहत आहे की येथे हीच सरळ रेषा जी पिहʞा वतुŊळाची ˙िशŊका आहे ती देखील ˙िशŊका आहे.
  दुसरे वतुŊळ ʉणून दुस̴या वतुŊळाǉा 
मȯापासून या सरळ रेषेचे सवाŊत लहान िकंवा िकमान अंतर हे दुस̴या वतुŊळाǉा कŐ ūापासून सरळ रेषेपयōत लंब असले पािहजे परंतु लंब 
ही रेषाखंडाचा हा भाग आहे.
 जो मधून देखील जातो आिण ʉणून हे ˙ʼ आहे की हा िबंदू आहे मुळात दुस̴या वतुŊळाǉा पįरघावर देखील İ̾थत असणे p p p 
आवʴक आहे 
ʉणून आपली अशी पįरİ̾थती आहे आिण आता आपʞाला मािहत आहे  तंतोतंत की हा िबंदू दोɎी वतुŊळांवर आहे आिण तो w p 
आडवा सामाईक ˙िशŊकेवर देखील आहे आिण ʉणून हे ˙ʼ आहे की दोɎी वतुŊळे आता आहेत कारण हा िबंदू दोɎी वतुŊळांवर पडला 
आहे हे ˙ʼ आहे की हा िबंदू दोɎीसाठी समान आहे  वतुŊळे आिण ʉणून दोɎी वतुŊळे ŮȑƗात फƅ याच िबंदूला ˙शŊ करत आहेत 
आिण ते ˙शŊ करत नाहीत ते छेदत नाहीत कारण जर ȑांना असे काहीतरी छेदनिबंदू असेल तर जर अशी पįरİ̾थती असेल तर 
आमǉाकडे ही पįरİ̾थती असेल तर आʉी काहीही कŝ शकत नाही  टŌ ाɌʬसŊ कॉमन टॅ̢जŐट ʉणून ही पįरİ̾थती मुळात तेʬा घडेल 
जेʬा आपʞाकडे येथे असलेʞा िȪघात समीकरणाला कोणतीही वाˑिवक मुळे नसतात
 ȑामुळे पिहली केस जेʬा ȑाला दोन वाˑिवक मुळे होती तेʬा ती दोन वाˑिवक मुळे होती तेʬा ती पिहली केस होती िजथे दोन वतुŊळे 
नाहीत दुस-या पįरİ̾थतीला ˙शŊ करणे िकंवा छेदणे हे आपण आȅाच करत होतो जेथे या िȪघात समीकरणाचे फƅ एकच मूळ आहे
 ȑामुळे जेʬा असे घडते तेʬा हे दोɎी मंडल  एका िबंदूवर एकमेकांना तंतोतंत ˙शŊ करत असतील आिण ȑांǉाकडे फƅ एक les 
आडवा कॉमन टॅ̢जŐट असेल मग पुढे जर हे वतुŊळ चे वतुŊळ कŐ ū कडे सरकले तर या Ůकरणात काय होईल? या िविशʼ c 2 c 1 
िȪघात समीकरणामȯे साठी कोणतेही वाˑिवक समाधान नसतील आिण ʉणूनच या Ůकरणात m 
देखील आडवा सामाईक ˙िशŊका असणार नाही.
  या िविशʼ ˙िशŊकेचे ʉणजे ते असे होईल की आपʞाला फƅ पुɎा आह करावे लागेल ʉणून मुळात आपʞाला फƅ दोन ˙िशŊका 
नसतील आपʞाजवळ फƅ एक ˙िशŊका असेल आिण समीकरण या एकल आडवा सामाɊ ˙िशŊकेचे असेल वजा डेʐा समान y 
असेल  मȯे वजा गामा जेथे हे मधील ȑा िȪघात समीकरणाǉा समान मुळांचे मूʞ आहेm x m m 
 ȑामुळे ही फƅ एकल आडवा सामाɊ ˙िशŊका आहे आिण अथाŊतच कसे  समजा जर आपʞाला दोन वतुŊळे िदली गेली तर w e 
आपण ʉणूया आिण जर आपʞाला फƅ ȑा दोन वतुŊळांचे समीकरण िदले असेल तर आपʞाला फƅ दोन वतुŊळांचे समीकरण िदले 
जाईल आिण मग ती İ̾थती एक आहे की नाही हे शोधǻास सांिगतले जाईल.
 ही अट दोन आहे की होत आहे ʉणून पिहʞा İ̾थतीसाठी आʉी सांिगतले होते की दोन वतुŊळांमधील अंतर मȯभागी सापडेल ʉणून हे 
होते ʉणून ही İ̾थती एक होती, तर ही İ̾थती दोन आहे आिण ही İ̾थती आहे  एक जेथे दोन वतुŊळे एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत िकंवा 
छेदत नाहीत आिण या Ůकरणात एक ʉणून आʉी असे ʉटले होते की जर आपʞाला दोन वतुŊळांचे समीकरण िदले तर ȑा 
समीकरणावŝन आपण कŐ ūाचे समɋय देखील शोधू शकतो.
 या दोन वतुŊळांǉा सामाɊ समीकरणावŝन दोन वतुŊळांǉा िũǛाचे मूʞ शोधा आिण मग आपण काय कŝ शकतो ते ʉणजे दोन 
कŐ ūांमधील अंतर शोधू शकतो आिण जर दोन कŐ ūांमधील अंतर असेल तर 
िũǛेǉा बेरीज िकंवा िũǛा िकंवा दोन वतुŊळांǉा बेरीजपेƗा काटेकोरपणे जाˑ असʞास असे घडʞास हे ˙ʼ होईल की दोन वतुŊळे 
एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत िकंवा छेदत नाहीत परंतु असे झाʞास दोन वतुŊळांमधील अंतर दोन हे एक अिधक दोन ǉा बरोबर r r 
आहे आिण मला असे ʉणायचे आहे की वतुŊळांचे दोन समीकरण िदʞास आपण कŐ ūाचे समɋय सहज शोधू शकतो आिण ʉणून आपण 
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हे अंतर सहजपणे शोधू शकतो ʉणून आपण ही डाʩा बाजूस शोधू शकतो आिण अथाŊतच येथून  Ǜा वतुŊळांचे समीकरण आपʞाला 
ȑांची िũǛा मािहत आहे ȑामȯे आपण िũǛा जोडू शकतो आिण जर ही दोɎी अगदी समान असतील तर आपʞाला मािहत आहे की 
आपण दोन केसमȯे आहोत िजथे आपʞाकडे फƅ एक आडवा सामाईक ˙िशŊका आहे परंतु अथाŊतच दोन बाबतीत आपʞाकडे 
अȨाप दोन थेट असतील  सामाɊ ˙िशŊका आिण थेट Ɠांटम ˙िशŊकेतील समीकरण शोधणे हे 
एक बाबतीत समान असेल तर आता आपण ितसरे केस घेऊ शकतो Ǜाची आपण आधीच थोडी चचाŊ केली आहे ʉणून ही ितसरी केस 
िजथे वतुŊळे एकमेकांना छेदतात अशा Ůकारे 
जर वतुŊळे एकमेकांना छेदतात तर Ůथम आपण हे कसे शोधू की ते ŮȑƗात एकमेकांना छेदत आहेत ʉणून आपण पुɎा या दोन 
वतुŊळांची दोन समीकरणे देऊ आपण अंतर एक शोधू.c c 
 दोन दोन कŐ ūांमधील अंतर आिण आपण वतुŊळांची िũǛा देखील शोधू ʉणून जर एक दोन एक अिधक दोन पेƗा कमी c c r r 
असेल तर हे ˙ʼ आहे की ते केस एक िकंवा केस दोन नाही पण नंतर आपʞाकडे दोन असू शकतात जर असे घडले तर शƐता ही एक
शƐता आहे दुसरी शƐता असे काहीतरी असू शकते ʉणून एक येथे दोन आहे तर हे लहान वतुŊळ आहे आिण हे मोठे वतुŊळ आहेc c 
मोǬा वतुŊळाचे कŐ ū एक लहान वतुŊळ आहे कŐ ū दोन आहे िकंवा आपʞाकडे अशी पįरİ̾थती देखील असू शकते िजथे लहान c c 
वतुŊळ मोǬा वतुŊळाला आतून आतून ˙शŊ करत आहे, 
मग आपण या केसला इतरांपेƗा वेगळे कसे कŝ शकतो 
केसेस आपण असे ʉणू शकतो की जर वतुŊळांमधील अंतर एक वजा दोन ǉा मापांकापेƗा जाˑ असेल तर ते हे केस असले r r 
पािहजे कारण जे होईल ते असे आहे की आपण या ितस̴या केसकडे कसे पोहोचलो आहोत फƅ तुʉाला मािहत आहे की हे लहान वतुŊळ
या रेषेने हलवत आहे ʉणून आधी लहान वतुŊळ इथे कुठेतरी होते ʉणून ही केस एक होती िजथे ते एकमेकांना छेदत नʬते आिण ˙शŊ 
करत नʬते मग लहान वतुŊळ आले आिण कुठेतरी इकडे ितकडे आिण इथे तर हे Ůकरण दोन होते  ही केस एक होती ʉणून दोन 
बाबतीत ते फƅ एका िबंदूवर मोǬा वतुŊळाला ˙शŊ करत होते आिण नंतर जर तुʉी हे वतुŊळ येथून इकडे आिण नंतर पुढे नेले तर 
नſीच आपण तीन बाबतीत आहोत िजथे ते एकमेकांना छेदत आहेत आिण नंतर जर आपण अगदी पुढे हलवा आपण या Ůकरणात 
पोहोचू ʉणजे आपण ते आणखी पुढे नेले तरीही आपण ŮȑƗात या Ůकरणात पोहोचू िजथे लहान वतुŊळ असे काहीतरी आहे ʉणून या 
Ůकरणात लहान वतुŊळ  हे खरेतर आतून िनʨा रंगाǉा मोǬा वतुŊळाला ˙शŊ करत आहेle 
 ȑामुळे ते ȑाला आतून ˙शŊ करत आहे परंतु या Ůकरणात जर तुʉाला हे एक हे आर दोन आहे असे िदसले तर हे मुळात हे Ůकरण r 
आहे ʉणून जर आपण ही केस घेतली तर हे आहे  1 आिण हे आहे िकंवा जर आपण ते वेगळे काढू शकलो तर हे एक लहान r r 2 
वतुŊळ कŐ ū एक दोन आहे ʉणून हे एक आहे आिण हे दोन आहे ʉणून या दोन कŐ ūांमधील अंतर एक वजा दोन आहे c c r r r r 
आिण आपण  फƅ एक मॉǰुलस ƽा कारण अथाŊतच येथे आपण एक पेƗा मोठा आहे असे गृहीत धरत आहोत परंतु ते उलट r r 2 
असू शकते ʉणून आपʞाला मॉǰूलस ƽावे लागेल ʉणून जर ते जर लहान वतुŊळ आले तर तुʉाला मािहती आहे मȯभागी जवळ c2 
येत राहते जोपयōत हे Ůकरण घडत नाही तोपयōत हे Ůकरण घडते तोपयōत हे Ůकरण घडते तेʬा आमǉाकडे हे एक वजा c1 c2 r r
दोन ǉा मोडǉा बरोबरीचे असते जर अंतर एक दोन मोठे असेल तर यापेƗा जर ते या मूʞापेƗा मोठे असेल तर हे मंडळ ˙ʼ c c 
आहे  ई अंतगŊत ˙शŊ करत नाही हे लहान वतुŊळ आहे लहान वतुŊळ असे काहीतरी आहे ʉणून हे असे आहे की आपʞाकडे आता हे 
वतुŊळ आहे आिण या Ůकरणात जेथे दोन कŐ ūांमधील अंतर सवŊ Ůथम पेƗा कमी आहे  अिधक दोन पण ते एक आिण दोन r r r r 
मधील पįरपूणŊ फरकापेƗा मोठे आहे, अशा पįरİ̾थतीत आपʞाकडे काय असेल ते असे आहे की दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत असतील 
तर ते असे काहीतरी असेल जेणेकŝन ते एकमेकांना छेदत असतील  अगदी दोन िबंदंूवर आिण अथाŊतच या Ůकरणात मग काय होईल की
तेथे कोणतेही टŌ ाɌʬसŊ कॉमन टॅ̢जŐट नसतील कारण असे होईल की दोɎी मुळे अवाˑिवक 
होतील परंतु तरीही आपʞाकडे दोन थेट सामाईक ˙िशŊका असतील Ǜांचे समीकरण असू शकते केस एक मȯे वापरलेʞा पȠतीचंा 
वापर कŝन पुɎा सापडले आिण नंतर अथाŊतच आपʞाकडे अशी केस आहे िजथे दोन वतुŊळे एकमेकांना अंतगŊत ˙शŊ करणार आहेत 
ʉणून जर आपण लहान वतुŊळाचे कŐ ū हलिवले तर वतुŊळ ǉा अगदी जवळ आहे मग पूवŎǉा केसमȯे इतƐा आधी ah c one 
आपʞाकडे ही केस 2 होती िजथे लहान वतुŊळाचे कŐ ū असे होते की कŐ ūांमधील अंतर अिधक होते आिण नंतर आʉी हे r 1 r 2 
वतुŊळ हलवले ȑाच रेषेने थोडे जवळ आले की कŐ ūे जोडली जातातa 
 ȑामुळे वतुŊळ मȯभागी या िबंदूवर आले आिण वतुŊळ नंतर काहीतरी असे होते हे लहान वतुŊळ असे काहीतरी होते आिण हे कŐ ū बनले 
ʉणून हे Ůकरण आहे हे Ůकरण तीन आहे  आपण आधीच पािहले आहे की ते एकमेकांना छेदत आहेत आिण दोन वतुŊळे दोन िभɄ िबंदंूना
छेदतात आिण नंतर जर आपण या मंडळाचे कŐ ū ȑाच रेषेने कडे अशा रीतीने हलवले की ते दुस̴या वतुŊळाला ˙शŊ करतात.c2 c1 
  Ůथम वतुŊळ आंतरीक आहे
 ȑामुळे आपʞाला याचा अथŊ काय आहे दुस̴या वतुŊळात मुळात कŐ ū आहे अशा Ůकारे हे कŐ ū आहे अशा Ůकारे हे लाल वतुŊळ c2 c2 
लहान वतुŊळ आिण मोठे िनळे या िबंदूला वतुŊळ ˙शŊ करा ʉणजे हा िबंदू आहे आिण अथाŊतच हे तेʬाच घडेल जेʬा e p c 1 c 2 
हा एक आिण दोनमधील पįरपूणŊ फरकाǉा समान असेल कारण हा एक आहे हा दोन कŐ ū̾थानी आहे  ही अट पूणŊ r r r n r 
होईपयōत लहान वतुŊळ पिहʞा वतुŊळाǉा मधोमध जवळ येते आिण Ǜा Ɨणी ही अट पूणŊ होते ȑा Ɨणी आपण ˙ʼपणे पाš शकतो की 
दुसरे वतुŊळ पिहʞा मोǬा वतुŊळाला संपकाŊǉा या एकाच िबंदूवर अंतगŊत ˙शŊ करते.

आिण ȑा बाबतीत एक सामाɊ ˙िशŊका आहे तेथे फƅ एक सामाɊ ˙िशŊका आहे आिण ही थेट सामाईक ˙िशŊका आहे ʉणून  p 
असे आहे ʉणून या Ůकरणात कोणतीही आडवा सामाईक ˙िशŊका असणार नाही फƅ एक असेल तेथे फƅ एक अिȪतीय थेट 
सामाईक असेल  ˙िशŊका आिण Ǜाचे समीकरण शोधणे फार कठीण नाही ʉणून मुळात आपʞाला पुɎा पिहʞा लेƁरमȯे 
पािहलेʞा थेट सामाɊ ˙िशŊकेचे िवʶेषण वापरावे 
लागेल.
 Ůथम केस ʉणजे जर तुʉाला ही ˠाइड आठवत असेल तर ही ˠाइड केस एकसाठी 
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थेट सामाईक ˙िशŊकेचा उतार शोधǻासाठी आहे िजथे दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत नाहीत िकंवा ते एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत m 
अशा पįरİ̾थतीत आʉाला एक समीकरण िमळाले होते  मȯे चतुभुŊज जेʬा आपण ʉटलो की दोन मुळे असतील पण या चौȚा m 
Ůकरणात या चौȚा Ůकरणात जेʬा वतुŊळांमधील अंतर िũǛामधील पįरपूणŊ फरक असेल तेʬा ŮȑƗात काय होईल ते ʉणजे या िȪघात
समीकरणाला फƅ एकच मूळ असेल  एकच वाˑिवक मूळ फƅ एकच वाˑिवक मूळ असेल Ǜाचा मुळात अथŊ असा होतो की फƅ 
एकच ŮȑƗ सामाईक ˙िशŊका असेल आिण Ǜाचे समीकरण सहज शोधता येईल
 ȑामुळे या िबंदूचे समɋय अʚा आिण बीटा असतील
 ȑामुळे अʚाचे मूʞ
 ȑामुळे हे अʚाचे मूʞ आहे आिण बीटा कॅनचे मूʞ सारखेच असेल
 ȑामुळे अʚा वजा बाय वजा असेल आिण बीटा एक असेल  दोन वजा दोन एक r 1 x 2 r 2 x 1 r 1 r 2 r y r y 
वर एक वजा दोन आिण नंतर एकदा आपʞाला कळले की या िबंदूचे हे कोऑिडŊनेट्स जाणून ƽा या िविशʼ थेट r r ah ah 
सामाईक ˙िशŊकेचे समीकरण वजा बीटा हे मȯे वजा अʚा इतके असेल कारण आपʞाला मािहत आहे की  हा िबंदू थेट y m x 
सामाईक ˙िशŊकेवर असेल आिण चे मूʞ असू शकते वŝन चे मूʞ िमळेल हे िȪघात समीकरण सोडवून चे मूʞ िमळेल m m n m 
Ǜात समान मुळे असतील
 ȑामुळे दोɎी मुळे वाˑिवक असतील आिण या Ůकरणात चार समान आहेत जेथे दोन वतुŊळे एकमेकांना अंतगŊत ˙शŊ करत आहेत 
आिण अथाŊतच या Ůकरणात कोणतेही आडवा सामाईक ˙शŊरेषा नसतील
 ȑामुळे टŌ ाɌʬसŊ कॉमन टॅिनजची संƥा शूɊ असेल आिण नंतर लहान वतुŊळाǉा मȯभागी असे ʉणूया.
  हे दुसरे वतुŊळ ǉा अगदी जवळ सरकते आिण अथाŊतच शेवटचे केस ʉणजे जेʬा दुस̴या वतुŊळाचे कŐ ū पिहʞा वतुŊळाǉा c one 
कŐ ūाǉा इतƐा जवळ जाते ȑाच रेषेने आपण Ǜा रेषेत होतो ȑाच रेषेने पूवŎची Ůकरणे ʉणून आʉी या रेषेवरील दुस̴या वतुŊळाचे कŐ ū 

ǉा जवळ आिण जवळ हलवत होतोc one 
 ȑामुळे आमǉाकडे असे होते की जेʬा वतुŊळे एकमेकांना ˙शŊ करत होती तेʬा ही केस दोन होती आिण नंतर ही केस तीन होती जेʬा 
ते एकमेकांना छेदत होते आिण तेʬा दोन वतुŊळे एकमेकांना आतील बाजूने ˙शŊ करत असताना आपʞाकडे केस चार होती आिण नंतर 
जर आपण कŐ ū आणखी पुढे सरकवले तर आपʞाकडे अशी केस असू शकते िजथे दोन दुस̴या वतुŊळाचे कŐ ū येथे आहे हे दुसरे वतुŊळ c 
आहे  परंतु नंतर दोन कŐ ūे इतकी जवळ आहेत की एक दोन िũǛामधील िũǛामधील पįरपूणŊ फरकापेƗा कमी आहेत c c 
ʉणून या Ůकरणात आपण पाš शकतो की दोन वतुŊळे एकमेकांना छेदत नाहीत िकंवा एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत आिण दुसरे वतुŊळ 
पूणŊपणे आहे पिहʞा वतुŊळाǉा आत ʉणून ही पाचवी केस आहे ʉणून या पाचʩा केसमȯे हे ˙ʼ आहे की कोणतीही थेट सामाईक 
˙िशŊका असणार नाही आिण कोणतीही आडवा सामाईक ˙िशŊका असणार नाही ʉणून आपण काही सोडवू.
  सामाɊ ˙िशŊकेची समीकरणे शोधǻाची सवय होǻासाठी ला सम˟ा येतात ah 
ʉणून या Ůʲात आपʞाला चौरस अिधक चौरस चार आिण दुसरे वतुŊळ चौरस अिधक वगŊ वजा सहा या वतुŊळातील x y x y x 
सामाɊ ˙िशŊकेची संƥा शोधǻास सांिगतले आहे.
 वजा आठ बरोबर चोवीस तर हे पिहले वतुŊळ कŐ ūाचे समɋय मूळ िũǛामȯे दोन एकके आहे दुस̴या वतुŊळासाठी कŐ ū तीन y 
ˢʙिवराम चारवर आहे आिण िũǛा सात एकके आहे दोन कŐ ūांमधील अंतर पाच एकके आहे आिण आपण पाहतो की हे एक वजा r r
दोन ǉा मॉǰुलसǉा बरोबरीचे आहे जे पाच आहे ʉणून हे अगदी तंतोतंत Ůकरण चार आहे ǛाबȞल आपण काही िमिनटे आधी चचाŊ 
करत होतो, जेʬा कŐ ūांमधील अंतर िũǛामधील पįरपूणŊ फरकाǉा बरोबरीचे असते तेʬा  याचा मुळात अथŊ असा आहे की दोन वतुŊळे 
एकमेकांना अंतगŊत ˙शŊ करत आहेत आिण ʉणून तेथे फƅ एक थेट सामाईक ˙िशŊका आहे तेथे कोणतेही आडवा सामाईक ˙िशŊका 
नाहीत
 ȑामुळे उȅर आहे थ  ही फƅ एक थेट सामाईक ˙िशŊका आहे ʉणून आपण हे काढू या थेट सामाईक ˙िशŊकेचे समीकरण ere 
शोधǻाचा Ůयȉ करा ʉणजे हा समɋय अƗ आहे हे पिहले वतुŊळ आहे हे वतुŊळ आहे Ǜाचे कŐ ū दोन आिण िũǛा दोन c2 c r 
समान आहेत इतर वतुŊळाचे कŐ ū एक आिण िũǛा सात आहे जे मी येथे काढत आहे परंतु ˙ʼपणे आपण संपूणŊ वतुŊळ काढू शकत c 
नाही कारण ȑाची िũǛा सात एकके आहे आिण आपण पाš शकता की ही दोन वतुŊळे 

या िबंदूवर अंतगŊत ˙शŊ करतात ʉणून  ȑांǉाकडे फƅ एक थेट सामाईक ˙िशŊका आहे संपकŊ  िबंदूचा हा िनदőशांक आपण आधीचp 
अिभʩƅी पािहली आहे
 ȑामुळे आपʞाला एक सात गुिणले दोन ǉा समान अʚा िमळेल ʉणजे हे आहे ʉणून  r x x 2 y 2 x 1 y 1 x 2 y 2
हे दोɎी 0 आहेत
 ȑामुळे आिण दोɎी 0 7 वेळा दोन वजा दोन वेळा एक ʉणून दोन वेळा तीन बाय दोन वजा एक वेळा x 2 y 2 x r x r r x 
दोन वजा दोन वेळा एक एक वजा दोनr x r r 
 ȑामुळे हे वजा बाहेर येते सहा बाय पाच आिण या िबंदूचा समɋय असेल एक गुणा दोन वजा दोन पट एक एक वजा y r y r y r 

दोन वजा आठ बाय पाच आता एकदा आपʞाला समɋय कळला आिण आपʞाला हे देखील कळले की हे सरळ असू Ȩा  रेषा r 
ʉणजे कŐ ū आिण ला जोडणारी सरळ रेषा पुढे िनमाŊण झाʞावर पुढे िनमाŊण केʞावर c 1 c 2 

हा िबंदू देखील पूणŊ करेल जो दोन वतुŊळांचा संपकŊ  िबंदू आहे आिण ʉणून आिण पुढे ही ˙िशŊका या सरळ सह 90 अंश करेल रेषा p 
आिण ʉणून या थेट सामाईक ˙िशŊकेचा उतार शोधणे सोपे आहे कारण ही रेषा  आिण  ला जोडणा̴ या या रेषेǉा  अंशांवर c1 c2 90
आहे ʉणून ही ते पयōतची रेषा आहे आिण नंतर  जर तुʉी ते पुढे िनमाŊण केले तर ते ˙िशŊका या िबंदूला भेटेल c 1 c 2 c 1 c 2 

आता या रेषेचा उतार चार बाय तीन आहे कारण चार वजा शूɊ भािगले तीन वजा शूɊp 
 ȑामुळे उतार चार बाय तीन आहे आिण ʉणून या रेषेचा उतार आहे कारण आʉाला मािहत आहे  की जर तेथे अ  पुɎा दोन लंब रेषा 
असतील तर उताराचा गुणाकार वजा एक आहे आिण ʉणून या रेषेचा उतार जो या दोन रेषेला लंब आहे तो उणे तीन बाय c one c 
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चार असावा आिण नंतर समीकरण िलिहणे खूप सोपे आहे कारण ते  फƅ उणे बीटा असेल जो उताराǉा समान असेल उणे y x 
अʚाने गुणाकार केला तर अिधक 8 बाय 5 हे समीकरण वजा तीन बाय चार पट अिधक सहा बाय पाच असे समीकरण आहे,y x 
 ȑामुळे आपण हे ʩाƥान संपवतो  पुढील ʩाƥानात आʉी या सामाɊ ˙िशŊकेचे समीकरण शोधǻासाठी आणखी काही सम˟ा 
घेऊ.
 धɊवाद 
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