
 സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ , 
നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളിേലتുׯ േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ളുെട സമവാകّ؋ിന്െറ 
വّുൽؚؗം ഞ׹ൾ പൂർ؋ിയാׯി , സർׯിളുകൾ പരُ١രം വിഭജിുׯകേയാ അവ പരُ١രം 
ُ١ർശിുׯകേയാ െചᅃٝിب .  നൽകിയിരിؗുׯ ര؇് സർׯിളുകളിേലتുׯ തിരحീന െപാതു 
ُ١ർശന׹ളുെട സമവാകّം ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ പുനരാരംഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവ ഒ്ؗ, ര؇് c c 
േകْؕ׹ളുت ര؇് സർׯിളുകളായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഒ്ؗ എؗത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ c x y 
േകാർഡിേനുئകളുت ആദّ സർׯിളിന്െറ േകْؕമാണ് എؗത് േകാർഡിേനുئകളുت c 2 x 2 y 2 
ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ േകْؕമാണ്, കൂടാെത  തിരحീനമായ െപാതു ടാൻെജന്റ് ര؇് 
സർׯിളുകൾുׯം െപാതുവായുت ഒരു ُ١ർശനമാണ്, എؗാൽ ര؇് േകْؕ׹െളയും ബؖിؚിؗുׯ 
േരഖ ആയിരിׯെ؂ സർׯിളുകൾ ُ١ർശന؋ിന്െറ എതിർ വശ׹ളിലായി കിടുؗുׯ, c 1 c 2 
അതിനാൽ ഇത് തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശ׹ളിൽ ഒؗാണ്, കാരണം നി׹ൾ ُ١ർശന؋ിേല്ׯ 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ വൃ؋ം ُ١ർശന؋ിന്െറ ഈ വശു؋ം മെئാരു വൃ؋ം t.  
ُ١ർശന؋ിന്െറ മറുവശ്؋ കിടുؗുׯ, ഇത് ര؇് േകْؕ׹െള തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശവുമായി 
ബؖിؚിؗുׯ േനർേരഖയുെട ഖ؈നബിؕുവാണ് എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, ഈ ബിؕു ന് ഗാമയും p p 
െഡൽئയും േകാർഡിേനുئകൾ ഉ؇ായിരിׯെ؂ ഗാമയും െഡൽئയും ഈ േപായിന്റ ് ആയിരിׯെ؂, a 
ഇവിെട ഈ േപായിന്റ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയും , നമു്ׯ ഒ്ؗ ര؇് എؗിവ േചരാം,b c a, c two to b 
തുടർ്ؗ ഈ േകാണും ഈ േകാണും െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയാണ് , തുടർ്ؗ ഇത് മുآെ؋േؚാെല തെؗ 
തികു׺ം ഈ േകാണും ഈ േകാണും തുലّമാെണ്ؗ വّװമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് 
ْതിേകാണ׹ൾ ഒ്ؗ , മേئ ْതിേകാണം ര؇് എ്ؗ േനാׯാം, ര؇് ْതിേകാണ׹ളും പരُ١രം pac pbc 
സാമّമുتത് എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, കാരണം ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളുെടയും മൂ്ؗ 
േകാണുകളും ഒേര േകാണുകളിൽ ഒ്ؗ 90 ഡിْഗിയാണ് , ഈ േകാണും ഈ േകാണും തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ മൂؗാമെ؋ േകാണും ഇതിന് തുലّമായിരിׯണം , ഇതും തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ 
ര؇് ْതിേകാണ׹ളും സമാനമായി നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ൾുׯമുت സാമّ a  
അനുപാത׹ൾ എഴുതാം , ഈ ദൂരം ഒ്ؗ ആണ്, ഈ ദൂരം മുതൽ വെര ര؇് ആണ്, അതിനാൽ r e b r 
സമാന അനുപാത׹ളിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒ്ؗ പിസി ര؇് പിസി ഒ്ؗ പിസി െകാ؇് pc 
ഹരി׺ാൽ.  ര؇ിെന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം , അതിനാൽ ഈ വُٝു ത r2 r 
കണׯിെലടുുׯേآാൾ അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് ര؇് സർׯിളുകളുെട 
േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ േരഖയുമായി െപാതുവായ ടാൻെജന്റിന്െറ വിഭജന ബിؕു, അതിനാൽ ഈ 
വിഭജന ബിؕു വൃ׹؋ളുെട ദൂര؋ിന്െറ അനുപാത؋ിൽ ര؇് േകْؕ׹ളും േചരുؗ േരഖെയ 
വിഭജിുؗുׯ, 
അ׹െനയാണ് ഈ സമവാകّം നേأാട് പറയുؗത്, ഈ വിഭജനം േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ 
കാരّ؋ിൽ നി്ؗ വّതُّമٝായി ആؓരികമാണ് .  ബാഹّമായി ദൂര׹ളുെട അനുപാത؋ിൽ 
േകْؕീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവിെട വിഭജനം ഇേؚാൾ ആؓരികമാണ് , ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭിുؗുׯ , 
ഈ ഇന്റീ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ മു്آ െചᅃٝത് േപാെല വളെര 
എളുؚമാണ്  ഇവിെട rsection 
അ׹െന അത് വിദّാർ،ികൾ്ׯ ഒരു വّായാമമായി അവേശഷിുؗുׯ, അതിനാൽ എؗ p 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഗാമ ഒ്ؗ ര؇് ؛സ് ര؇് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് െകാ؇് x r x r x r r 
ഹരി׺ാൽ േകാർഡിേന്ئ ആെണ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും.  നൽകിയിരിؗുׯത് ؛സ് y r one y two r 

ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ ؛സ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ നൽകിയിരിؗുׯത് ര؇് two y r r ah 
സർׯിളുകളുെട േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ േരഖേയാടുകൂടിയ തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ ഈ 
വിഭജന ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനئിന്െറ ഈ മൂലّം നൽകിയാൽ നമു്ׯ കഴിയും  എؗ ah ah 
സമവാകّം എഴുതാം, നമു്ׯ തിരحീന െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ സമവാകّം എഴുതാം, അതിനാൽ ഈ 
തിരحീന െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ ചരിവ് ആെണ്ؗ പറയാം, അത് ഗാമ, െഡൽئ ഗാമ, െഡൽئ എؗീ m 
േകാർഡിേനുئകളുമായി ഈ േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗുെവؗും അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാം  p 
ഈ തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റിെല ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ് അെ׸بിൽ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്xy x 
േകാമ എ്ؗ പറയാം , തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റിെല ഏത് ബിؕുവിന്െറയും േകാർഡിേനുئകൾ y x, 

എؗിവ ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടു؋ണം, ഇത് ൈമനസ് െഡൽئ തവണ ൈമനസ് ആണ്  y y m x ga 
അതിനാൽ ഇത് ഈ തിരحീന െപാതു ُ١ർശന؋ിനുت േനർേരഖ സമവാകّമാണ്, എؗാൽ പിؗീട് mm 

നമു്ׯ അറിയാെമ׸ിലും , വൃ׹؋ളുെട ആരം, ര؇് സർׯിളുകളുെട േകْؕ׹ളുെട 
േകാർഡിേനുئകൾ എؗിവയുെട അടിرാന؋ിൽ െഡൽئയും ഗാമയും ْപകടിؚിׯാൻ ഞ׹ൾ്ׯ 
കഴി؁ു.  ഇേؚാഴും അ׾ാതമാണ് , അതാണ് കെ؇േ؋؇ത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ മുൻ m 
ْപഭാഷണ؋ിൽ െചᅃٝത് േപാെല തെؗ ഞ׹ൾ ഇവിെട നി്ؗ നിരീײി׺ത് ചരിവ് ആയിരിׯണം m 
എؗതാണ് ഇതിന്െറ ഏئവും കുറ؁ ദൂരം.  തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്ഇവിെട ഈ േരഖയാണ്, 
അതിനാൽ ഈ േനർേരഖയുെട ഏئവും കുറ؁ ദൂരം ആദّ വൃ؋؋ിെല േകْؕ؋ിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ c r 
ആയിരിׯണം , അതുേപാെല ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ ര؇ിൽ നി്ؗ അേത േനർേരഖയുെട c 
ഏئവും കുറ؁ ദൂരം ആയിരിׯണം  ര؇് , ഈ ര؇് കാരّ׹ളും ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ കുറ്׺ r 
കണുׯകൂ؂ൽ കാണിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും ര؇് സമവാകّ׹ൾ ലഭിുׯം, അതിനാൽ 
വീ؇ും മുآെ؋ ْപഭാഷണ؋ിെല ൈسഡുകളിെലാؗിേല്ׯ തിരിെക േപായാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം . d 
തؗിരിؗുׯ ഒരു േപായിന്റിന്െറ ഏئവും കുറ؁ ദൂര؋ിനുت േഫാർമുല തؗിരിؗുׯ x 
േനർേരഖയിൽ നി്ؗ ഒؗുമിب, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖയ്്ׯ ചരിവ് ഉتതിനാൽ അത് ഒരു നിحിത m 
േപായിന്റ് ആൽഫ ബീئയിലൂെട കടؗുേപാകുؗു , 
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അ׹െനെയ׸ിൽ ചതുരാകൃതിയിലുت ദൂരം ഇതിന്െറ സ്കٔയർ മിനിമം ദൂരം  ഈ േനർേരഖയിൽ 
നിؗുت േപായിന്റ് ഈ പദْപേയാഗ؋ിലൂെടയാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും 
ആ പദْപേയാഗം ഉപേയാഗിുׯം, അതിനാൽ ഒേരെയാരു കാരّം, നുأെട കാരّ؋ിൽ ഏئവും കുറ؁ 
ദൂരം കെ؇േ؋؇ േപായിന്റ് ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕവും േനർേരഖയുമാണ്  ah 
േനർേരഖയിേലتുׯ ഏئവും കുറ؁ ദൂരം നأൾ കെ؇േ؋؇ത് യഥാർ،؋ിൽ തിരحീനമായ 
െപാതു ടാൻജന്റ ്ആണ്, ഇത് ഈ ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗതായി അറിയെؚടുؗു ഗാമാ േകാമ p 
െഡൽئയുെട േകാർഡിേനുئകളുت ഈ തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റിന് ഒരു ചരിവ് ഉ؇് , ah m 
അതിനാൽ ഈ ഏئവും കുറ؁ ദൂരം ആയിരിׯണം  ഒ്ؗ, അبാ؋പײം ഈ വരി ആദّ r 
സർׯിളിേലتുׯ തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശനമായിരിׯിب , അതിനാൽ മുآെ؋ 
ْപഭാഷണ؋ിെല ൈسഡിൽ നി്ؗ ഇവിെട വലത് വശം നമു്ׯ ചതുരാകൃതിയിലുت ഏئവും ah 
കുറ؁ ദൂരം നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ എؗിവ വ؉ും വ؉ും x Naught, y Naught x y 
ആൽഫയും ബീئയും ഗാമയും െഡൽئയും ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ലഭിؗുׯത് ചതുരാകൃതിയിലുت ദൂരം ആയി ഒ്ؗ ൈമനസ് ഗാമ ആണ്  ൈമനസ് തവണ ഒരു m x m x 
ൈമനസ് ഗാമാ ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ് െഡൽئ സ്കٔയർ ഒؗിൽ കൂടുതൽ ചതുരം ഒരു y m r 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ സമാനമായി ര؇ാമെ؋ സർׯിളിനും സമാനമായ ഒരു സമവാകّം 
നമു്ׯ ലഭിുׯം , എؗാൽ ഞ׹ൾ കാണി׺ത് േപാെല അെത എ്ؗ കാണി׺ത് േപാെല  മുآെ؋ 
ْപഭാഷണം ഈ േകസിൽ േപാലും , മ്ئ സമവാകّം ഈ സമവാകّ؋ിന് തുലّമെ്ؗب നമു്ׯ കാണിׯാൻ
കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ മെئാരു സമവാകّം ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന് ആണ്, ഈ ah 
സമവാകّം ര؇് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, പേײ അത് ഇവ ര؇ും ഒؗുമെുؗبം r 
ഒؗുതെؗയാെണؗും അതിനാൽ ഒരു സമവാകّ؋ിലൂെട മാْതേമ മുേؗാ؂് േപാകുകയുൂتെവؗും 
ഈ സമവാകّം പരിഹരിുׯേآാൾ നമു്ׯ വീ؇ും ഒരു കٔാْഡാئിക് സമവാകّം ലഭിുׯം , അത് ൽ m-
ചതുരാകൃതിയിലുت ഒരു സമവാകّം അതിനർ،ം യഥാർ،؋ിൽ ര؇് േവരുകൾ ഉ؇ായിരിുׯം, 
ര؇ും യഥാർ، മൂലّമുت േവരുകളായിരിുׯം, അതിനാൽ തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശന؋ിന് ര؇് 
വّതُّ ٝസമവാകّ׹ൾ ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ആഹ് ആെണ׸ിൽ , മുൻ ْപഭാഷണ؋ിലും 
അതാണ് നമു്ׯ ലഭി׺ത്, അതിനാൽ േവരുകൾ ഒ്ؗ അനുവദിׯെ؂  േകാമ ര؇് എؗതിന്െറ ah m m 
ര؇് േവരുകളാണ് ഈ സമവാകّം മൂ്ؗ എؗ സമവാകّ؋ിന്െറ ഫലമായു؇ാകുؗ കٔാْഡാئിക് 
സമവാകّ؋ിന്െറ മൂؗായി ഞാൻ പറയെ؂ , അേؚാൾ യഥാർ، ْടാൻസ് എؗ സമവാകّം െപാതുവായ 
ടാൻജന്റുകളായിരുؗു, അതിനാൽ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഒؗായിരിുׯം ൈമനസ് െഡൽئ y 
തുലّമാണ്  േല്ׯ ഒരു തവണ ൈമനസ് ഗാമയും മേئ സമവാകّം ൈമനസ് െഡൽئയും ര؇് m x y m 
മട്׹ ൈമനസ് ഗാമയ്്ׯ തുലّമാണ് , കൂടാെത രസകരമായി , ര؇ാമെ؋ തിരحീന െപാതു x 
ടാൻെജന്റ് ഇവിെട വരയ്ׯെ؂, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ് വഴിയും p 
കടؗുേപാകും. അത് വّװമാണ്, കാരണം നأൾ ഇത് ആദّേ؋താെണ׸ിൽ,  ഗാമാ േകാമ െഡൽئ 
എؗ േപായിന്റ് ഇവിെട കാണുകയാെണ׸ിൽ, അത് ഈ േനർേരഖയിലും ഈ ലും കിടؗുׯതായിp str 
കാണാൻ കഴിയും  അതിനാൽ േപായിന്റ ് ര؇് ُ١ർശന׹ളിലും رിതിെചുؗുإ, aight line , p 
അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിുׯേآാൾ അടു؋ സؕർഭം പരُ١രം ُ١ർശിുׯേآാൾ 
പറയുക, അതിനാൽ അവ വിഭജിׯിب, പേײ അവ ഒരു ഘ؋؂ിൽ പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ 
എؓാണ് സംഭവി׺െത്ؗ നമു്ׯ ഓർׯാം  മുآെ؋ േകസിൽ സർׯിളുകൾ ُ١ർശിുׯകേയാ 
വിഭജിുׯകേയാ െചᅃٝിരുؗിب, അേؚാൾ ഞ׹ൾ്ׯ ര؇് േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ളും ര؇് 
തിരحീന ُ١ർശന׹ളും ഉ؇ായിരുؗു, ഇത് വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ 
േരഖേയാടുകൂടിയ തിരحീന സമയ െപാതു ُ١ർശന׹ളുെട വിഭജന േപായിന്റായിരുؗു. ഇേؚാൾ നأൾ
ഈ വൃ؋െ؋ ആദّെ؋ സർׯിളിേല്ׯ മാئാൻ തുട׹ിയാൽ, ഈ േരഖ േകْؕ׹ൾ േചരുؗ അേത 
േരഖയിലൂെട നീ׹ാൻ തുട׹ിയാൽ, ഉദാഹരണ؋ിന്, േകْؕേ؋ാടുകൂടിയ ഈ െചറിയ വൃ؋ം c2 
േകْؕം നീു׹കയാെണ׸ിൽ, ഈ േപായിന്റ് ഇവിെട പറയാൻ അനുവദിുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് c2 
നമു്ׯ ലഭിുׯം. വൃ؋ം സി ര؇് ഇതുേപാെലയുت ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം, ഇത് പുതിയ േപായിന്റ് സി ടു 
ൈْപം ആെണ്ؗ പറയാം, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ആ തിരحീന േകാം എ്ؗ നമു്ׯ കാണാം  സ് പർശക׹ളിൽ ഇതുേപാെലയാകുؗു , 
തുടർ്ؗ േചരുؗ േരഖയിൽ തുടരുؗ വിഭജന േപായിന്റാണിത്  ആംഗിൾ േനരെ؋ നമു്ׯ ഈ 
േകാണു؇ായിരുؗു , ഇേؚാൾ ആംഗിൾ കുറ؁ു , കൂടുതൽ മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ നأൾ 
ْപതീײിؗുׯത് ഈ െചറിയ വൃ؋ം ആദّെ؋ സർׯിളിൽ െതാടുേآാൾ നأൾ ْപതീײിؗുׯത് 
ഈ ര؇് ُ١ർശന׹ളും ഒേര ഒؗായി മാറുെമ്ؗ ഞ׹ൾ ْപതീײിുؗുׯ ഒരു ഒئ തിരحീന െപാതു 
ടാൻെജന്റ്, ആദّ േകസിേല്ׯ തിരിെക േപായാൽ ഒരാൾ്ׯ തിരിെക േപാകാനാകുെമ്ؗ കാണുؗതിന് , 
ْപേതّകിു׺ം ര؇് തിരحീന െപാതു ُ١ർശന׹ളുെട സമവാകّം ഉരു؋ിരി؁േؚാൾ, ഞ׹ൾ്ׯ ഈ 
ْപേതّക കٔാْഡാئിക് സമവാകّം ഉ؇ായിരുؗു, ഞ׹ൾ പറ؁ു  ചരിവിന് ര؇് േവരുകൾ ah ah m 
ഒ്ؗ, ര؇് എؗി׹െന ര؇് സമവാകّ׹ൾ ഉ؇ാകും, എؗാൽ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് ഇവിെട m 
നി്ؗ നأൾ ഇേؚാൾ ഉരു؋ിരി؁ാൽ അത് ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം ആദّെ؋ സർׯിളിൽ 
ُ١ർശിുׯേآാൾ നമു്ׯ ഇവിെട ര؇് തുലّ േവരുകൾ ഉ؇ാകും, അതിനാൽ ഈ കٔാْഡാئിക് 
സമവാകّ؋ിന് ര؇് തുലّ േവരുകൾ ഉ؇ായിരിുׯം, അതായത് ഒരു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്
മാْതേമ ഉ؇ാകൂ , അതിനാൽ അത് വّװമായി കാണാൻ കഴിയും  ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളാൽ ഗാമയും 
െഡൽئയും നൽകിയ േപായിന്റ ് യുെട േകാർഡിേനുئകൾ ഗാമാ േകാമ െഡൽئ ആെണ്ؗ p 
ഓർأി׺ാൽ നأൾ ഈ ْപേതّക കٔാْഡാئിക് സമവാകّം തുറؗാൽ ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّം 
നമു്ׯ നൽകുؗു. നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് സ്കٔയർ സ്കٔയർ ൈമനസ് ൈമനസ് ഗാമ പൂർ؉ m r 1 x 1 
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ചതുരവും 2 മീئർ ൈമനസ് ഗാമയും ൈമനസ് െഡൽئയും ؛സ് ചതുരْശ ൈമനസ് x 1 y 1 r 1 y 1 
ൈമനസ് െഡൽئ ചതുരവും ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇതാണ് കٔാْഡാئിക് സമവാകّം  
നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ ലഭിുׯം, ഞ׹ൾ ഇത് ഇവിെട എടുׯണം, തുടർ്ؗ നിബؖനകളുെട ഒരു ഷഫിൾ 
െചുإക , ഇതാണ് നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇത് p 
െചുإേآാൾ ഈ അവر എؓാെണ്ؗ േനാׯാം  ْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന് തുലّ േവരുകൾ 
ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ വിേവചനം 0 ആെണ׸ിൽ മാْതേമ അതിന് തുലّ േവരുകൾ ഉ؇ാകൂ , 
വിേവചനം 4 ആയി ൈമനസ് ഗാമാ പൂർ؉ ചതുരം ൈമനസ് െഡൽئ മുഴുവൻ ചതുരം x 1 y 1 y 1 
ൈമനസ് 4 മട്׹ ചതുരْശ ൈമനസ്  ഒരു ൈമനസ് ഗാമ മുഴുവൻ ചതുരْശ തവണ ഒരു ചതുരം r 1 x r 
ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ് െഡൽئ മുഴുവൻ ചതുരം , നമു്ׯ ഇത് പൂജّമായിരിׯണം, അതിനാൽ y 
ടാൻജന്റുകൾ തിരحീനമായി േഛദിؗുׯ െപാതു ُ١ർശന؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئകളുെട ഗാമയും 
െഡൽئയും ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടുു؋കയാെണ׸ിൽ മാْതേമ അത് ഒരു തിരحീന െപാതു ُ١ർശം 
മാْതേമ ഉ؇ാകൂ , എؗാൽ ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ ആരം പൂജّമبാ؋തിനാൽ നأൾ ഇത് കൂടുതൽ 
ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് നമു്ׯ ചതുരം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ അവر എؗ r 1 r 
അവرയ്്ׯ തുലّമാണ് 1 ചതുരം എؗത് ൈമനസ് ഗാമാ പൂർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് െഡൽئ x 1 y1 
പൂർ؉ ചതുരവും ആണ്, എؗാൽ ഇത് എؓാണ് പറയുؗത് , ഈ ദൂരം നി׹ൾ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ ഈ 
ദൂരം മെئാؗുമب , േപായിന്റ് തأിലുت ദൂരമാണ്.  എؗ ബിؕു ആയിരുؗു, അതിനാൽ ഇത് s p 
ഇവിെടയുت േപായിന്റ് ആണ്, അതിനാൽ ഈ ദൂരം യും യും തأിലുت ദൂരമبാെത മെئാؗുമب, p p- c-

അതിന്െറ സമചതുരം c 
അ׹െന ഒരു ചതുരം, അതിനാൽ ഇത് ْപധാനമായും സൂചിؚിؗുׯത് ഒരു തിരحീന െപാതു pc 
ടാൻെജന്റ് മാْതേമ ഉ؇ായിരിൂׯ എؗതാണ്  പിസി ഒ്ؗ ഒ്ؗ ആെണ׸ിൽ മാْതം ആെണ׸ിൽ r 
മാْതം, അതായത്, ഈ ര؇് കിണറുകളും കൂടിേ׺രുؗ ബിؕു തأിലുت ദൂരം, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
നമു്ׯ ഒരു ടാൻെജന്റ് മാْതേമ ഉൂت എؗതിനർ،ം. ര؇് സർׯിളുകൾ തأിൽ േചരുؗ േരഖയുമായി 
ആ ُ١ർശക؋ിന്െറ ഖ؈നബിؕു , ആ ബിؕുവിന്െറ ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕ؋ിൽ നി്ؗ ആ 
ബിؕുവിന്െറ അകലം ഒؗാണ് ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ ചുئളവിലാണ്, അതിനാൽ ْപധാനമായും r 
നأൾ കാണി׺ത്, ആ െപാതു ടാംഗിന്െറ വിഭജന ബിؕു ഉت സാഹചരّ؋ിൽ മാْതേമ നമു്ׯ ഒരു 
തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്മാْതേമ ഉ؇ാകൂ എؗതാണ്  ര؇് സർׯിളുകളുെടയും േകْؕ׹ളുമായി 
േചരുؗ േനർേരഖേയാടുകൂടിയ ആ ْപേതّക െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റ് uh 
ഉപേയാഗി്׺ നൽകുക.   ഇത് തിരحീന െപാതു ُ١ർശനമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു റൂ؂് 
മാْതമുتേؚാൾ ഒരു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്മാْതേമ ഉ؇ാകൂ അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി 
ര؇് േവരുകളും തുലّമായിരിുׯേآാൾ, ആ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ്
മാْതേമയുൂت, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഖ؈നബിؕു ഞ׹ൾ ക؇ു. ഇതിൽ ഈ ഒെരാئ തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്
മാْതേമ േകْؕേ؋ാട് േചരുؗുൂت, അതിനാൽ എؗ ْപേതّക ബിؕു വൃ؋؋ിന്െറ ചുئളവിൽ p 
കിടുׯം, കാരണം ഇത് ര؇് സർׯിളുകൾുׯം ഒരു െപാതു ُ١ർശമാണ്, അതിനർ،ം ഇതാണ്  ഈ േരഖ 
ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിേലتുׯ ഒരു ُ١ർശം കൂടിയാണ് , കൂടാെത ഈ േപായിന്റ ് ര؇് p 
േകْؕ׹െളയും ബؖിؚിؗുׯ േനർേരഖയിലാെണ്ؗ നമുׯറിയാം. ഈ േരഖ കൂടുതൽ നിർأിുׯക, 
അതിനർ،ം ഈ േകാണും 90 ഡിْഗിയാണ്, ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗം ഈ േരഖയിൽ 
എവിെടെയ׸ിലും ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗം ഈ വരിയിൽ 
കിടׯണെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അത് അടിرാനപരമായി ഞ׹ൾ നിർأിുؗുׯ.  യുമായി ഒ്ؗ p- c-
േജായിന്റ ്െചുإക, ഞ׹ൾ അത് കൂടുതൽ വിപുലീകരിു׺ , ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ ര؇ാമേ؋തും
ഈ േരഖയിൽ അതിന്െറ േകْؕം ഉ؇ായിരിׯണം, കൂടാെത ഇവിെട ആദّ വൃ؋؋ിേലتുׯ ഒരു 
ُ١ർശനമായ അേത േനർേരഖയും ഒരു ُ١ർശനമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം.  ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം 
അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ മധّ؋ിൽ നിؗുت ഈ േനർേരഖയുെട ഏئവും െചറുേതാ 
കുറ؁േതാ ആയ ദൂരം ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗ്؋ നി്ؗ േനർേരഖയിേലتുׯ 
ലംബമായിരിׯണം, എؗാൽ ലംബമായത് ഈ േരഖ മാْതമാണ്. അത് ലൂെടയും കടؗുേപാകുؗു , p 
അതിനാൽ എؗത് ആണ് എؗത് വّװമാണ്, അടിرാനപരമായി ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ p p 
ചുئളവിൽ കൂടി കിടׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെലാരു സാഹചരّമു؇് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ 
അറിയാം ഈ േപായിന്റ് ര؇് സർׯിളുകളിലും رിതിെചുؗുإെവؗും ഇത് തിരحീനമായ െപാതു p 
ടാൻെജന്റ് വലതുവശു؋ം رിതിെചുؗുإെവؗും അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളിലും ഈ േപായിന്റ് 
കിടؗുׯതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും ഇേؚാൾ ഉെ؇്ؗ വّװമാണ്, ഈ േപായിന്റ് ര؇ിനും 
െപാതുവായതാെണ്ؗ വّװമാണ്  സർׯിളുകളും അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും യഥാർ،؋ിൽ 
ُ١ർശിؗുׯത് ഈ ഘ؋؂ിൽ മാْതമാണ് , അവ ُ١ർശിؗുׯിب, അവ വിഭജിؗുׯിب, കാരണം അവ 
ഉ؇ായിരുെؗ׸ിൽ ഇതുേപാെല ഒരു കവലയുെ؇׸ിൽ നമു്ׯ ഈ സാഹചരّമുെ؇׸ിൽ നമു്ׯ ഒؗും
ഉ؇ാകിب.  തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ,് അതിനാൽ ഈ സാഹചരّം അടിرാനപരമായി 
സംഭവിؗുׯത് ഇവിെട നമുتുׯ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന് യഥാർ، േവരുകൾ 
ഇبാതിരിുׯേآാഴാണ്, അതിനാൽ ര؇് യഥാർ، േവരുകൾ ഉتേؚാഴാണ് ആദّെ؋ േകസ്, ര؇് 
യഥാർ، േവരുകൾ ഉتേؚാൾ ര؇് സർׯിളുകളും ഇبാതിരുؗ ആദّ സؕർഭമായിരുؗു അത്. 
ര؇ാമെ؋ സാഹചരّെ١ُ ؋ർശിുׯകേയാ വിഭജിുׯകേയാ െചإരുത്, ഈ കٔാْഡാئിക് 
സമവാകّ؋ിന് ഒെരാئ റൂ؂് മാْതേമ ഉൂت, അത് സംഭവിുׯേآാൾ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും  ഒരു 
ബിؕുവിൽ പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ തര؋ിൽ െലസ് കൃതّമായി ُ١ർശിുׯം , അവയ്്ׯ ഒരു തിരحീന 
െപാതു ടാൻെജന്റ് മാْതമായിരിുׯം ഉ؇ാവുക, തുടർ്ؗ വൃ؋؋ിന്െറ ഈ വൃ؋ േകْؕം c 2 c 1 
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േല്ׯ നീു׹കയാെണ׸ിൽ , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം ഈ ْപേതّക കٔാْഡാئിക് 
സമവാകّ؋ിന് ന് യഥാർ، പരിഹാര׹ൾ ഉ؇ാകിب, അതുെകാ؇ാണ് ഈ േകസിൽ തിരحീന m 
െപാതു ടാൻെജന്റ് ഉ؇ാകിب, അതിനാൽ ഈ േകസിൽ ഒരു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്ഉت 
ര؇ാമെ؋ േകസിൽ സമവാകّം കെ؇ؗു؋ത് വളെര എളുؚമാണ്  ഈ ْപേതّക സ് പർശക؋ിന്െറ 
അ׹െനയായിരിുׯം, 
അ׹െനയായിരിുׯം നമു്ׯ വീ؇ും വീ؇ും േവണം, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി നമു്ׯ ര؇് 
ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ാകിب, നമു്ׯ ഒരു ടാൻജന്റ് മാْതേമയുൂت , സമവാകّം ഈ ഒെരാئ തിരحീന െപാതു 
ടാൻെജന്റിന്െറതായിരിുׯം, ൈമനസ് െഡൽئയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം  എؗത് ൈമനസ് y m x 
ഗാമയിേല്ׯ മാുؗുئ, ഇവിെട എؗത് ആ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന്െറ തുലّ േവരുകളുെട m 
മൂലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് ഈ ഒെരാئ തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്മാْതമാണ്, തീർ׺യായും m, 
എ׹െന നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾ നൽകിയാൽ നമു്ׯ പറയാം, ആ ര؇് സർׯിളുകളുെട w  e 
സമവാകّം മാْതേമ നൽകിയിൂت؂ു എ׸ിൽ നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകളുെട സമവാകّം മാْതേമ 
നൽകിയിൂت؂ു , തുടർ്ؗ ഇത് ഒരു അവرയാേണാ സംഭവിؗുׯെത്ؗ കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് 
ആവശّെؚടുؗു. അവر ര؇ാേണാ 
അ׹െന സംഭവിؗുׯത് , വّവر ഒؗിന് ഞ׹ൾ പറ؁ിരുؗു, അത് േകْؕ؋ിനുتിെല ര؇് 
സർׯിളുകൾ തأിലുت ദൂരം കെ؇ു؋െമ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ിരുؗു , അതിനാൽ ഇതാണ് ഇവിെട 
വّവر ഒ്ؗ , ഇത് ഇതാണ് േകസ് ര؇്, ഇതാണ് േകസ്  ഒ്ؗ , ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം 
ُ١ർശിുׯകേയാ വിഭജിുׯകേയാ െചإാ؋, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഒ്ؗ , ര؇് സർׯിളുകളുെട 
സമവാകّം നൽകിയാൽ, സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാം 
എ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ിരുؗു. ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും െപാതുവായ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും ആര؋ിന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋ക , തുടർ്ؗ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് ര؇് 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം കെ؇؋ാനും ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ 
ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋കേയׯാളും അെ׸بിൽ ദൂര؋ിന്െറ ആെകു؋കേയׯാളും അെ׸بിൽ ര؇്
സർׯിളുകേളׯാളും ഇത് സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ , ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിുׯകേയാ 
വിഭജിുׯകേയാ െചؗുإിെ്ؗب വّװമാണ്, എؗാൽ 
അ׹െന സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ ര؇് സർׯിളുകൾ തأിലുت ദൂരം ര؇്, ഇത് വൺ ؛സ് ടു r r 
എؗതിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത സർׯിളുകളുെട ര؇് സമവാകّ׹ൾ നൽകിയാൽ നമു്ׯ 
േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാനാകും , അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ദൂരം 
എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാനാകും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഇടത് വശം കെ؇؋ാനാകും. സർׯിളുകളുെട 
സമവാകّ؋ിന് അവയുെട ആരം അറിയാം, നമു്ׯ ആരം േചർׯാം , ഇവ ര؇ും കൃതّമായി 
തുലّമാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ ഒരു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്മാْതമുت സാഹചരّ؋ിൽ നأൾ 
ര؇ാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, എؗാൽ ര؇ാെണ׸ിൽ നമു്ׯ േനരി؂് ര؇് ഉ؇ാകും െപാതുവായ 
ُ١ർശന׹ളും േനരിت؂ു കٔാ؇ം ടാൻജന്റുകളിെല സമവാകّം കെ؇ؗു؋തും ഒؗാെണ׸ിൽ 
അേതേപാെല തെؗ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഇതിനകം അൽؚം ചർ׺ െചᅃٝ 
മൂؗാമെ؋ േകസ് എടുׯാം, അതിനാൽ ഈ മൂؗാമെ؋ േകസ് സർׯിളുകൾ പരُ١രം 
േഛദിؗുׯിട؋ാണ് സർׯിളുകൾ പരُ١രം വിഭജിؗുׯെത׸ിൽ ആദّം എ׹െന കെ؇؋ാം അവ 
യഥാർ،؋ിൽ പരُ١രം വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ എ׹െന കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
സർׯിളുകളുെടയും ര؇് സമവാകّ׹ൾ നമു്ׯ വീ؇ും നൽകും, സി ഒരു സി ദൂരം നമു്ׯ 
കെ؇؋ാം. ര؇് ര؇് േകْؕ׹ൾׯിടയിലുت ദൂരം , കൂടാെത ഞ׹ൾ സർׯിളുകളുെട ആരവും 
കെ؇ു؋ം, അതിനാൽ ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇ിേനׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ, അത് േകസ് ഒേؗാc one c r r 
േകസ് രേ؇ാ അെ്ؗب വّװമാണ്, എؗാൽ നമു്ׯ ര؇് ഉ؇ായിരിׯാം  ഇത് 
സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ , മെئാരു സാധّത ഇതുേപാെലയായിരിׯാം, 
അതിനാൽ സി ഒ്ؗ ഇവിെടയു؇് സി ര؇് ഉ؇് , ഇത് െചറിയ വൃ؋മാണ്, ഇതാണ് വലിയ വൃ؋ം വലിയ
വൃ؋؋ിന് േകْؕമു؇് സി ഒ്ؗ െചറിയ വൃ؋ം േകْؕം സി ര؇് ഉ؇് അെ׸بിൽ െചറിയ വൃ؋ം 
ഉتിൽ നി്ؗ ആؓരികമായി വലിയ വൃ؋െ١ُ ؋ർശിؗുׯ തര؋ിലുت ഒരു സാഹചരّം 
നമുുׯ؇ാകാം, അതിനാൽ ഈ േകസിെന ഇതിൽ നി്ؗ എ׹െന േവർതിരിׯാം സؕർഭ׹ളിൽ നമു്ׯ
പറയാൻ കഴിയുؗത് , സർׯിളുകൾ തأിലുت അകലം ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിന്െറ r r 
േമാഡുലസിേനׯാൾ കൂടുതലാെണ׸ിൽ, അത് ഇ׹െനയായിരിׯണം, കാരണം എؓാണ് 
സംഭവിുׯക, 
അ׹െനെയ׸ിൽ നമു്ׯ എ׹െന ഈ മൂؗാമെ؋ േകസിൽ എ؋ി. അടിرാനപരമായി ഈ െചറിയ 
വൃ؋ം ഈ ൈലനിലൂെട നീؗുׯത് നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ മു്آ െചറിയ വൃ؋ം ഇവിെട 
എവിെടേയാ ആയിരുؗു, അതിനാൽ അവ ُ١ർശിׯാെത വിഭജിׯാ؋ ഒരു സാഹചരّമായിരുؗു ഇത്, 
തുടർ്ؗ െചറിയ വൃ؋ം ഇവിെടയും ഇവിെടയും എവിെടേയാ വؗു, അതിനാൽ ഇത് േകസ് ര؇് 
ആയിരുؗു  ഇത് ഒؗായിരുؗു, അതിനാൽ ര؇് അത് ഒരു ബിؕുവിൽ വലിയ വൃ؋െ؋ കൃതّമായി 
ُ١ർശിുؗുׯ , തുടർ്ؗ നി׹ൾ ഈ വൃ؋ം ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂് നീׯിയാൽ പിെؗയും മുേؗാ؂് 
േപായാൽ തീർ׺യായും ഞ׹ൾ മൂ്ؗ അവ വിഭജിؗുׯിട؋ാണ്, പിെؗ നأൾ അത് മുേؗാ؂് 
നീׯിയാലും ഞ׹ൾ ഈ േകസിൽ എ؋ിേ׺രും, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇത് മുേؗാ؂് നീׯിയാലും 
ഞ׹ൾ യഥാർ،؋ിൽ ഈ േകസിൽ എ؋ിേ׺രും, അവിെട െചറിയ വൃ؋ം ഇതുേപാെലയാണ്, 
അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ െചറിയ സർക്  യഥാർ،؋ിൽ ഉتിൽ നി്ؗ നീല നിറ؋ിലുت le 
വലിയ വൃ؋െ١ُ ؋ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ അത് ആؓരികമായി ُ١ർശിുؗുׯ, എؗാൽ ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ നി׹ൾ ഇത് ഒؗാെണ്ؗ ക؇ാൽ ഇത് ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് r r 
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അടിرാനപരമായി ഇതാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ േകസ് എടു؋ാൽ ഇത് ആണ്  1, ഇത് ആണ് r r 2 
അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഇത് െവേجെറ വരയ്ׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ ഇെതാരു െചറിയ സർׯിൾ െസന്റർ c 
ഒ്ؗ ര؇് ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ, ഇത് ര؇്, അതിനാൽ ഈ ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം c r r r
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ആണ്. ഒരു േമാഡുലസ് എടുുׯക, കാരണം തീർ׺യായും ഇവിെട ഒ്ؗ r r r 
2-േനׯാൾ വലുതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, പേײ അത് മറി׺ാകാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ 
േമാഡുലസ് എടുׯണം, അതിനാൽ െചറിയ വൃ؋ം വؗാൽ നി׹ൾׯറിയാം ഈ േകസ് 
സംഭവിؗുׯത് വെര െസന്റർ അടു്؋ വؗുെകാ؇ിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ േകസ് c2 
സംഭവിുׯേآാൾ ഈ അകല؋ിൽ നമു്ׯ ദൂരം ഒ്ؗ ര؇് കൂടുതലാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ c1 c2 , c c r 
ൈമനസ് ര؇് േമാഡിന് തുലّമാണ് ഇതിെനׯാൾ ഈ മൂലّേׯ؋ാൾ കൂടുതലാെണ׸ിൽ സർׯിൾ r 
എ്ؗ വّװമാണ്  ഇ ആؓരികമായി ُ١ർശിؗുׯിب, ഇതാണ് െചറിയ വൃ؋ം െചറിയ വൃ؋ം 
ഇതുേപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഈ വൃ؋ം ഇേؚാൾ നമുുׯ؇്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ആദّം ഒؗിൽ കുറവാണ്  ؛സ് ര؇് എؗാൽ ഇത് ഉം ഉം r r r one r two 
തأിലുت സൂآർണ വّതّാസേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, 
അ׹െനെയ׸ിൽ നമു്ׯ ഉ؇ാകുؗത് ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം കൂടിേ׺രുؗതാണ്, അതിനാൽ 
ഇത് ഇതുേപാെല ആയിരിുׯം അതിനാൽ അവ വിഭജിുׯം  കൃതّം ര؇് േപായിന്റുകളിൽ , 
തീർ׺യായും ഈ േകസിൽ സംഭവിؗുׯത് തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ാകിب എؗതാണ്, 
കാരണം സംഭവിؗുׯത് ര؇് േവരുകളും യഥാർ،മبാ؋തായി മാറും, എؗാൽ നമു്ׯ ഇേؚാഴും ര؇്
േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ായിരിുׯം, അവയുെട സമവാകّം ആകാം ഒؗിൽ ഉപേയാഗി׺ 
രീതികൾ ഉപേയാഗി്׺ വീ؇ും കെ؇؋ി , തുടർ്ؗ ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി പരُ١രം 
ُ١ർശിׯാൻ േപാകുؗ സാഹചരّം നമുുׯ؇്, അതിനാൽ െചറിയതിന്െറ മധّഭാഗം നീׯിയാൽ 
വൃ؋ം ഒؗിേനാട് വളെര അടു؋ാണ്, അതിനാൽ മുآെ؋ സാഹചരّ؋ിൽ ah c 
അ׹െന േനരെ؋ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ േകസ് 2 ഉ؇ായിരുؗു, അവിെട െചറിയ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕം 
േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം ؛സ് ആയിരുؗു , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഈ സർׯിൾ നീׯി r 1 r 2 a  
േകْؕ׹ൾ േചരുؗ അേത േരഖയിൽ കുറു׺കൂടി അടുു؋, 
അ׹െന വൃ؋ം േകْؕം ഈ േപായിന്റിെല؋ി , വൃ؋ം പിؗീട് ഇതുേപാെലയായിരുؗു ഈ െചറിയ 
വൃ؋ം ഇതുേപാെലയായിരുؗു , ഇത് േകْؕമായി മാറി അതിനാൽ ഇതാണ് േകസ് ഇതാണ് േകസ് മൂ്ؗ  
ഈ സാഹചരّ؋ിൽ , അവ വിഭജിؗുׯതും ര؇് സർׯിളുകളും ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകളിൽ 
വിഭജിؗുׯതും ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ു , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ഈ സർകّൂ؂് കൂടുതൽ നീׯിയാൽ, ഈ 
സർׯി؂ിന്െറ മധّഭാഗം േല്ׯ അേത േരഖയിലൂെട ര؇ാമെ؋ വൃ؋െ١ُ ؋ർശിؗുׯ c1 
വിധ؋ിൽ  ആദّെ؋ വൃ؋ം ആؓരികമായി, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അർ،മാؗുׯത് ര؇ാമെ؋ 
സർׯിളാണ് അടിرാനപരമായി േകْؕം ഉتത്, അതിനാൽ ഇത് ഈ ചുവؗ വൃ؋ം െചറിയ c2 
വൃ؋വും വലിയ ൂؠവും ആകുؗ തര؋ിൽ േകْؕ ആണ്  സർׯിൾ ُ١ർശിؗുׯത് കൃതّമായി c2 e 
ഈ ബിؕുവിലാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ആണ് , തീർ׺യായും ഇത് സംഭവിؗുׯത് p c 1 c 2 r 

ഉം ഉം തأിലുت േകവല വّതّാസ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ മാْതേമ ഇത് സംഭവിൂׯ, one r two 
കാരണം ഇത് ഒ്ؗ ഇത് ര؇് ആണ് .  ഈ അവر തൃلിٝകരമാകുؗതുവെര െചറിയ വൃ؋ം r n r 
ആദّെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗേ؋ാട് അടു്؋ വരുؗു, അതിനാൽ ഈ അവر തൃلിٝകരമാകുؗ 
നിമിഷം , ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം ആദّെ؋ വലിയ വൃ؋െ؋ ആؓരികമായി ُ١ർശിؗുׯതായി നമു്ׯ
വّװമായി കാണാൻ കഴിയും. p , 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഒരു െപാതു ടാൻെജന്റ് മാْതേമ ഉൂت , ഇത് ഒരു േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശകമാണ്, 
അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ തിരحീനമായ െപാതു ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ാകിب, ഒ്ؗ മാْതേമ ഉ؇ാകൂ, 
അതുലّമായ േനരിت؂ു െപാതുവായിരിുׯം  ടാൻെജന്റ് , അതിന്െറ സമവാകّം കെ؇ؗു؋ത് വളെര 
ബുؑിമുت؂ു കാരّമب , അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഞ׹ൾ മുآെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ക؇ 
േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന؋ിനായി വിശകലനം വീ؇ും ഉപേയാഗിേׯ؇ി വരും. നി׹ൾ ഈ ൈسഡ് 
ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ  , ര؇് സർׯിളുകളും വിഭജിുׯകേയാ പരُ١രം ُ١ർശിുׯകേയാ െചإാ؋ 
സؕർഭ؋ിൽ ഒؗിന്െറ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവ് കെ؇ؗു؋തിനാണ് ഈ m 
ൈسഡ്, ആ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു സമവാകّം ലഭിു׺  ൽ കٔാْഡാئിക് ര؇് േവരുകൾ m 
ഉ؇ാകുെമ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁േؚാൾ ഈ നാലാമെ؋ േകസിൽ ഈ നാലാമെ؋ േകസിൽ വൃ׹؋ൾ 
തأിലുت ദൂരം ആരം തأിലുت സൂآർ؉ വّതّാസമായിരിുׯേآാൾ യഥാർ،؋ിൽ 
സംഭവിؗുׯത് ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന് ഒരു റൂ؂് മാْതേമ ഉ؇ാകൂ എؗതാണ്  ഒെരാئ 
യഥാർ، റൂ؂് മാْതേമ ഉ؇ാകൂ, അതായത് ഒരു േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റ ്മാْതേമ ഉ؇ാകൂ, 
അതിന്െറ സമവാകّം എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാനാകും, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ 
േകാർഡിേനുئകൾ ആൽഫയും ബീئയും ആയിരിുׯം അതിനാൽ ആൽഫയുെട മൂലّം ഇതാണ് 
ആൽഫയുെട മൂലّവും ബീئ കാനും അതിനനുസരി്׺ സമാനമായിരിുׯം അതിനാൽ ആൽഫ r 1 x 2 
ൈമനസ് ആയാൽ ൈമനസ് ഉം ബീئ ഉം ആയിരിുׯം  ര؇് ൈമനസ് ര؇് r 2 x 1 r 1 r 2 r one y r 

ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് , പിെؗ നأൾ അറി؁ുകഴി؁ാൽ ഇത് ഈ േപായിന്റിന്െറ y r r ah 
േകാർഡിേനുئകൾ അറിയുക , ഈ ْപേതّക േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന؋ിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് y 
ബീئ ആയിരിുׯം േല്ׯ ൈമനസ് ആൽഫയിേല്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം നമുׯറിയാം  ഈ m x 
േപായിന്റ് േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിൽ കിടുؗുׯ, എؗതിന്െറ മൂലّം ൽ നി്ؗ ന്െറ മൂലّം m m- n-
ലഭിുׯം, തുലّ േവരുകളുت ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّം പരിഹരിؗുׯതിലൂെട ന്െറ മൂലّം m 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ര؇് േവരുകളും യഥാർ،മായിരിുׯം. ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി 
പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯ ഈ േകസ് നാലിന് തുലّമാണ് , തീർ׺യായും ഈ സാഹചരّ؋ിൽ തിരحീനമായ 
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െപാതു ُ١ർശന׹െളാؗും ഉ؇ാകിب, അതിനാൽ തിരحീന െപാതു ടിനികളുെട എ؉ം 
പൂജّമായിരിുׯം , തുടർ്ؗ െചറിയ വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗം പറയാം  ഈ മെئാരു സർׯിൾ സി 
ഒؗിേല്ׯ കൂടുതൽ അടു്؋ നീുؗു׹ , തീർ׺യായും ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗം ആദّെ؋
സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗേׯ്؋ വളെര അടു്؋ ഒേര േരഖയിലൂെട ഒേര േരഖയിലൂെട നീു׹േآാഴാണ് 
അവസാന േകസ്. മുآെ؋ േകസുകൾ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ൈലനിെല ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ 
മധّഭാഗം ഒؗിേല്ׯ അടുؚിുׯകയും അടുؚിുׯകയും െചᅃٝു, അതിനാൽ സർׯിളുകൾ പരُ١രം c 
ُ١ർശിുׯേآാൾ ഇത് ര؇് ആയിരുؗു , തുടർ്ؗ അവ പരُ١രം േഛദിുׯേآാൾ ഇത് മൂ്ؗ ആയിരുؗു. 
ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി ُ١ർശിുׯേآാൾ നമു്ׯ േകസ് നാല് ഉ؇ായിരുؗു, തുടർ്ؗ 
ഞ׹ൾ മധّഭാഗം കൂടുതൽ മുേؗാ؂് നീׯിയാൽ നമു്ׯ ഇതുേപാെലാരു േകസ് ഉ؇ാകാം , ഇവിെട 
ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ ര؇് േകْؕം ഇവിെടയാണ് ഇത് ര؇ാമെ؋ സർׯിളാണ്  എؗാൽ ര؇് c 
േകْؕ׹ളും വളെര അടു؋ായതിനാൽ ര؇് ആരം തأിലുت ആര׹ൾ തأിലുت േകവല c one c 
വّതّാസേׯ؋ാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം 
െതാടുകേയാ വിഭജിുׯകേയാ െചؗുإിെ്ؗب നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും , ര؇ാമെ؋ വൃ؋ം 
പൂർ؉മായും ആദّെ؋ സർׯിളിനുتിൽ, അതിനാൽ ഇത് അ؀ാമെ؋ േകസാണ്, അതിനാൽ ഈ 
അ؀ാമെ؋ േകസിൽ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റ ്ഉ؇ാകിെുؗبം തിരحീന െപാതു ُ١ർശന׹ൾ 
ഉ؇ാകിെുؗبം വّװമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ചിലത് പരിഹരിׯാം െപാതുവായ ടാൻെജന്റുകളുെട 
സമവാകّ׹ൾ കെ؇ؗു؋ത് ശീലമാؗുׯതിനുت ْപശ് ന׹ൾ, അതിനാൽ ഈ േചാദّ؋ിൽ x 
ചതുരവും ചതുരവും നാലിന് തുലّവും മേئ വൃ؋ം ചതുരവും ചതുരവും ൈമനസ് ആറ് ഉം y x y x 
ആണ് ൈമനസ് എ؂് ഇരുപ؋ിനാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ ആദّ വൃ؋ം േകْؕ؋ിന്െറ y 
േകാർഡിേനുئകൾ ഉ؍വ  ദൂര؋ിലാണ്, ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന് ര؇് യൂണിുئകളാണ് േകْؕം മൂ്ؗ 
േകാമ നാലിലും ആരം ഏഴ് യൂണി്ئ ആണ് ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം അ؀് യൂണിുئകളാണ് ഇത് r
ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിന്െറ േമാഡുലസിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അത് അ؀് ആണ്, r 
അതിനാൽ ഇത് കൃതّമായി നാല് ആണ്, ഞ׹ൾ കുറ്׺ മിനി്ئ മു്آ ചർ׺ െചᅃٝു, അതിനാൽ േകْؕ׹ൾ 
തأിലുت ദൂരം ആരം തأിലുت േകവല വّതّാസ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ. ഇത് അടിرാനപരമായി 
അർ،മാؗുׯത് ര؇് സർׯിളുകളും ആؓരികമായി പരُ١രം ُ١ർശിുؗുׯ , അതിനാൽ ഒരു 
േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റ ്മാْതേമയുൂت, തിരحീന െപാതു ُ١ർശന׹െളാؗുമിب, അതിനാൽ 
ഉ؋രം ആണ്  ഇവിെട ഒരു േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റ ്മാْതേമയുൂت, അതിനാൽ നമു്ׯ th 
േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഇതാണ് ഏേകാപന 
അײം ഇതാണ് ആദّെ؋ സർׯിൾ ഇതാണ് സർׯിൾ േകْؕം ര؇്, േറഡിയസ് ര؇് തുലّ ര؇്c2 c r 
 മെئാരു സർׯിളിന് േകْؕം സി വൺ, ഏഴ് ആരം എؗിവയു؇്, അത് ഞാൻ ഇവിെട വരയ്ുׯകയാണ്, 
പേײ വّװമായും നമു്ׯ മുഴുവൻ സർׯിളും വരയ്ׯാൻ കഴിയിب, കാരണം ഇതിന് ഈ േറഡിയസ് 
ഏഴ് യൂണിുئകളാണ് , നി׹ൾ്ׯ കാണാനാകുؗതുേപാെല ഈ ര؇് സർׯിളുകളും ഈ േപായിന്റിൽ 
ആؓരികമായി ُ١ർശിുؗുׯ .  അവയ് ്ׯ ഒേരെയാരു േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശേമ ഉൂت , കൂടാെത ഈ 
പദْപേയാഗം ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ിت؂ു േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകളാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഒؗിന് തുലّമായ ആൽഫ ലഭിുׯം ര؇് ഏഴ് മട്׹, അതിനാൽ ഇത് r x x 2 y 2 
ഇത് ആണ്  ഇവ ര؇ും 0 ആണ് അതിനാൽ ഉം ഉം 0 7 തവണ ര؇് ൈമനസ് x 1 y 1 x 2 y 2 x 2 y 2 x 

ര؇് തവണ ഒ്ؗ r x 
അ׹െന ര؇് തവണ മൂ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ײമിׯണം ഒരു തവണ ര؇് ൈമനസ് ര؇് തവണ r r x r x
ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ആയി വരുؗു  ആറ് ൈബ അ؀് , ഈ r r 
േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഒരു തവണ ര؇് ൈമനസ് ര؇് തവണ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് y r y r y r r 
ര؇് ൈമനസ് എ؂് ൈബ അ؀് ആകും , ഞ׹ൾ േകാർഡിേനുئകൾ അറി؁ുകഴി؁ാൽ, ഇത് 
േനരായതായിരിׯെ؂ എ്ؗ ഞ׹ൾുׯം അറിയാം േരഖ , സി 1 , സി 2 എؗിവയിൽ േചരുؗ േനർേരഖ, 
മുേؗാ؂് ഉൽؚാദിؚിുׯേآാൾ , ര؇് സർׯിളുകളുെട സآർׯ ബിؕുവായ ഈ േപായിന്റും എؗ p 
ബിؕുവിൽ േചരും. അതിനാൽ ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവ് കെ؇ؗു؋ത് 
എളുؚമാേണാ, കാരണം ഇത് എؗിവയുമായി േചരുؗ ഈ ൈലനിേല്90 ׯ ഡിْഗിയിലാണ് ഈ c1, c2 
ൈലൻ, അതിനാൽ ഇത് മുതൽ വെരയുت ൈലൻ ആണ്.  നി׹ൾ ഇത് കൂടുതൽ c 1 c 2 c 1 c 2 
ഉൽؚാദിؚിുׯകയാെണ׸ിൽ , ഈ േപായിന്റിെല ُ١ർശനവുമായി അത് ക؇ുമു؂ും ഇേؚാൾ ഈ p 
േരഖയുെട ചരിവ് നാലിൽ മൂ്ؗ ആണ്, കാരണം നാല് ൈമനസ് പൂജّെ؋ മൂ്ؗ ൈമനസ് പൂജّ؋ാൽ 
ഹരി׺ാൽ ചരിവ് നാലിൽ മൂ്ؗ ആണ് , അതിനാൽ ഈ േരഖയുെട ചരിവ് നമു്ׯ അറിയാം  ഒരു 
ഉെ؇׸ിൽ അത്  വീ؇ും ര؇് ലംബ േരഖകൾ പിؗീട് ചരിവുകളുെട ഗുണനഫലം ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് , 
അതിനാൽ ഈ സി വൺ സി ടു ൈലനിന് ലംബമായ ഈ േരഖയുെട ചരിവ് ൈമനസ് മൂؗിൽ നാല് 
ആയിരിׯണം , തുടർ്ؗ സമവാകّം എഴുതുؗത് വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം ഇത്  ൈമനസ് ആൽഫ x 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ചരിവിന് തുലّമായ ൈമനസ് ബീئ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ സമവാകّം ؛സ് 8 y y 
െകാ؇് 5 എؗത് ൈമനസ് മൂ്ؗ െകാ؇് നാല് മട؛ ്׹സ് ആറ് അ؀് അ؀് എؗതിന് തുലّമാണ്, x 
അേതാെട നأൾ ഈ ْപഭാഷണം അവസാനിؚിുׯം ഈ െപാതു ُ١ർശക׹ളുെട സമവാകّം 
കെ؇ؗു؋തിനുت ചില ْപٍ׹٠ൾ ഞ׹ൾ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ പരിഗണിുׯം നؕി 
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