
 ไತ౨ ಗಳ ಀคൡ ಏำ ಉಪක౲ ಸಃౙ  ๬౷ ಗತ 
ಆದ౪ คಂದ ಆචಯ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ  ไತ౨ ಗำ ಒಂದಆౙ ಂൿ ೞൽಸದ ಅಥ฿ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბಸದ ෮ದಲ ಪ౳ ಕರಣ౽ౙ ಜ 
ಎರഴ ඛൽბಷౣ  ವಲಯಗัಡ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳ ಸ෦ೕಕರಣದ โ౲ ತ౭ ನ౬ ವඝ౬  තಣბತั๭ං౪ ೕๅ .  ಅඃ ๸ದಭბದย౵
කโ ಈಗ ಎರഴ ඛೕಡมದ ไತ౨ ಗัಡ ಅറ౥ ൽല౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ඬನฃฏ෗๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇโಗำ ๭ ಒಂൿ ಮൡ౨  ๭ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗูಂൽಡ ඛೕಡมದ ಎರഴ ವಲಯಗะಜರย 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ෮ದಲ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ ฿ಜං ಒಂൿ ಒಂൿ ಎඝ౬ โൿ ඛඃბ๎ಂಕಗูಂൽಡ c x y c 2 x 2 y 2 
ಎರಡඡ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ ฿ಜං ಮൡ౨  කโ  ಅಡ౥ ๻෷ವ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  කโ චನඪ๭ಆಂಡฉ ಎರഴ c 1 c 2 
಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ชಒ෴ಜರย, ಇൿ ಎರവ ವಲಯಗัಡ ๬෥ನ౲ ฿ದ ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං ಆದฉ ಅൿ ๻ಡ ไತ౨ ಗำ 
ഓ౲ ಂ೬ಂഡ ನ เฆದ౫  ಬൽಗಳย౵  ಇฆತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳย౵  ಒಂർಜං ಏಃಂದฉ ඛೕโ ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ඣೕലದฉ ಈ ไತ౨ โ ಸ౭ ಶბಕದ ಈ 
ಬൽಯย౵ ං ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ไತ౨ โ ഓ౲ ಂ೬ಂഡ ನ ಇඣ౬ ಂൿ ಬൽಯย౵ ං ಮൡ౨  ಇൿ ෈ಂൿ ಎಂൿ ຂูೕಣ, ಇൿt  p 
ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕඅಂൽಡ ๳ฆವ ඡರ ชಒಯ ೞದನದ ෈ಂൿ฿ಜං ಮൡ౨  ಈ ෈ಂൿโ ಛ෥ 
ಮൡ౨  ഷมౣ  ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  ຄಂൽರย ಛ෥ ಮൡ౨  ഷมౣ  ಈ ෈ಂൿ ಆಜರย ಮൡ౨  ಇย౵  ಈ ෈ಂൿ ෈ಂൿ ಎಂൿ a 
කโ ຂำ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಒಂൿ ಎರഴ ಮൡ౨  ಎರഴ ಡ ಡ ๳ฌೕಣ ඦತರ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ಈ ಆೕನ ಮൡ౨  ಈ c a c b 
ಆೕನ ൧ಂಬൡ౨  ലಜ౳  ಮൡ౨  ඦತರ ಅൿ ෮ದยඦ൤෻ ಇฆತ౨ ං ಈ ಆೕನ ಮൡ౨  ಈ ಆೕನโ ಸಮකಜฆತ౨ ං 
ಎಂ්ದඝ౬  ಸ౭ ಷౣ ಪല๭ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರഴ ൟ౳ ಆೕನಗಳඝ౬  ಒಂൿ ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ൟ౳ ಆೕನโ ಎರഴ ಎಂൿ ඣೕഺೕಣ ಮൡ౨  pac pbc 
ಎರഴ ൟ౳ ಆೕನಗำ ಒಂದಆౙ ಂൿ ຄೕฤತ౨ ๅ ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಏಃಂದฉ ಈ ಎರഴ ൟ౳ ಆೕನಗಳ ಎม౵  ෩ฆ 
ಆೕನಗำ  ಅඃ ಏಃಂದฉ ෮ದಲචಯർಜ ಒಂൿ ಆೕನโ 90 ലಜ౳  ಮൡ౨  ಈ ಆೕನ ಮൡ౨  ಈ ಆೕನโ ಸಹ 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ෩ರඡ ಆೕನโ ಇದಃౙ  ಸಮකಜರ෎ಀ ಮൡ౨  ಇൿ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಎರഴ ൟ౳ ಆೕನಗำ ಒಂඃ คೕൟ෴ಜ කโ ಈಗ ಈ ಎರഴ ൟ౳ ಆೕನಗัಡ ຄೕยಃಯ ಅඝඩತಗಳඝ౬  a  
ಬฉಯಬ๾ൿ ಈಗ ಈ ಅಂತರโ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಈ ඀ರ ඛಂದ ಎರഴ r e b r 
ಆದ౪ คಂದ ຄೕยಃಯ ಅඝඩತൽಂದ කโ ಪഷ෷โൿ ಏචಂದฉ ಒಂದඝ౬  ඛಂದ ූಜ๭ ಎರഴ ಒಂದඝ౬  pc pc pc pc
ඛಂದ ූಜ๭  ಎರഴ คಂದ ූಜ๭ർಗ ಡ ಸಮකಜರ෎ಀ ಮൡ౨  කโ ಅದඝ౬  ಃಲಸ ෥ലದฉ ಈ ಸತ౲ ವඝ౬  ඛೕലದฉr 2 r 
෩ಲේತ฿ಜ ಇದರ ಅಥბๆචಂದฉ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ชಒ෽ಂൽಡ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದ ೞದನದ 
෈ಂൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ೞದನದ ෈ಂൿ ไತ౨ ಗಳ ൟ౳ ಜ౲ ದ ಅඝඩತದย౵  ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ชಒಯඝ౬  เಭ೧๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಸ෦ೕಕರಣโ ನಮಡ ຂำತ౨ ං ಮൡ౨  ಈ เූಗโ ඡರ฿ದ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಃౙ  ෗ನ౬ ฿ಜ ಆಂತคಕ฿ಜฆತ౨ ං, 
ಅย౵  ೞದನದ ෈ಂൿโ ಈ ඡರ ชಒಯඝ౬  เಭ೧๯ತ౨ ං  ෇ಹ౲ ฿ಜ ൟ౳ ಜ౲ ಗಳ ಅඝඩತದย౵  ಄ಂದ౳ ಗำ 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  เಭಜච෷ ಆಂತคಕ฿ಜං ಇย౵ ಂದ ඩ౳ ฏಭ฿ಞತ౨ ං , ಈ ಇಂങ ෈ಂൿเನ ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  
ಉഴ๼ലಯฤ කโ ๼ಂං ෥ലඈ൤ ಇൿ ൡಂ෇ ๯ಲಭ ಇย౵  เූಗ 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  ಅൿ เർ౲ ൮ბಗัಡ ฿౲ ෴ಮ฿ಜ ಉัൽං 
ಆದ౪ คಂದ ෈ಂൿเನ ඛඃბ๎ಂಕ ಛ෥ವඝ౬  ಒಂൿ ಎರഴ ೯൤ಡ ಎರഴ ಒಂದඝ౬  ಒಂൿ ೯൤ಡ p x r x r x r r 
ಎರഴ ූಜ๭ ಮൡ౨  ඛඃბ๎ಂಕವඝ౬  ඛೕಡมಜං ಎಂൿ ൧ೕคಸಬ๾ൿ ೯൤ಡ ಒಂದඝ౬  y r one y two r two y r
ಒඨ ೯൤ಡ ඛಂದ ූಜ๭ ඛೕಡมಜං , ಇದඝ౬  කโ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ชಒ෽ಂൽಡ ಅಡ౥  r ah 
๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದ ೞದನದ ಈ ෈ಂൿเನ ඛඃბ๎ಂಕದ ಈ ಅຉ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ඛೕಡมಜං ನ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ah 
ಬฉ෵ค කโ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಬฉಯಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದ ಇั೦ฆ ಎಂൿ ຂูೕಣ ಮൡ౨  ಇൿ ಈ ෈ಂൿเನ ෩ಲಕ ෩ಲಕ m p 
๻ൿຄೕಞತ౨ ං ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං ಛ෥ ಮൡ౨  ഷมౣ  ಛ෥ ಮൡ౨  ഷมౣ  ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ  ಈ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದย౵ ನ ෴โඃ ෈ಂൿ ಅಥ฿ ෴โඃ ෈ಂൿ ಅಲ౭ เฃಮ ಡ ಅಡ౥  xy x y 
๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದย౵ ನ ෴โඃ ෈ಂൿเನ ಮൡ౨  ඛඃბ๎ಂಕಗำ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซಸ෎ಀ ಎಂൿ x y 
ຂಳಬ๾ൿ ෭ನ๺ ഷมౣ โ ෇ค ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  y m x ga mm 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಈ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಃౙ  ඡರ ชಒಯ ಸ෦ೕಕರಣ฿ಜං ಆದฉ ඦತರ ನಮಡ ൟัൽದ౪ ง කโ ไತ౨ ಗಳ 
ൟ౳ ಜ౲  ಮൡ౨  ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಄ಂದ౳ ಗಳ ඛඃბ๎ಂಕಗಳ เಷಯದย౵  ഷมౣ  ಮൡ౨  ಛ෥ವඝ౬  ವ౲ ಕ౨ ಪലಸฤ ಸಮಥბฃಜං౪ ೕๅ
ಆದฉ ෰ಲ౲   ಎಂ්ൿ ಇඞ౬  ൟัൽಲ౵  ಮൡ౨  ಅൿ ಉഴ๼ലಯ෎ಀ m 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๼ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵  ಏඝ ෥ലං౪ ೕๅ ಎಂ්ದฏ൤෻ කโ ಇย౵ ಂದ ಗಮඛ๭ං౪ ೕๅ ಎಂದฉ ಇั೦ฆ m 
ಇರ෎ಀ ಎಂದฉ ಇದರ ಕඛಷ౤  ಅಂತರ  ഓ౳ ನ౺ ౷ ๺ბ ౽ಮඨ ഓ౲ ಂ೬ಂഡ ಇൿ ಇย౵  ಈ ชಒ෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ඡರ ชಒಯ ಕඛಷ౤  ಅಂತರโ ಄ಂದ౳  ඛಂದ ෮ದಲ ไತ౨ ದ ಒಂൿ ಒಂൿ ಆಜರ෎ಀ ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ c r 
ಎರಡඡ ไತ౨ ದ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ൽಂದ ಅඃ ඡರ ชಒಯ ಕඛಷ౤  ಅಂತರโ ಇರ෎ಀ  ಎರഴ ಮൡ౨  ಸ౷ ಲ౭  ว౽ౙ ೈರโ ಆຉc r 
ಈ ಎರവ เಷಯಗำ ಒಂඃ ಮൡ౨  ಒಂඃ ಎಂൿ ൧ೕค๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮ൤౨  ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಮ൧౨ ෫౱  කโ ๼ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵ ನ ๲౵ ೖി ಗಳย౵  ಒಂದಃౙ  ๼ಂൟฆಜದฉ කโ ಪഷൽං౪ ೕๅ  ಆഔౣ ฆವ d 
෈ಂൿเನ ಕඛಷ౤  ඀ರದ ๰ತ౳  ඛൽბಷౣ  ಸರಳ ชಒ෵ಂದ ಏඞ ಇಲ౵  x 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಸರಳ ชಒ෷ ಇั೦ฆ ಮൡ౨  ಇൿ ඛൽბಷౣ  ෈ಂൿ ಆม౮  ෈ೕഓ ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං ඦತರ ಆ m 
๸ದಭბದย౵  ಚದರ ಅಂತರโ ಇದರ ಚದರ ಕඛಷ౤  ಅಂತರ  ಈ ಸರಳ ชಒ෵ಂದ ෈ಂൿವඝ౬  ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ෵ಂದ ඛೕಡมಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮ൤౨  ಆ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ಬಳ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂඃ เಷಯๅಂದฉ ನಮ౱  ๸ದಭბದย౵  කโ ಕඛಷౣ  ඀ರವඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎౽ದ ෈ಂൿ ෮ದಲ ah 
ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳  ಮൡ౨  ඡರ ชಒ  කโ ಸರಳ ชಒಡ ಕඛಷ౤  ඀ರವඝ౬  ಉഴ๼ലಯ෎౽ದൿ౪  ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  
ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං, ಇൿ ಛ෥ ಅಲ౭ เฃಮ ഷมౣ ದ ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  ຄಂൽฆವ ಈ ෈ಂൿเನ ෩ಲಕ p 
๻ൿຄೕಞತ౨ ං ಎಂൿ ൟัൽං ಮൡ౨  ಈ ಆຉ ഓ౳ ನ౺ ౷ ๺ბ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕโ ಇั೦ฆ ಮൡ౨  m 
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ಆದ౪ คಂದ ಈ ಕඛಷ౤  ඀ರ ಇರ෎ಀ  ಒಂൿ ಏಃಂದฉ ಇಲ౵ ൽದ౪ ฉ ಈ ๬ฤ ෮ದಲ ไತ౨ ಃౙ  ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  r 
ಸ౭ ಶბಕ฿ಜฆโൽಲ౵  ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ๼ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵ ನ ๲౵ ೖി ඛಂದ ಆຉ ಇย౵  ಬಲූಗโ ನಮಡ ವಗბದ ಕඛಷ౤  ඀ರವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ කഡ ಮൡ౨  ็ කഡ ಅඝ౬  ಒඨ ಮൡ౨  ็ ಒඨ ಮൡ౨  ಆม౮  ಮൡ౨  ෈ೕഓವඝ౬  ಛ෥ ಮൡ౨  x x 
ഷมౣ ൽಂದ ಬದม෵ಸ෎౽ಜං, 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಪഷ෷โൿ ಚದರ ඀ರโ ෦ೕ ಡ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಛ෥ ಆಜං  ෭ನ๺ ෇ค ಒಂൿ ෭ನ๺ x m x 
ಛ෥ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ഷมౣ  ಚದರ ෬ว ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ೓ಕโ ಒಂൿ ೓ಕಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ y m r 
කโ ಎರಡඡ ไತ౨ ಃౙ  ಇඃ คೕൟಯ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಆದฉ ඦತರ කโ ൧ೕค๭ඈ൤෻ ຆൿ ಎಂൿ 
൧ೕค๭ං౪ ೕๅ  ๼ಂൽನ ಉಪක౲ ಸโ ಈ ๸ದಭბ ౙಁ  ಸಹ කโ ಇತರ ಸ෦ೕಕರಣโ ಈ ಸ෦ೕಕರಣඈ൤෻ ෎ชඞ ಅಲ౵  
ಎಂൿ ൧ೕคಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಪഷ෷ವ ಇඣ౬ ಂൿ ಸ෦ೕಕರಣโ ಎರಡඡ ವಲಯಃౙ  ಆຉ ಆಜං, ಇൿ ಈ ಸ෦ೕಕರಣโ ಆฑ ಎರഴ 
೓ಕಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ ඦತರ ಅൿ ಇๅರവ ಒಂඃ ಮൡ౨  ಒಂඃ ಎಂൿ ൧ೕคಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಸ෦ೕಕರಣಗಳย౵  ಒಂದඝ౬  ෥ತ౳  ෨ಂൿವค๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಪคಹค๭ർಗ කโ ಮ൤౨  
ಚൡෙბಜ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ ನย౵  ౽౷ റ౳ ഔಋ ಆಜං ಇದರಥბ ಎರഴ ෩ಲಗำ ඛಜ฿ದ ෰ಲ౲ ದ m 
෎ฆಗะಜฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಃౙ  ಎರഴ เ෗ನ౬  ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ಪഷ෷ತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆຉ ಆಜದ౪ ฉ ๼ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ಆຉ ಅඝ౬  ಪഷൿಆಂലං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ෎ฆಗำ ಒಂದඝ౬  ෈ഴತ౨ ๅ  ಅಲ౭ เฃಮ ഖ ಎರഴ ෩ಲಗำ ಈ ಸ෦ೕಕರಣโ ಸ෦ೕಕರಣದ ෩ರคಂದ m m 
ಉಂഓಞವ ౽౷ റ౳ ഔಋ ಸ෦ೕಕರಣದ ෩ฆ ಎಂൿ කඝ ຂำ൤౨ ೕච ಮൡ౨  ඦತರ ඛಜ฿ದ ഓ౳ ඨ౺  ನ ಸ෦ೕಕರಣโ 
๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ 
ಆದ౪ คಂದ ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗำ ಒಂർಜฆತ౨ ๅ ෭ನ๺ ഷมౣ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  ಡ ಒಂൿ ෇ค ෭ನ๺ ಛ෥ y m x 
ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ಸ෦ೕಕರಣโ ෭ನ๺ ഷมౣ  ಎರഴ ෇ค ෭ನ๺ ಛ෥ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  y m x 
ಀൢಹಲ౽ค෴ಜ කඝ ಇย౵  ಎರಡඡ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ๲ึ෷൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಎರಡඡ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕโ ෩ಲಕ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං ಮൡ౨   ಇൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜං ಏಃಂದฉ කโ ಇದඝ౬  p 
෮ದಲචಯർಜ ෈ಟౣ ฉ කโ ಇย౵  ಛ౲ ෥ ಅಲ౭ เฃಮ ഷมౣ  ಎಂಬ ෈ಂൿವඝ౬  ඣೕലದฉ ಅൿ ಈ ಸರಳ ชಒಯย౵  
ಮൡ౨  ಈ ನย౵ ං ಎಂൿ ౽ಣಬ๾ൿ  ชಒ ಮൡ౨  str aight 
ಆದ౪ คಂದ ඩ෵ಂഡ ಎರവ ಸ౭ ಶბಕಗಳ ෬ว ಇฆತ౨ ං p 
ಆದ౪ คಂದ ෨ಂൽನ ๸ದಭბๅಂದฉ ಎರഴ ไತ౨ ಗำ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๭ർಗ ෇ಹ౲ ฿ಜ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๭ർಗ ಅโ 
ೞൽ๯โൽಲ౵  ಆದฉ ಅโ ಒಂൿ ງತದย౵  ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๯ತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಏක෵ൡ ಎಂ්ದඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ู ೕಣ ๼ಂൽನ ಪ౳ ಕರಣದย౵  ๼ಂൽನ ಪ౳ ಕರಣದย౵  ไತ౨ ಗำ 
ಸ౭ ๏ბ๯โൽಲ౵  ಅಥ฿ ೞൽ๯โൽಲ౵  ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಎರഴ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ ಮൡ౨  ಎರഴ ಅಡ౥  
ಸ౭ ಶბಕಗಳඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಇൿ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ชಒ෽ಂൽಡ ಅಡ౥  ಸಮಯದ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳ 
ೞದನದ ෈ಂൿ฿ಜං ಈಗ කโ ಈ ไತ౨ ವඝ౬  ෮ದಲ ไತ౨ ದ ಕഷಡ ಚยಸฤ ඩ౳ ฏ෗๭ದฉ, ಈ ชಒ෷ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  
๳ฆತ౨ ං, ಉർಹರൕಡ, ಄ಂದ౳ අಂൽಡ ಈ ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ಄ಂದ౳ ದ ಅඝ౬  ಚย๭ದฉ, කโ ಈ ෈ಂൿವඝ౬  ಇย౵  c2 c2 
ຂಳฤ ಅವ౽ಶ ඛೕഴ൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ඛคೕ౾౹ ಸมಜං. ไತ౨  ๭ ಎರഴ ಈ คೕൟ ಇರ෎౽ದ ಎರಡඡ ไತ౨  ಮൡ౨  ಇൿ ຄಸ 
෈ಂൿ ๭ ഗ ಅเූಜ౲  ಎಂൿ ຂูೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಆ ๸ದಭბದย౵  කโ ಆຉ ಅಡ౥  ౽ෳ ಅඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ  ಸ౭ ಶბಕಗಳ ෬ว ಈ คೕൟ ಆಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ 
ೞದನದ ෈ಂൿ฿ಜං, ಅൿ ಇඞ౬  ๳ฆವ ชಒಯ ෬ว ಇฆತ౨ ං, ಆದฉ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ชಒಯ ෬ว ಇඞ౬
ಇฆತ౨ ං ಆದฉ ಎರഴ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ ಅโಗಳ ನഴเನ ಆೕನವඝ౬  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ. ಆೕನ 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದฤ කโ ಈ ಆೕನವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಈಗ ಆೕನโ ಕല෫෴ಜං ಮൡ౨  කโ ෨ಂං ຄೕඈ൤ 
කโ ಏನඝ౬  ඛคೕ౾౹ ๯൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ຂูೕಣ, ಈ ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ෮ದಲ ไತ౨ ವඝ౬  ಸ౭ ๏ბ๭ದ ౘಣದย౵  ಈ ಎರഴ ಸ౭ ಶბಕಗำ 
ಬ๾๛ ಒಂඃ ಆಞತ౨ ๅ ಎಂൿ කโ ඛคೕ౾౹ ๯൤౨ ೕๅ  ಒಂൿ ಏಕ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෮ದಲ ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ๼ಂൟฆಜದฉ ಆຉ ඛಜ฿ಜ෸ ๼ಂൟฆಗಬ๾ൿ ಎಂൿ ඣೕಡฤ ಮൡ౨  เ๕ಷ฿ಜ 
කโ ಎರഴ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಪഷ෷฿ಗ කโ ಆຉ කโ ಈ ඛൽბಷౣ  ౽౷ റ౳ ഔಋ 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ຂัංโ  ಇั೦คಡ ಎರഴ ಅຉ ෎ฆಗำ ಅຉ ಎಂ ಒඨ ಮൡ౨  ಎಂ ഖ ಎಂಬ 
ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗำ ಇฆತ౨ ๅ ಆದฉ ඦತರ කโ ඣೕഴโൿ ಇย౵ ಂದ කโ ಅದඝ౬  ಈಗ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಎರಡචಯ ไತ౨ โ
෮ದಲ ไತ౨ ವඝ౬  ෨ഔౣ ർಗ කโ ಇย౵  ಎರഴ ಸ෥ನ ෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ౽౷ റ౳ ഔಋ ಸ෦ೕಕರಣโ ಎರഴ ಸ෥ನ ෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං ಅಂದฉ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  
ಸ౭ ಶბಕ ෥ತ౳  ಇฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಅದඝ౬  ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ඣೕಡฤ කโ ෈ಂൿเನ ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  චನඪ๭ಆಂಡฉ ಛ෥ ಅಲ౭ เฃಮ ഷมౣ  p 
ಅย౵  ಛ෥ ಮൡ౨  ഷมౣ ವඝ౬  ಈ ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗัಂದ ඛೕಡมಜං ಮൡ౨  කโ ಈ ඛൽბಷౣ  ಚൡෙბಜ 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ൤ฉದฉ ಸ౷ ಲ౭  ಸರัೕಕರಣโ ನಮಡ ಈ ಚൡෙბಜ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං  කโ ಪഷ෷โൿ m 
ವಗბವඝ౬  ಚದರ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ಛ෥ ๸තಣბ ೓ಕ ೯൤ಡ 2 ಡ ෭ನ๺ ಛ෥ ෭ನ๺ r 1 x 1 m x 1 y 1 
ഷมౣ  ೯൤ಡ ಚದರ ෭ನ๺ ෭ನ๺ ഷมౣ  ๲ౙ ౷ ೕฑ ಇൿ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං r 1 y 1 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಚൡෙბಜ ಸ෦ೕಕರಣ฿ಜං  කโ ಇย౵ ಂದ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಎಂൿ කโ ಇದඝ౬  ಇย౵ ಡ ൤ಡൿಆಳ౶ ෎ಀ 
ಮൡ౨  ඦತರ ඛಯಮಗಳ ಷಫยಂ಩ ಅඝ౬  ෥ಡ෎ಀ ಮൡ౨  ಇൿ ඛಮಡ ๭ಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ඩ෵ಂഡ p 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಈ ๭౩ ൟಯඝ౬  කโ ඣೕഺೕಣ කಟ౾ೕಯ ಸ෦ೕಕರಣโ ಸ෥ನ ෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ൞ರತಮ౲ โ 0 ಆಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  ൞ರತಮ౲ โ 4 คಂದ ෭ನ๺ ಛ෥ ๸තಣბ ೓ಕವඝ౬  ෭ನ๺ x 1 y 1 y 1 
ഷมౣ  ๸තಣბ ೓ಕ ෭ನ๺ 4 ෇ค ಚದರ ෭ನ๺ ಆಜದ౪ ฉ ෥ತ౳  ಸ෥ನ ෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං  ಒಂൿ r 1 x 
෭ನ๺ ಛ෥ ๸තಣბ ಚದರ ෇ค ಒಂൿ ಚದರ ෭ನ๺ ಒಂൿ ෭ನ๺ ഷมౣ  ๸තಣბ ೓ಕ ಮൡ౨  ನಮಡ ಇൿ r y 
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๒ನ౲ ฿ಜರ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ಸ౭ ಶბಕಗಳ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳ ೞದನದ ෈ಂൿเನ ಛ෥ ಮൡ౨  ഷมౣ  ඛඃბ๎ಂಕಗำ ಈ 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๭ದฉ ෥ತ౳  ಅൿ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๯ತ౨ ං ಇൿ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  
ຄಂൽฆತ౨ ං ಆದฉ කโ ಇದඝ౬  ಮತ౨ ๠ౣ  ಸರಳತั๭ದฉ ෮ದಲ ไತ౨ ದ ൟ౳ ಜ౲ โ ๒ನ౲ ฿ಜರದ ౽ರಣ කโ 
ಪഷ෷โൿ ಏචಂದฉ කโ ೓ಕವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ r 1 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๭౩ ൟ෷ ಯ ๭౩ ൟ฀൤෻ ಇฆತ౨ ං 1 ೓ಕโ ෭ನ๺ ಛ෥ ๸තಣბ ೓ಕ ಮൡ౨  ෭ನ๺ r x 1 y1 
ഷมౣ  ๸තಣბ ೓ಕ ಆದฉ ಇൿ ಏඝ ຂำൟ౨ ං ಮൡ౨  ඛೕโ ಈ ඀ರವඝ౬  චನඪ๭ಆಂಡฉ ಈ ಅಂತರโ ෈ಂൿเನ 
ನഴเನ ಅಂತರವඝ౬  ຄರൡಪല๭ ෎ชඞ ಅಲ౵   ෈ಂൿ s p 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಇย౵  ෈ಂൿ฿ಜං p 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಅಂತರโ ಮൡ౨  ಄ಂದ౳ ದ ನഴเನ ಅಂತರವಲ౵  ಒಂൿ p c 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ೓ಕ pc 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ೓ಕ pc 
ಆದ౪ คಂದ ෩ಲේತ฿ಜ ಇൿ ๰೉๯ವ เಷಯๅಂದฉ ಅൿ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං  
ඪ๭ ಒඨ ಆಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  ෥ತ౳  ಆฑ ಒඨ ಆಜದ౪ ฉ ෥ತ౳ , ಅಂದฉ ಈ ಎರഴ ෇เಗಳ ೞದನದ ෈ಂൿเನ ನഴเನ ಅಂತರโ 
ಈಗ ಈ ๸ದಭბದย౵  කโ ಄ವಲ ಒಂൿ ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ කโ ಒಂඃ ಒಂൿ ๬෥ನ౲ ವඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ  
ഓ౲ ಂ೬ಂഡ ಎರഴ ವಲಯಗಳඝ౬  ๳ฆವ ชಒ෽ಂൽಡ ಆ ಸ౭ ಶბಕ ෈ಂൿโ ෮ದಲ ไತ౨ ದ ಮಧ౲ ූಗൽಂದ ಆ ෈ಂൿเನ 
ಅಂತರโ ಒಂർಜං, ಇದರ ෩ಲේತ฿ಜ ಅಥბๆචಂದฉ, ಈ ෈ಂൿโ ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಅದರ ෬ว ಇං  ෮ದಲ ไತ౨ โ r 
෮ದಲ ไತ౨ ದ ๯ತ౨ ಳ൤ಯย౵ ං 
ಆದ౪ คಂದ ෩ಲේತ฿ಜ කโ ൧ೕค๭ฆโൿ ಏචಂದฉ  , ಆ ๬෥ನ౲  ഓ౲ ಂ಩ ನ ೞದನದ ෈ಂൿเർ౪ ಗ ෥ತ౳  කโ 
ಒಂඃ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ຄಂൽฆ൤౨ ೕๅ ඣಂൽಡ ನ෩ൽ๭ uh 
ಆದ౪ คಂದ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ඡರ ชಒ෽ಂൽಡ ಆ ඛൽბಷౣ  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದ ೞದನದ ෈ಂൿโ ಎರഴ 
ไತ౨ ಗಳ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ೞದನದ ෈ಂൿโ ไತ౨ ದ ๯ತ౨ ಳ൤ಯ ෬ว ಇฆತ౨ ං p 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ ഓ౳ ನ౺ ౷ ๺ბ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං pc r 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಄ವಲ ಒಂൿ ෩ಲವඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ ಇฆತ౨ ං ಅಥ฿ 
෩ಲේತ฿ಜ ಎರവ ෎ฆಗำ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಆ ಪค๭౩ ൟಯย౵  කโ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಆ ๸ದಭბದย౵  කโ 
ೞದನದ ෈ಂൿವඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ  ಇದರย౵  ಈ ಏಅಕ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕโ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ๳ฆವ ชಒ෽ಂൽಡ ෥ತ౳  p 
ೞದನದ ඛൽბಷౣ  ෈ಂൿโ ไತ౨ ದ ๯ತ౨ ಳ൤ಯ ෬ว ಇฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ ಇൿ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං ಏಃಂದฉ ಇൿ ಎರവ
ವಲಯಗัಡ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං ಅಂದฉ ಇൿ  ಈ ชಒ෷ ಎರಡඡ ไತ౨ ಃౙ  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං ಮൡ౨  ෨ಂං ಈ ෈ಂൿ p 
ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ඡರ ชಒಯย౵ ං ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං. ಈ ชಒಯඝ౬  ಮತ౨ ๠ౣ  ಉ൞౭ ൽ๭, ಅಂದฉ ಈ ಆೕನโ 
90 ലಜ౳ ಗಳ๠ౣ  ಎರಡඡ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ โ ಈ ๬ยನย౵  ಎส౵ ೕ ಇರ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ಎರಡඡ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ โ ಈ ชಒಯ ෬ว ಇರ෎ಃಂൿ ನಮಡ ൟัൽං, ಅದඝ౬  කโ ෩ಲ൫ ಉ൞౭ ൽ๯൤౨ ೕๅ p
ඣಂൽಡ ಒಂದඝ౬  ೲഔ෴ಜ ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಅದඝ౬  ಮತ౨ ๠ౣ  เಸ౨ ค๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಎರಡචಯ ไತ౨ ದ c 
ಎರಡචಯൿ ಈ ๬ยನย౵  ಅದರ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ຄಂൽರ෎ಀ ೯൤ಡ ಇย౵  ෮ದಲ ไತ౨ ಃౙ  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜฆವ ಅඃ ඡರ 
ชಒ෷ ಸಹ ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං.  ಎರಡඡ ไತ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಎರಡඡ ไತ౨ ದ  ಮಧ౲ ූಗൽಂದ ಈ ಸರಳ ชಒಯ ಕല෫ ಅಥ฿ ಕඛಷ౤  ಅಂತರโ ಎರಡඡ ไತ౨ ದ ಮಧ౲ ൽಂದ ඡರ
ชಒಡ อಬ฿ಜರ෎ಀ ಆದฉ อಬ฿ಜฆವ ชಒ෷ ಈ ชಒಯ ූಗ฿ಜං ಇൿ ෩ಲಕใ ๻ൿຄೕಞತ౨ ං ಮൡ౨  p 
ಆದ౪ คಂದ ಎಂ්ൿ ෈ಂൿ ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜං ಎಂ්ൿ ෩ಲේತ฿ಜ ಎರಡඡ ไತ౨ ದ ๯ತ౨ ಳ൤ಯ ෬ว p p p 
ಇರ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ คೕൟಯ ಪค๭౩ ൟಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಈಗ ನಮಡ ൟัൽං ಈ ෈ಂൿ ಎರവ ไತ౨ ಗಳ ෬ว p 
ಇฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბ ಬಲದ ෬ว ಇฆತ౨ ං ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಎರവ ವಲಯಗำ ಈಗ ಇๅ ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜං ಏಃಂದฉ ಈ ෈ಂൿโ ಎರവ ವಲಯಗಳ ෬ว 
ಮಲಜฆโದคಂದ ಈ ෈ಂൿโ ಎರಡ ౙಁ  ๬෥ನ౲ ฿ಜං ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜං  ไತ౨ ಗำ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಎರവ ವಲಯಗำ ඛಜ฿ಜ ಈ ງತದย౵  ෥ತ౳  ಸ౭ ๏ბ๯ൟ౨ ๅ ಮൡ౨  ಅโಗำ ೞൽ๯โൽಲ౵  ಏಃಂದฉ ಅโಗำ 
ೞದಕ฿ಜದ౪ ฉ ಅಂತಹ ಒಂൿ ೞದಕ ಇದ౪ ย౵  කโ ಈ ಪค๭౩ ൟಯඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ කโ ෴โದඞ౬  ຄಂದฤ ๬ಧ౲ เಲ౵
 ഓ౳ ನ౺ ౷ ๺ბ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಪค๭౩ ൟ෷ ෩ಲේತ฿ಜ ๸ಭเ๯ತ౨ ං කโ ಇย౵  ຄಂൽฆವ ౽౷ റ౳ ഔಋ ಸ෦ೕಕರಣโ ෴โඃ ජಜ 
෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ෮ದಲ ಪ౳ ಕರಣโ ಎರഴ ජಜ ෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ ಅൿ ಎರഴ ජಜ ෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ ಅൿ 
ಎರഴ ไತ౨ ಗำ ಇಲ౵ ൽฆವ ෮ದಲ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං ಎರಡඡ ಸඛ౬ ๆಶವඝ౬  ಸ౭ ๏ბ๯โൿ ಅಥ฿ ೞൽ๯โದඝ౬  කโ ಈಗ 
෥ഴൟ౨ ං౪ โ, ಅย౵  ಈ ಚൡෙბಜ ಸ෦ೕಕರಣโ ಄ವಲ ಒಂඃ ෩ಲವඝ౬  ຄಂൽං 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ๸ಭเ๭ർಗ ಈ ಎರവ ವಲಯಗำ  ว๺ ಒಂඃ ෈ಂൿเನย౵  ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๯โದඝ౬  ඛಖರ฿ಜ 
ಸ౭ ๏ბ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಅโಗำ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ๅ, ඦತರ ไತ౨ ದ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ โ c 2 

ಕഷಡ ಚย๭ದฉ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ൿ ಈ ඛൽბಷౣ  ౽౷ റ౳ ഔಋ ಸ෦ೕಕರಣโ ಡ ෴โඃ ජಜ c 1 m 
ಪค๻ರಗಳඝ౬  ຄಂൽฆโൽಲ౵  ಮൡ౨  ಅದ౽ౙ ಜ෻ ಈ ๸ದಭბದย౵  ෴โඃ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ ಇฆโൽಲ౵ , ಇൿ 
ಎರಡඡ ๸ದಭბದย౵  ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ ಇฆ฿ಗ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಉഴ๼ല෷โൿ ൡಂ෇ ๯ಲಭ  ಈ 
ඛൽბಷౣ  ഓ౲ ಂ೬ಂഡ ನ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮ൧౨ ෫౱  ෥ಡ෎ಀ ಆຉ 
ಆದ౪ คಂದ ෩ಲේತ฿ಜ කโ ಄ವಲ ಎರഴ ಸ౭ ಶბಕಗಳඝ౬  ຄಂൽฆโൽಲ౵  කโ ಄ವಲ ಒಂൿ ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  
ຄಂൽฆ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಸ෦ೕಕರಣโ ಈ ಏಕ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ ഷมౣ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  ಆಜ y m x
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෭ನ๺ ಛ෥ ಆಜದ౪ ฉ ಎಂ්ൿ ಆ ౽౷ റ౳ ഔಋ ಸ෦ೕಕರಣದ ಸ෥ನ ෎ฆಗಳ ෰ಲ౲ ฿ಜං m 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಄ವಲ ಈ ಏಅಕ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං ಮൡ౨  ಸಹಜ฿ಜ ຂಡ ಇ ನಮಡ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳඝ౬  w  
ඛೕലದฉ කโ ຂูೕಣ ಮൡ౨  ನಮಡ ಆ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ඛೕലದฉ ನಮಡ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  
෥ತ౳  ඛೕಡมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ ಅൿ ๸ಭเ๯ವ ಒಂൿ ๭౩ ൟ෻ ಅಥ฿ ಎಂ්ದඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ ನಮ౱ ඝ౬  
಄ಳมಞತ౨ ං. ಪค๭౩ ൟ ಎರഴ ಆಞൟ౨ ං෻ 
ಆದ౪ คಂದ ಷರൡ౨  ಒಂದ౽ౙ ಜ කโ ຂัං౪ โ ಅൿ ಄ಂದ౳ අಳಜನ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರವඝ౬  ಉഴಆำ౶ ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ๼ೕಜൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಇย౵  ಒಂൿ ಷರൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಇൿ ಪ౳ ಕರಣ ಎರഴ ಮൡ౨  ಇൿ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං ಒಂದರย౵  ಎರഴ ไತ౨ ಗำ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბಸං ಅಥ฿ 
ೞൽ๯ൟ౨ ಲ౵  ಮൡ౨  ಈ ๸ದಭბದย౵  ಒಂದಃౙ  කโ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ඛೕലದฉ ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ කโ ಄ಂದ౳ ದ
ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ ಎಂൿ ຂัං౪ ೕๅ  ಈ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ๬෥ನ౲  ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ 
ൟ౳ ಜ౲ ದ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಉഴ๼ല෵ค ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಏඝ ෥ಡಬ๾ൿ ಎಂದฉ කโ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ 
ಅಂತರವඝ౬  ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರโ ๸ಭเ๭ದฉ  ಇൿ ๸ಭเ๭ದย౵  ൟ౳ ಜ౲ ಗಳ 
෮ತ౨  ಅಥ฿ ൟ౳ ಜ౲  ಅಥ฿ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ෮ತ౨ ౾ౙ ಂತ ಕഖౣ ඛഓౣ ಜ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං , ಎರഴ ವಲಯಗำ ಪರಸ౭ ರ 
ಸ౭ ๏ბ๯โൽಲ౵  ಅಥ฿ ೞൽ๯โൽಲ౵  ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಞತ౨ ං ಆದฉ ಅൿ ๸ಭเ๭ದย౵  ಎರഴ ವಲಯಗಳ ನഴเನ 
ಅಂತರโ ಎರഴ ಇൿ ඛಖರ฿ಜ ಆฑ ಒඨ ಪ౵ ๺ ಆฑ ഖಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಮൡ౨  ನನ౬  ಪ౳ ౽ರ ไತ౨ ಗಳ ಎರഴ 
ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ඛೕലದฉ කโ ಄ಂದ౳ ದ ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  ๯ಲಭ฿ಜ ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ඀ರವඝ౬  ๯ಲಭ฿ಜ ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಎಡූಗವඝ౬  ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಸಹಜ฿ಜ ನಮಡ ൟัൽฆವ ไತ౨ ಗಳ ಸ෦ೕಕರಣโ ಅโಗಳ 
ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  කโ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ๳คಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಇๅರവ ඛಖರ฿ಜ ಸ෥ನ฿ಜದ౪ ฉ කโ ಄ವಲ ಒಂൿ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  
ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ຄಂൽฆವ ๸ದಭბದย౵  කโ ಎರറಜං౪ ೕๅ ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽං ಆದฉ ಎರಡರย౵  කโ ಇඞ౬  ಎರഴ 
ඡರವඝ౬  ຄಂൽฆ൤౨ ೕๅ  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ ಮൡ౨  ඡರ ౽౷ ಂಟෳ ಸ౭ ಶბಕಗಳ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಉഴ๼ല෷โൿ 
ಒಂൿ ๸ದಭბದย౵  ಒಂඃ ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ಈಛಗศ ಸ౷ ಲ౭  ಚ೉ბ๭ದ ෩ರඡ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ෩ರඡ ಪ౳ ಕರಣ ಅย౵  ไತ౨ ಗำ ಪರಸ౭ ರ ೞൽ๯ತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ ไತ౨ ಗำ ಒಂದಆౙ ಂൿ ೞൽ๭ದฉ, ෮ದಲචಯർಜ ಅโ ඛಜ฿ಜ ಪರಸ౭ ರ ೞൽ๯ൟ౨ ๅ ಎಂൿ කโ ຂಡ 
ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಮ൧౨ ෫౱  ಈ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ಎರഴ ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ඛೕഴ൤౨ ೕๅ ඀ರವඝ౬  c one c 
ಉഴ๼ല෷൤౨ ೕๅ  ಎರഴ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರ ಮൡ౨  කโ ไತ౨ ಗಳ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ಸಹ ಉഴಆำ౶ ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ๭ ಒಂൿ ๭ ಎರഴ ಆฑ ಒඨ ಪ౵ ๺ ಆฑ ಎರಡ౾ౙ ಂತ ಕല෫෵ದ౪ ฉ ಅൿ ಄๺ ಒಂದಲ౵  ಅಥ฿ ಄๺ ಎರಡಲ౵  ಎಂൿ
ಸ౭ ಷౣ ฿ಞತ౨ ං ಆದฉ කโ ಎರಡඝ౬  ຄಂದಬ๾ൿ  ಇൿ ๸ಭเ๭ದฉ ๬ಧ౲ ൤ಗำ ಇൿ ๸ಭเ๭ದฉ ಮ൧౨ ಂൿ ๬ಧ౲ ൤ 
๼ೕಜರಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ๭ ಒಂൿ ಇย౵ ං ๭ ಎರഴ ಇං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ೉ಕౙ  ไತ౨ ฿ಜං ಮൡ౨  ಇൿ අಡ౥  ไತ౨ ฿ಜං අಡ౥  ไತ౨ โ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ຄಂൽං ๭ ಒಂൿ ೉ಕౙ  
ไತ౨ ฿ಜං ๭ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ຄಂൽං ಅಥ฿ ಸಣ౧  ไತ౨ โ ಒಳಜඛಂದ අಡ౥  ไತ౨ ವඝ౬  ಸ౭ ๏ბ๯๋ತಹ 
ಪค๭౩ ൟಯඝ౬  කโ ຄಂದಬ๾ൿ, 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಪ౳ ಕರಣൽಂದ ಈ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ຂಡ ಪ౳ ൤౲ ೕ౾ಸಬ๾ൿ ๸ದಭბಗಳย౵  කโ ຂಳಬ๾ർದ เಷಯๅಂದฉ
ไತ౨ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರโ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಎರಡರ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಜಂತ ກ೉౞ ದ౪ ฉ ಅൿ ๼ೕಜರ෎ಀ ಏಃಂದฉ ಏකಞತ౨ ං r r 
ಎಂದฉ කโ ಈ ෩ರඡ ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ຂಡ ීൽං౪ ೕๅ ಆຉ ෩ಲ൫ ಈ ೉ಕౙ  ไತ౨ ವඝ౬  ಈ ชಒಯ ಉದ౪ ౙಁ  ಚย๯โൿ 
ඛಮಡ ൟัൽං , 
ಆದ౪ คಂದ ෮ದฤ ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ಎส౵ ೕ ಇย౵ ൡ౨ , 
ಆದ౪ คಂದ ಅโಗำ ಒಂർಗยೕ ෨ಟౣ ං ೞൽಸದ ๸ದಭბದย౵  ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ಎส౵ ೕ ීൿ ಇย౵  ಮൡ౨  ಇย౵ ಡ ීൽൡ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಎರഴ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං  ಇൿ ಄๺ ಒಂർಜൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಎರഴ ๸ದಭბದย౵  ಅൿ ಄ವಲ ಒಂൿ ງತದย౵  අಡ౥  ไತ౨ ವඝ౬  ඛಖರ฿ಜ ಸ౭ ๏ბ๯ൟ౨ ൡ౨  ಮൡ౨  ඦತರ ඛೕโ
ಈ ไತ౨ ವඝ౬  ಇย౵ ಂದ ಇย౵ ಡ ಮൡ౨  ඦತರ ෨ಂದಃౙ  ಸค๭ದฉ ಘലತ฿ಜ෸ කโ ෩ฆ ಪ౳ ಕರಣಗಳย౵  ಅโ 
ೞൽ๯฿ಗ ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಆಜං౪ ೕๅ ಅದඝ౬  ෨ಂං ಸค๭ කโ ಈ ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ಬฆ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ෨ಂං ಸค๭ದง ಸಹ කโ ඛಜ฿ಜ ಈ ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ಬฆ൤౨ ೕๅ ಅย౵  ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ಈ คೕൟಯർ౪ ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  ೉ಕౙ  ไತ౨   ฿ಸ౨ ವ฿ಜ ಒಳಜඛಂದ ඛೕย ಬಣ౧ ದย౵  අಡ౥  ไತ౨ ವඝ౬  ಸ౭ ๏ბ๯ൟ౨ ං le 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ಆಂತคಕ฿ಜ ಸ౭ ๏ბ๯ൟ౨ ං ಆದฉ ಈ ๸ದಭბದย౵  ඛೕโ ඣೕലದฉ ಇൿ ಒಂൿ ಇൿ ಎರഴ r r 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ෩ಲ൫ ಈ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಇൿ ಆಜං  1 ಮൡ౨  ಇൿ ಅಥ฿ කโ ಅದඝ౬  ಪ౳ ൤౲ ೕಕ฿ಜ r r 2 
๲ึಯಬ๾ർದฉ ಇൿ ೉ಕౙ  ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ ฿ಜං ಎರഴ c one c 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂൿ ಮൡ౨  ಇൿ ಎರഴ r r 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರโ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಎರഴ ಮൡ౨  කโ  ಄ವಲ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  r r 
൤ಡൿಆ ౶ั  ಏಃಂದฉ ಇย౵  කโ ಒಂൿ ಜಂತ අಡ౥ ർಜං ಎಂൿ ූเ๯൤౨ ೕๅ ಆದฉ ಅൿ ෎ฉ คೕൟಯย౵ ರಬ๾ൿr r 2 

ಆದ౪ คಂದ කโ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ෎౽ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ೉ಕౙ ർಜದ౪ ฉ ಅൿ ඛಮಡ ൟัൽං  ಆຉ ಈ ಪ౳ ಕರಣ ๸ಭเ๯ವವฉಡ ๲ಂಟฑ ಹൟ౨ ರ ಬฆತ౨ ศ ಇฆತ౨ ං c2 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಪ౳ ಕರಣ ๸ಭเ๭ർಗ ඀ರದย౵ ฆವವฉಡ කโ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಒඨ ෭ನ๺ ಆฑ ಎರಡರ c1 c2 r 
෮ೕി ๭ ಒඨ ๭ ഗ ກ೉౞ ದ౪ ฉ ಇದ౾ౙ ಂತ ಈ ෰ಲ౲ ౾ౙ ಂತ ກ೉౞ ದ౪ ฉ ಸಕბฯ ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಞತ౨ ං ಇ ಆಂತคಕ฿ಜ 
ಸ౭ ๏ბ๯โൽಲ౵  ಇൿ ೉ಕౙ  ไತ౨ ฿ಜං ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ಈ คೕൟಯർ౪ ಜං 
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ಆದ౪ คಂದ කโ ಈಗ ಈ ไತ౨ ವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರโ ෮ದฤ ಒಂದ౾ౙ ಂತ ಕല෫෵ฆತ౨ ං.  ೯൤ಡ ಆฑ r 
ಎರഴ ಆದฉ ಇൿ ಆฑ ಒඨ ಮൡ౨  ಆฑ ಎರಡರ ನഴเನ ๸තಣბ ವ౲ ൞౲ ಸ౾ౙ ಂತ අಡ౥ ർಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಆ ๸ದಭბದย౵  කโ ຄಂൽฆโൿ ಏචಂದฉ ಎರഴ ವಲಯಗำ ಪರಸ౭ ರ ೞൽ๯ತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ಈ คೕൟ ಇฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಅโ ೞൽ๯ತ౨ ๅ  ඛಖರ฿ಜ ಎರഴ ෈ಂൿಗಳย౵  ಮൡ౨  ಸಹಜ฿ಜ ಈ ๸ದಭბದย౵  ಆಗ ಏකಞತ౨ ං ಎಂದฉ 
෴โඃ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ ಇฆโൽಲ౵  ಏಃಂದฉ ಏකಞತ౨ ං ಎಂದฉ ಎರവ ෎ฆಗำ ඛಜವಲ౵ ದโ ಆದฉ කโ 
ಇඞ౬  ಎರഴ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅದರ ಸ෦ೕಕರಣโ ಇರಬ๾ൿ ಒಂൿ ๸ದಭბದย౵  ಬಳ๭ದ 
เඋನಗಳඝ౬  ಬಳ๭ಆಂഴ ಮ൤౨  ಉഴීൽං ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಎರഴ ವಲಯಗำ ಆಂತคಕ฿ಜ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๯ವ 
๸ದಭბವඝ౬  කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ೉ಕౙ ർದ ಮಧ౲ ූಗವඝ౬  ಚย๭ದฉ ไತ౨ โ ಒಂದಃౙ  ಇඞ౬  ಹൟ౨ ರದย౵ ං, ah c 
ಆದ౪ คಂದ ๼ಂൽನ ๸ದಭბದย౵  කโ ಈ ಪ౳ ಕರಣ 2 ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ, ಅย౵  ೉ಕౙ  ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ โ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ 
ಅಂತರโ ೯൤ಡ ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಈ ไತ౨ ವඝ౬  ಸค๭ං౪ ೕๅ ಄ಂದ౳ ಗಳඝ౬  ๳ฆವ ಅඃ ชಒಯ r 1 r 2 a  
ಉದ౪ ౙಁ  ಸ౷ ಲ౭  ಹൟ౨ ರದย౵ ං 
ಆದ౪ คಂದ ไತ౨ โ ಄ಂದ౳ โ ಈ ງತಃౙ  ීൽൡ ಮൡ౨  ไತ౨ โ ಈ คೕൟಯർ౪ ಜൡ౨  ಈ ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ๼ೕಜൡ౨  ಮൡ౨  ಇൿ 
಄ಂದ౳ ฿෵ൡ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಈ ಪ౳ ಕರಣದย౵  ෩ฆ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං  ಅโ ೞൽ๯ൟ౨ ฆโದඝ౬  කโ ಈಛಗศ ඣೕലං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಎರഴ 
ไತ౨ ಗำ ಎರഴ เ෗ನ౬  ෈ಂൿಗಳย౵  ೞൽ๯ತ౨ ๅ ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಈ ಸ ౲ಁ ბഡ ಅඝ౬  ಮತ౨ ๠ౣ  ಚย๭ದฉ ಈ ไತ౨ ದ c2 
ನ ಮಧ౲ ූಗโ ಅඃ ชಒಯ ಉದ౪ ౙಁ  ಕഷಡ ಎರಡඡ ไತ౨ ವඝ౬  ಸ౭ ๏ბ๯ವ คೕൟಯย౵  ಸ౭ ๏ბ๯ತ౨ ං  ಆಂತคಕ฿ಜ c1 
෮ದಲ ไತ౨  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎರಡඡ ไತ౨ ವඝ౬  ಅ൵ბ๭ಆำ౶ โൿ ෩ಲේತ฿ಜ ๲ಂಟฑ ಅඝ౬  ಅಂತಹ คೕൟಯย౵  ຄಂൽං c2 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ๲ಂಟฑ ಆಜฆವ คೕൟಯย౵  ಈ ಃಂඬ ไತ౨  ೉ಕౙ  ไತ౨  ಮൡ౨  අಡ౥  ෋౵   ไತ౨ ವඝ౬  ඛಖರ฿ಜ ಈ c2 e 
ງತದย౵  ಸ౭ ๏ბ๭ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ෈ಂൿโ ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಮൡ౨  ನഴเನ ๸තಣბ ವ౲ ൞౲ ಸಃౙ  ಸ෥ನ฿ർಗ p c 1 c 2 r one r two 
෥ತ౳  ಇൿ ๸ಭเ๯ತ౨ ං ಏಃಂದฉ ಇൿ ಒಂൿ ಇൿ ಄ಂದ౳ ದย౵  ಎರഴ ೉ಕౙ  ไತ౨ โ ෮ದಲ ไತ౨ ದ ಮಧ౲ ූಗಃౙ  r n r 
ಹൟ౨ ರ ಬฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಆຉ ಈ ๭౩ ൟಯඝ౬  තซ๯ವವฉಡ ಈ ๭౩ ൟಯඝ౬  ൣඪ౨ ಪല๭ದ ౘಣದย౵  ಎರಡඡ ไತ౨ โ ಈ ๸ಪಕბದ 
ಏಅಕ ෈ಂൿเನย౵  ಆಂತคಕ฿ಜ ෮ದಲ අಡ౥  ไತ౨ ವඝ౬  ಸ౭ ๏ბ๯ತ౨ ං ಎಂൿ කโ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜ ඣೕಡಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಆp 
๸ದಭბದย౵  ಒಂൿ ๬෥ನ౲  ഓ౲ ಂ೬ಂഡ ಇฆತ౨ ං ಒಂඃ ಒಂൿ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ ಮൡ౨  ಇൿ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  ෴โඃ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ ಇฆโൽಲ౵  ಄ವಲ ಒಂൿ ಇฆತ౨ ං ಄ವಲ ಒಂൿ ಅನನ౲  
ඡರ ๬෥ನ౲  ෥ತ౳  ಇฆತ౨ ං  ಸ౭ ಶბಕ ಮൡ౨  ಅದರ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಉഴ๼ല෷โൿ ൡಂ෇ ಕಷౣ ವಲ౵ , 
ಆದ౪ คಂದ ෩ಲේತ฿ಜ කโ ๼ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵  ඣೕലದ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಃౙ  เ๔౵ ೕಷൕಯඝ౬  ಮ൤౨  
ಬಳಸ෎౽ಞತ౨ ං. ෮ದಲ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ඛೕโ චನඪ๭ಆಂಡฉ, 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๲౵ ೖി  ಎರഴ ไತ౨ ಗำ ೞൽಸದ ಅಥ฿ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბಸದ ๸ದಭბದย౵  ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბದ ಇั೦คನ ෦ೕ
ಅඝ౬  ಉഴ๼ല෷โದ౽ౙ ಜ ಈ ๲౵ ೖി ಆಜൡ౨ .  ನย౵  ౽౷ റ౳ ഔಋ ಎರഴ ෎ฆಗัฆತ౨ ๅ ಎಂൿ කโ ຂัർಗ ಈ m 
කಲౙ ඡ ಪ౳ ಕರಣದย౵  ಈ කಲౙ ඡ ಪ౳ ಕರಣದย౵  ไತ౨ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರโ ൟ౳ ಜ౲ ದ ನഴเನ ๸තಣბ ವ౲ ൞౲ ಸ฿ಜದ౪ ฉ ಆ 
๸ದಭბದย౵  ඛಜ฿ಜ ಏකಞತ౨ ං ಎಂದฉ ಈ ಚൡෙბಜ ಸ෦ೕಕರಣโ ಄ವಲ ಒಂൿ ෩ಲವඝ౬  ෥ತ౳  ຄಂൽฆತ౨ ං  
ಒಂඃ ಒಂൿ ජಜ ෩ಲโ ಒಂඃ ಒಂൿ ජಜ ෩ಲವඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං , ಇದರಥბ ಒಂඃ ಒಂൿ ඡರ฿ದ ๬෥ನ౲  
ಸ౭ ಶბಕ ಇฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಅದರ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ๯ಲಭ฿ಜ ಉഴ๼ലಯಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ෈ಂൿเನ ඛඃბ๎ಂಕಗำ ಆม౮  ಮൡ౨  ෈ೕഓ ಆಜฆತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಆม౮ ದ ෰ಲ౲  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಆม౮ ದ ෰ಲ౲ ฿ಜං ಮൡ౨  ෈ೕഓ ౽౲ ඨ ಅඝงಪ฿ಜ ຄೕฤತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಆม౮  ෭ನ๺ คಂದ ෭ನ๺ ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ෈ೕഓ ಆಜฆತ౨ ං  r 1 x 2 r 2 x 1 r 1 r 2 r one y 
ಎರഴ ෭ನ๺ ಎರഴ ಒಂൿ ෬ว ಒಂൿ ෭ನ๺ ಎರഴ ಮൡ౨  ඦತರ ನಮಡ ತ൞౨ ದ ඦತರ ಈ ෈ಂൿเನr y r r ah 
ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  ൟั෵ค ಈ ඛൽბಷౣ  ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕದ ಸ෦ೕಕರಣโ ෭ನ๺ ෈ೕഓ ಆಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ y x 
ಆม౮  ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಏಃಂದฉ ನಮಡ ൟัൽං  ಈ ෈ಂൿโ ඡರ฿ದ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბದ ෬ว ಇฆತ౨ ං ಮൡ౨  m m 
ಆಜฆವ ෰ಲ౲ โ ඛಂದ ನ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಪഷ෷ತ౨ ං ಈ ౽౷ റ౳ ഔಋ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಪคಹค๯ವ ෩ಲಕ m n m 
෰ಲ౲ ವඝ౬  ಪഷ෷ತ౨ ං ಅൿ ಸ෥ನ ෎ฆಗಳඝ౬  ຄಂൽฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಎರവ ෎ฆಗำ ජಜ฿ಜฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  ಎರഴ ไತ౨ ಗำ ಆಂತคಕ฿ಜ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๯ൟ౨ ฆವ ಈ කฤౙ  
ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಸಹಜ฿ಜ ಈ ๸ದಭბದย౵  ෴โඃ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ ಇฆโൽಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ೉ಕౙ ೉ກ౬ ಗಳ ๸ಒ౲  ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ඦತರ ೉ಕౙ  ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ โ ຂำತ౨ ං  ಈ ಇඣ౬ ಂൿ 
ไತ౨ โ ๭ ಒඨ ಡ ಇನ౬ ๠ౣ  ಹൟ౨ ರಃౙ  ಚย๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಎರಡචಯ ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ โ කโ ຄಂൽದ౪  ಅඃ ชಒಯ ಉದ౪ ౙಁ  
ಅඃ ชಒಯ ಉದ౪ ౙಁ  ෮ದಲ ไತ౨ ದ ಮಧ౲ ූಗಃౙ  ൡಂ෇ ಹൟ౨ ರದย౵  ಚย๭ർಗ ಆචಯ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං. ๼ಂൽನ 
ಪ౳ ಕರಣಗำ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ๬ยನย౵  ಎರಡඡ ไತ౨ ದ ಮಧ౲ ූಗವඝ౬  ๭ ಒಂದಃౙ  ಹൟ౨ ರ ಮൡ౨  ಹൟ౨ ರಃౙ  ಚย๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ไತ౨ ಗำ ಒಂದಆౙ ಂൿ ಸ౭ ๏ბ๯฿ಗ ಇൿ ಎರഴ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං ಮൡ౨  ඦತರ ಅโ ಪರಸ౭ ರ ೞൽ๭ർಗ 
ಇൿ ෩ฆ ಮൡ౨  ಎರഴ ไತ౨ ಗำ ಆಂತคಕ฿ಜ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๭ർಗ කโ කฤౙ  ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  
ඦತರ කโ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ಇඞ౬  ෨ಂං ಚย๭ದฉ කโ ಈ คೕൟಯ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ຄಂದಬ๾ൿ, ಅย౵  ๭ ಎರഴ ಎರಡඡ 
ไತ౨ ದ ಄ಂದ౳ ฿ಜං ಇย౵  ಇൿ ಎರಡඡ ไತ౨ ฿ಜං  ಆದฉ ඦತರ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗำ ಎ๠ౣ  ಹൟ౨ ರದย౵ ๅ ಎಂದฉ ๭ ಒඨ ๭ 
ಎರഴ ൟ౳ ಜ౲ ದ ನഴเನ ൟ౳ ಜ౲ ಗಳ ನഴเನ ๸තಣბ ವ౲ ൞౲ ಸ౾ౙ ಂತ ಕല෫෵ฆತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  කโ ಎರഴ ವಲಯಗำ ೞൽ๯โൽಲ౵  ಅಥ฿ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๯โൽಲ౵  ಮൡ౨  ಎರಡඡ ไತ౨ โ 
๸තಣბ฿ಜ ಇฆತ౨ ං ෮ದಲ ไತ౨ ದ ಒಳಡ 
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ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಐದඡ ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಐದඡ ಪ౳ ಕರಣದย౵  ෴โඃ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ ಇฆโൽಲ౵  ಮൡ౨  ෴โඃ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗำ 
ಇฆโൽಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ කโ ಃಲವඝ౬  ಪคಹค๵ೕಣ ๬෥ನ౲  ഓ౲ ಂ೬ಂഡ ಗಳ ಸ෦ೕಕರಣಗಳඝ౬  ๾ഴಕฤ ಒಜ౛ ಆಂലฆವ ಸಮ๲౲ ಗำ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಪ౳ ๔౬ ಯย౵  ไತ౨ ಗัಡ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ ಄ಳมಞತ౨ ං ೓ಕ ಮൡ౨  x y 
೓ಕโ කಲౙ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ไತ౨ โ ಚದರ ೯൤ಡ ಚದರ ෭ನ๺ ಆฆ ಆಜං ෭ನ๺ ಎಂഖx y x 

ಇಪ౭ ൞౬ ಲౙ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං y 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ෮ದಲ ไತ౨  ಄ಂದ౳ ದ ඛඃბ๎ಂಕಗำ ෩ಲ ൟ౳ ಜ౲ ದย౵ ං ಎರಡඡ ไತ౨ ಃౙ  ಎರഴ ಘಟಕಗำ ಄ಂದ౳ โ ෩ฆ 
ಅಲ౭ เฃಮ කฤౙ  ಮൡ౨  ൟ౳ ಜ౲ โ ಏำ ಘಟಕಗำ ಎರഴ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರโ ಐൿ ಘಟಕಗำ ಮൡ౨  ಇൿ ಆฑ ಒඨ
෭ನ๺ ಆฑ ಎರಡರ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ, ಅൿ ಐൿ ಆಜฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ඛಖರ฿ಜ කฤౙ  ಪ౳ ಕರಣ฿ಜං, 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಃಲๆ ඛ෦ಷಗಳ ๼ಂං ಚ೉ბ๯ൟ౨ ං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಄ಂದ౳ ಗಳ ನഴเನ ಅಂತರโ ൟ౳ ಜ౲ ದ ನഴเನ ๸තಣბ ವ౲ ൞౲ ಸಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಇದರಥბ 
෩ಲේತ฿ಜ ಎರഴ ವಲಯಗำ ಆಂತคಕ฿ಜ ಪರಸ౭ ರ ಸ౭ ๏ბ๯ൟ౨ ๅ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಒಂඃ ಒಂൿ ඡರ฿ದ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕเං ෴โඃ ಅಡ౥  ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗัಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಉತ౨ ರโ ඡ  ಇൿ ಄ವಲ ಒಂൿ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბದ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ ಇದඝ౬  ๲ึ෽ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ඛඃბ๎ಂಕ ಅౘ฿ಜං ಇൿ ෮ದಲ ไತ౨ ฿ಜං ಇൿ ไತ౨  ಄ಂದ౳  ๭ ಎರഴ ಮൡ౨  ൟ౳ ಜ౲  ಎರഴ c2 r 
ಸ෥ನ ಎರഴ  ಇඣ౬ ಂൿ ไತ౨ โ ಄ಂದ౳  ๭ ಒඨ ಮൡ౨  ಏำ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ຄಂൽං, ಅದඝ౬  කඝ ಇย౵  ೉ൟ౳ ๯ൟ౨ ං౪ ೕච ಆದฉ 
ඛಸ౺ ಂಶಯ฿ಜ කโ ๸තಣბ ไತ౨ ವඝ౬  ๲ึಯฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  ಏಃಂದฉ ಇൿ ಈ ൟ౳ ಜ౲ โ ಏำ ಘಟಕಗำ ಮൡ౨  ඛೕโ 
ඣೕഴ๋൤ ಈ ಎರഴ ವಲಯಗำ ಈ ງತದย౵  ಆಂತคಕ฿ಜ ಸ౭ ๏ბ๯ತ౨ ๅ p 
ಆದ౪ คಂದ  ಅโಗำ ಄ವಲ ಒಂൿ ඡರ฿ದ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ຄಂൽൿ౪  , ๸ಪಕბದ ෈ಂൿเನ ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  
කโ ಈಛಗศ ඣೕലං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆม౮ ವඝ౬  ಒಂൿ ಏำ ෇ค ಎರഴ ಡ ಸ෥ನ฿ಜ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ r x 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಇൿ x 2 y 2 x 1 y 1 
ಆದ౪ คಂದ  ಇๅರവ 0 x 2 y 2 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  ಎರവ 0 7 ෇ค ಎರഴ ෭ನ๺ ಎರഴ ෇ค ಒಂൿ x 2 y 2 x r x 
ಆದ౪ คಂದ ಎರഴ ෇ค ෩ฆ ෩ಲಕ ಎರഴ ෭ನ๺ ౘ෦๭ ಒಂൿ ෇ค ಎರഴ ෭ನ๺ ಎರഴ ෇ค r r x r x 
ಒಂದคಂದ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಎರഴ r r 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ෭ನ๺ ಆಜ ຄರຄ෨౱ ತ౨ ං ಆฆ คಂದ ಐൿ ಮൡ౨  ಈ ෈ಂൿเನ ඛඃბ๎ಂಕโ ಒಂൿ ෇ค y r y 
ಎರഴ ෭ನ๺ ಎರഴ ෇ค ಒಂൿ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಎರഴ ෭ನ๺ ಎಂഖ คಂದ ಐൿ ಈಗ ಒ෫౱  කโ r y r r 
ඛඃბ๎ಂಕಗಳඝ౬  ൟัൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ನಮಡ ൟัൽං 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ඡರ฿ಜರย  ชಒ 
ಆದ౪ คಂದ ෨ಂං ಉ൞౭ ൽ๭ർಗ ෨ಂං ಉ൞౭ ൽ๭ർಗ ಄ಂದ౳  ಮൡ౨  ಡ ๳ฆವ ඡರ ชಒ෷ ಈ ෈ಂൿವඝ౬  c 1 c 2 
ෝഔ ෥ഴತ౨ ං ಇൿ ಎರഴ ไತ౨ ಗಳ ๸ಪಕბದ ෈ಂൿ฿ಜං ಮൡ౨  p 
ಆದ౪ คಂದ ಮൡ౨  ෨ಂං ಈ ಸ౭ ಶბಕโ ಈ ඡರඅಂൽಡ 90 ലಜ౳ ಗಳඝ౬  ෥ഴತ౨ ං ชಒ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಈ ඡರ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბದ ಇั೦ರඝ౬  ಉഴ๼ല෷โൿ ๯ಲಭ฿ಜං ಏಃಂದฉ ಈ ชಒ෷ ಈ ชಒ෵ಂದ 90 
ലಜ౳ ಗಳย౵  ಮൡ౨  ಅඝ౬  ๳ฆತ౨ ං c1 c2 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಡ คಂದ ಡ ಮൡ౨  ඦತರ  ඛೕโ ಅದඝ౬  ಮತ౨ ๠ౣ  ಉ൞౭ ൽ๭ದฉ ಅൿ ಈ ງತದย౵  c 1 c 2 c 1 c 2 
ಸ౭ ಶბಕವඝ౬  ๸ඌ๯ತ౨ ං ಈಗ ಈ ๬ยನ ಇั೦ฆ කಲౙ คಂದ ෩ฆ ಏಃಂದฉ කฤౙ  ෭ನ๺ ๵ච౬ ಯඝ౬  ෩ฆ p 
෭ನ๺ ๵ච౬ ෵ಂದ ූಜಸมಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇั೦ฆ කಲౙ คಂದ ෩ฆ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಈ ชಒಯ ಇั೦ฆ ನಮಡ ൟัൽං  ಒಂൿ ಇದ౪ ฉ ಎಂൿ  ಮ൤౨  ಎರഴ อಬ ชಒಗำ ඦತರ ಇั೦ฆಗಳ 
ಞಣಲಬ౫ โ ෭ನ๺ ಒಂൿ ಮൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಎರഴ ಡฉಡ อಬ฿ಜฆವ ಈ ๬ยನ ಇั೦ฆ ෭ನ๺ ෩ರคಂದ කฤౙ  ಆಜರ෎ಀ ಮൡ౨  ඦತರc one c 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಬฉ෷โൿ ൡಂ෇ ๯ಲಭ ಏಃಂದฉ ಅൿ  ಄ವಲ ෭ನ๺ ෈ೕഓ ಆಜฆತ౨ ං ಅൿ ෭ನ๺ y x 
ಆม౮ ൽಂದ ಞ൐๭ർಗ ಇั೦คಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ ಸ෦ೕಕರಣโ ಪ౵ ๺ 8 คಂದ 5 ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ෭ನ๺ ෩ರคಂದ කฤౙ  ෇ค ೯൤ಡ ಆฆ คಂದ ಐൿ y x 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಉಪක౲ ಸವඝ౬  ಆචತั๯൤౨ ೕๅ  ෨ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵  ಈ ๬෥ನ౲  ಸ౭ ಶბಕಗಳ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  
ಉഴ๼ല෷ವย౵  කโ ಇඞ౬  ಃಲโ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ಧನ౲ ฿ದಗำ Pru

tor
@
IIT
K




