
 ఈ ఉపߕङ సంࡹ సࡍए ङߕల߯ ఆరవ ఉప ࡽ छࣃ ړߖࣃ గతం, ࡓ ࠭࠲ంݡ సࡍए  ల ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ڕల ࡽ
ఉతओ నऒ ం ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ  ah ޶ం࠭ ۯంࠚరంߦమనం ऴ ߗڒ ࠭
గత ఉపߕङ సంࡹ మనం కవ࡛ ۯయߖࡶ అంࢡలࡹ ఒకߖ޳ऒ ࡍߪ  फ 
भ޳ۯ ం.
  ఇۨऐ న సࡍए దరज ڕ ࡽ एࡍస ߖڕ రछߖ ߖ޳ ݦవబࡱߧ ߖఅ ࡽ చړߖߕ సంబం߅ంۨన޴, 
ఇకए ڕబܽद మనڒ డ వదभ ڜంత ښంऴదం మڜ ࠾ࡍంత ࢐ङ రࣃ बంޜ ఒక వృతफం ఉందߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ఈ o 
సࡍए ఇవछ ڕమన ࡽ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఆ తࡌछ త మనం ࡍڷ ߖ޳ంۨ ఆ޳ۨࡹभ ం.
 ఈ 
వృޑफ ంటऱ ఖండన వదभ ఉనऒܐంܼ ݡంࡓ ړߖ  అߖऒ बࣃ ంటऱ࠼ߦ  నం 

ओߩۮ ߖ ݋ంܐఒక ܼం ࡹఈ సమయం ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ޴फంࣆࡱక ࡱڶऴݟ  फޑం , ఆ߯ ఈ వృ޳ంڕ 90 ړߖ
లంబంڴ ఉంݦ మࡖక ܼంܐంߘ ݋ పࡍగށంۧ࡯.
  ఈ ࠴దܽ ܼంܐంڒ ݋బܽद ఇకए డ మనڕ ఇకए డ మࡖక ܼంܐం݋ ఉందߩۮ ߖओ  ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ,ం޳ంڕ
फࣃۯ ߤࡷ ݅ ڴలంబం ړߖހర߄ࣃ ࠭ 
ओߩۮ ߖఅ ޢ ࠾ࡍమ ݋ంܐక ܼంࡖమ ޴బܽद ఇڒ फࣃࡱల వదभ కڶऴݟ  ࡱ ݋ంܐంܼ ݡంࡓ ం  ఈ޳ంڕ t 90 ,࠼
అߩओ ߯ క࣒ࡹ ల࢓޶ంࠉ ఈ ఖండన ࠭࠲ ݡ  ఆసړ फ కڵ࡯ ఉߕऒ  ښఒ ߘల ݋ంܐంܼ ݡంࡓ ఈ ޴బܽद ఇڒ ࠭
సࡍए  ,݋ం࠼ߦ ఖండన ڕ ࡽ
అޙ࠼ ܼంܐంݟ 90 ݋ऴڶ వదभ కࣆࡱफం޴ ऴపړߖ޳ޒ లంబంڴ ఉం࡯ݞ ఇతర ఇ࠼ߦ ޴ంڒ ݋బܽद అܿవంܽ p 
అߖऒ వछߖఉండ ڴ క࣒ࡹ ంటऱ࠼ߦ  ంݟ మ࠾ࡍ అܿవంܽ అߖऒ एࡍస ړߖ࢐సफ࢐ క࣒ࡹ ంటऱ࠼ߦ   ߘ ࡽ
ఏరओ యవ۪ऐۯ ڥߖబܽद మనం తڒ ޴फంࣆࡏ  ఎం޶కం݄ ఇకए డ ఈ ࠼ߦం݋ వంܽ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ఉం݄, p 
సओ షदంڴ ఈ ڝణం 90 ݟऴࡱڶ.
  ఎం޶కం݄ ఇ࠴ ޴దܽ ܼంܐంڒ ݋బܽद ఈ ڝణం ݟ  ݞږऴࡱڶ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ܼంܐంݟ  ࡱ ݋ऴڶల 90 90
వదभ కࣆࡱफߕऒ యڕࠪ ߖ అం޴ంచబݟంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఈ చࡏޔग జం ۫࣋फ ࠬࡏ ఈ oqpsoqps 
చࡏޔग ऒߖ܉  ۫࣋फ ఈ చࡏޔग జం ࡅకए ఇకए ࡱހڝ ݡ࠮  డ ఉߕऒ  ڴబܽद సహజంڒ ࡱڶऴݟ ంࠢޛ  ࠼
गࡏޔబܽद ఈ చڒ ࡯ݞఉం ࡱڶऴݟ ంࠢޛ ޴లठవߕ జం ޵ర डచޔరऴసం ޳ࡶ చޔరऴసం ڒవ۪ऐ छࡌత ߗڒ  త  
ఇకए డ మనڕ ఇవछ బݟన ࠴దܽ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ बࡌࣃ  మనం os oq ߖసࠪనం అ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ړߖ
फࣃ۫ ࠭ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఒక చޔరऴసంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߖ޵ ऴߦథࠫకంڴ అర बం ఏࠫటం݄ ఈ ޷రం ݞږ oq ps 

మڒ  ࠾ࡍబܽद ߘంݟ ఈ ࠉం࢓޶ వరڕ ఉనऒ ࡓ ݡంࡓ రం޷  ऱܿ ࡅకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనంڴ r o p r 
ఉంܿంڒ ޴బܽद అܿవంܽ ࠼ߦంڒ ݋బܽद మనం ఒకڜߖ޳కܽ లంబంڴ ఉంݦ మࡓ ࡗంݡ ܼంܐం݋ లߘ p 
తۯ ࡏ࠻యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఉ޳హరణڕ మనڕ మࡓ ࡗంݡ ܼంܐంࡱ ݋ ఉండవ۪ऐ .
  మనం ఈ సమయంࡹ ܼంܐంߖ ݋ ఇߩۮ ࡮ओ  ݋ంܐక ܼంࡖమ ݦఉం ڴలంబం ړ ݋ంܐం , ఆ߯ ఈ ܼం޳ంڕ
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ ఒక ܼంܐంߩۮ ߖ ݋ओ फࣃࡱల వదभ కڶऴݟ  ࡱ ݋ంܐంܼ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ం޳ంڕ 90 ࠼
మ࠾ࡍ మనం ఇ࡮ంܽ ࢩ࢑ ऱషణ ࣋ۯफ ఈ ࠼ߦంڝ ݋సం మనం ࣄۯన݄ऱ ఈ ࠼ߦంߖ ݋ అ޳ࡱߧ ߖभ ం p c 
ࢩ࢑ ޻బܽद మనం ఇڒ ऱషణ ࣋ۯफ, మనం ޴࣋۫ ݞږ ఏࠫటం݄ , ఇ޴ మࢁऱ ړ సࠪన࠳న ࣌ࡅ ݭకए  r 
చޔరऴసం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ మࢁऱ ఈ ޷రం సࠪనం ߘڒంࡓ 2 ޴ ऱܿ ࡅకए  వర ठ࠮లం, ఇకए డ oc r r 
ఇۨऐ న వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ڒబܽद మనం ۫࣋޴ ఏࠫటం݄ , ޛంࠢ ݟऴڶల వదभ కࣆࡱफనऒ  ంటऱܐంܼ ݡంࡓ 
ఖండన వదभ ఉనऒ  ఏߕ޼ అܿవంܽ ࠉంࣄ ࢓޶बర࠳న ޷రం వదभ ఉంܿం޴.
 వర ठ࠮లం ࡅకए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ఇవछ బݟన వృతफం ࡅకए ऒߖవలऱ అܿవంܽ అ޶అం ࠾ࡍమ ݟంߘ ంऴదంښ   r 
बࣃ ల࢓޶ంࠉ నం మࡖక వృతफం ఎం޶కం݄ ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ వృతफం ࡅకए రछߖ  చనం ఎం޶కం݄ ఇ޴ ऴపޒ 
 ࢓޶ంࠉ ޒబܽद అܿవంܽ ऴపڒ ޴फంࣆࡱల వదभ కڶऴݟ 90 ޴ఇ  ޴ంటऱ ఖండన వదभ ఉంܿంܐంܼ ݡంࡓ ࢓޶ంࠉ
ఇۨऐ న వృతफం ࡅకए ࡎߖ ݟంߘ ంऴదంښ  पత ޷రంࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అܿవంܽ అߖऒ ల࢓޶ంࠉ 
फޑన ఈ వృ࠼క࣒ అࡹ ऒߖ  ఇۨऐ న సࡍए కࡓݧ ڕ ࡽ द࡛  సࡍए దరज ࠾ࡍమ ࡏఅంܼ ࡽ క వృతफం ࡅకए  ంऴదంښ 
ఇۨऐ న వృతफం ࡅకए మనం ۫డవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ޜంऴదంښ  బܽद ఇۨऐڒ , న సࡍए కࡓݧ ڕ ࡽ द࡛  సࡍए కएࡅ ࡽ  
.  లనࢣࡍదܽ ప࠴ ߖఉంܿంద ࡮ښంऴదం ఒښ
  ఇۨऐ న 
వృతफం మధङ కࡓݧ , లన ఏࠫటం݄ࢣࡍక పࡖమ ࠾ࡍమ ޴లన ఉంࢣࡍఒక ప ࡹ द࡛  సࡍए కएࡅ ࡽ  ࢐ङ రࣃ बం ఇۨऐ న 
సࡍए కएࡅ ࡽ  ࢐ङ बࡌࣃ ࡓ ݡంࡓ ړߖ ऱܿ వర ठ࠮లంڴ ఉంܿం޴ 
కࡓݧ ࡍప޶మనం త ޜߖ޳ బܽदڒ द࡛  సࡍए ߯ ࡽ  ఈ చరऐ .ంۧ࠭ڵ࠭ ߘ
  ఇవछ బݟన ఏ࢙ࡓ ߕంݡ సࡍए కएࡅ ల ࡽ ࠪ ంۨࡍڷ ల ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ  ऱܼ డంݟ, 
ఒక ۨనऒ ޶ం࠭ ࣋ۯ ߖߖ޳ ࠭࠲ ߗڒ  ۨనऒ  ఫ࡯తం ఉం޴, అ޴ బࣗߘ࠭ ࢡపܽ ఉపߕङ  ࡹߖ޳ఒక ࡹలࣃ
కవ࡛ ۯయబݟ ఉండవ۪ऐ ऱ ఇకएࢁమ ߖߖ޳ ࠭࠲ ߗڒ , డڕࣆޓ ڕవࣃफ ࠭ ఎం޶కం݄ ࠪ ࢩ࢑ ऱషణ࠭࠲ ࡹ ఈ 
ఫߖޑ࡯ऒ  ఉపࣃڵࡆफ ఇకए ,޴ఉంܿం ࡮తం ఇ࡯బܽद ఫڒ  ࠭ డ మనڕ సరళ ࡔఖ ఉం݄ ࡱ࢐ అߖ మ࠾ࡍ m 
ఈ ࠼ߦం݋ ఆ࡮औ  ,޴ంޔࠋۮ ڴథࠫకంߦऴ ߖందޔࢂࢗ ݞంڷ ܼࠊ 
ఆ߯ మనڕ మࡖక ࠼ߦం݋ߕ ݋ ఏࠬ ޶ࡶ మ࠾ࡍ మనం అڵݟన ऴపశऒ  ఇ࢐छ కएࡅ రం޷ రऴసޔచ ࡯  x y 
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వङ ڔ फకరణ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए  కߗస చదర޷ ߩరం ఈ సరళ ࡔఖࡹ ఏ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ అߕ࠼ ఏࠬ ޶ڒ x 
బܽद సओڒ షदంڴ మనࣇࣝ ڕए నऒۨޒఅ ޳ࡶ రం޷ ࣾࡎప  ࣆࡱޘ ݟంߘ ࡛ࢽ ޴ ࡽ  ఈ ڴథࠫకంߦరం ऴ޷ 
 ఈ ݦఉం ڴఈ లంబం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴఈ లంబం ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴలంబం ڕఖࡔ సరళ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ
చࡏޔग జ ޷రం ڒబܽद ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ ఈ సరళ ࡔఖڕ ఈ ࡔఖ ࢑࠙గం ࡅకए  చదర޷ ߩరం ఈ ߷ࡏघ  ࡮
छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴.
 మనం ࡓంݡ సࡍए ల మధङ ࡽ  ఉనऒ ࠪ ంۨࡍڷ ల ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ  ऱܼ బܽद ఇకएڒ ం޳ంڕݡ డ ۧ࡮ 
సందࡌग ऒߕఉ ࡱ బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ఏࡓ ߕ޼ంݡ సࡍए भ޳ڶ ߘల ࡽ ం ڒబܽद ࡓంݡ సࡍए  కܽڜߖ޳ఒక ࡱ ࡽ
ओߩకనޑ फనऒࣆࡱకܽ కڜߖ޳ఒక అ࢑ ޳ࡶ ݡ ओߩ .޴ంޔڷࡏజ ޴ఇ ݡ
 ఇښ ࢑ంऴࣄ ࡱ޳ ఒకܽ ࡓ ࣄంڴݡ ఉండߖవछ ంݟ, అߩओ ऒߕఉ ࡱ ݋ంܐంܼ ڷࡱߕ ړߖ࢐సफ࢐ ݡ యߖ మనం 
۫డవ۪ऐ  రణ߄ࣃ బܽद మనం ఒకڒ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ڷࡱߕ బܽदڒ ݡంࡓ ࡹల ݋ంܐబܽद ܼంڒ 
ܼంܐంڒ ݋మߤ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ అ޻ సరళ ࡔఖ ࡓంݟంܽڔ ܼంܐం݋ అߖ అర बం.
 వృޑफ ओߩۮ ߘఖࡔ మనం ఈ సరళ ڕహరణ޳ఉ ࡱ  దܽ వృతफం࠴ ఖ ఈࡔ న ఈ సరళࣄڶ ߘߝ బܽदڒ ,ం޳ంڕ
 ఖࡔ సరళ ޻అ ࠾ࡍదܽ వృతफం మ࠴ వదभ ࢓޶ంࠉ ఈ ݋ంܐఖ ఒక ܼంࡔ బܽद ఈ సరళڒ ݋ంܐంܼ ڔంܽݟంࡓ
ఇకए డ ఈ ࠉం࢓޶ వదभ ఉనऒ फޑండవ వృࡓ  एࡍస ݡంࡓ ఈ ߘఖࡔ బܽद ఈ సరళڒ ݋ంܐంܼ ړߖ ఉమघ ڕల ࡽ  ݟ
ܼంܐం݋ అంܼࡏ 
బܽद మనం ఇకएڒ డ ఇ࡮ మࡖక ఆࣣ ڒమߤ ܼంܐంڶ ߖ ݋యవ۪ऐ ڡࡓݧ ߘల ݋ంܐంܼ ݡంࡓ  బܽद ఇ࢑ڒ  द 
 ߖܽ࢒ ,࠼ఉంܼ ࡱ ݋ంܐంܼ ݡంࡓ ڒఇం ڕమన ݞంڕڒ ݢంࡓ ఈ ߗڒ ࡏఅంܼ ࡱ ݋ంܐంܼ ߤమڒ
ऴܼߤझ  వ࡛झ  ܼంܐంࡱ ݋ అంܼࡏ మ࠾ࡍ అ࢑ ఇߝ࡮ ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ ఈ ߤࡷ ݭࡓ ఈ ࠼ߦంߖࡹ ݋ 
एࡍదܽ స࠴ . ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ڕల ࡽ
  అ޻ ఎࡔ ߩࡏఖ ఈ సమయంࡹ ఈ ఇతర వృޑफ  ޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ
బܽद ऴపతङڒ फޑవృ ݡంࡓ ࡹ࢑షయం ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼న ఉంܼߩ࢙ ఒక ړ ݋ంܐంܼ ࡱ  
۫࣋फ ఏߕ޼ సరళ ࡔఖ ఉపࡍతߖ࡮ऒ  ڕఖࡔ ఒక సగం సరళ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖफందࣆ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ 
ఇ࢙ܿߩ ఉంܿం޴ ఉ޳హరణڕ ఈ సరళ ࡔఖڕࣆޓ ߘం޳ం మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన సగం ߄ࣃ ڴࡏߝరణ 
ܼంܐం࢑ ݋షయంࣄ ࡹ  వలࡱ࠻ ܼంܐంړ ݋ ఒక ࢙ߩన ఉంܼ࠼, అ࢑ ޻ధంڴ సరళ ࡔఖ ܼంܐంړ ݋ 
ఒక ࢙ߩన ఉంܼ࠼, అࡓ ڼ࡮ంݡ వృޑफ ڡࡓݧ ߖ ݋ంܐంܼ ݦన ఉంߩ࢙ ఒక ࡱ द ڒమߤ ܼంܐం݋ అంܼڒ ࡏబܽद 
ఇ޴ ఆڕపచऐ  రంࡹڷ ఉంܿం޴.
 ऴపతङ రखڒ ࣾ फޑవృ ݡంࡓ కం݄޶ఒకܽ ఎం ࡹ ݋ంܐంܼ ߤ వన ఉనऒڷ޴ ޳ࡶ ఖ߯ࡔ ఈ సరళ ࡱ ం޶న 
ఈ ఇతర ఆڕపచऐ  ܼంܐంݞږ ݋ ऴపతङ फޑవృ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  ࡱ
ఈ సరళ ࡔఖڕ ߯న ޳ࡶ ఒక ࢙ߩన ఉంܼ࢑ ߗڒ ࠼షయంࡹ 
ఎߩࡏ ܼంܐం݋ ఈ ఉపࡍతߖ࡮ऒ  సओ షदంࡓ ڴం࢑ ڴࡱڴ࠙ ݡభࣆ܊फం޴ ఒకܽ ఈ ࢙ߩ మࡖకܽ ఈ ࠙గం 
మ࠾ࡍ ఎߩࡏ ܼంܐం࢑ ݋షయంࡹ ఈ ߭దभ వృతफం ఈ ࢙ߩన మ࠾ࡍ ۨనऒ  వృతफం ఎڴࡏ޶ ఉనऒ ऱܿ మనం 
۫డవ۪ऐ .
फޑవృ ݡంࡓ బܽदڒ  కएࡅ ݋ంܐంܼ ࡱ  ఒߩ࢙ ښన ߖࡶ అܿవంܽ ܼంܐంߘ ݋ 
ऴܼߤझ  వ࡛झ  ఖࡔ కం݄ ఈ సరళ޶ఎం ,݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ఒక ݞږ ޴బܽद ఇڒ ࡏఅంܼ ݋ంܐంܼ ߤమڒ 
.݋ంܐంܼ ڔంܽݟంࡓ

వృޑफ छࡌఆ త ߗڒ ࡱ త వృޑफ झߤऴܼ ݋ంܐంܼ ࡱ  వ࡛झ వङ ړ ݋ంܐంܼ ߤమڒ   బܽद  eڒ ࠼ఉంܼ ࡮ߩ࢙ కࡔޒ
ఈ ࢑ధంڴ ఉంݦ మࡗ ఉ࠹ ऴܼߤझ  వ࡛झ దܽ సందరग࠴ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ݋ంܐంܼ ߤమڒ  ంࡍߪ ࡹ फڴ 
ڡࡓݧ ݡంࡓ ࡹ࢐ܽ ࠼ఉంܼ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ڷࡱߕ द మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ࡓంࡹ࢑ ݡమంڴ ఉంܼ࠼ 
ङߕబܽद ఈ ఉపڒ సం ࡅకए  తޒ࢐ࡏ ࠙గంࡹ 
ఈ ڷࡱߕ మ࠾ࡍ ఈ ߄ࣃరణ ܼంܐంటऱ ఖండన ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ఈ ऴపతङ  రణ߄ࣃ ࣾ
సమ࠻ల సࠬకరހలߘ ఎ࡮ ߰ం޳۫ ࡹ޳भ ం ڒబܽद సࠬకరణం ࡅకए  ఉతओ నऒ ంޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం  ఈ 
गࡌదܽ సంద࠴ ऴపతङ ړߖ फޑవృ ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ వछߖఉండ ڴࡱ ంښ ݟంऴదం ఒకܽ c 
మ࠾ࡍ మధङ ࡍఆڝ ݡంࡓ ఒకܽ ఒకܽ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలࢡఒకܽ అࣿం ݡంࡓ  न݋ߝ లߘ కڵ࡯ c c x y c 
ఉంܿంࡓ ޴ంࡓ ݡంݡ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࢐ ߖ޳ङ बࡌࣃ ऒߖ ఉనऒ ޜంऴదంښ ݟయܑయం࡯ޘ   వృతफం ఒకܽx y c 

ఒకܽ మ࠾ࡍ మధङ ఉనऒ ࡹ  మࡖక వృతफం ࡓంڴݡ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనڕ ఇۨऐ నటऱޙ࠼ మనం ఎ࡮ r c r 
అڕߘం޳ం అం݄ వృޑफ ङ܉ ࡱ ఇవछ ڕమన ࠾ࡍమ ޴నݟయబڶ  ం޳ంڕߘఅ ߖవࡶ ڴయంޓࠫ బݟన޴ ఈ 
एࡍస ݡంࡓ ࢐ङ ల ࡽ రࣃ बం మ࠾ࡍ సࡍए కएࡅ ల ࡽ  ఈ ښంऴ޳ల ڝఆࡍ न݋ߝ లߘ ࠪऴతۮ ࠲పओ వछߖ ంݟ, అߩओ  ݡ
 ࡯࠻ۯ ڥߖత ࡮ఎ ߖఅ ޳ڒ ޴ߖకޑ ࠾ࡍమ ߖࡶ ఖండన ݡంࡓ ࣆښ ఆ , ࡯࠻ۯ ڥߖత ࡮ఎ ߘࣆښ ࠭࠲
సࡍए ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ , ޶ڒ కషदం ࡮ۧ ޴ۯసం మనం ऴగࣕంڝ ߖ޳ బܽदڒ ࡱ ࡽ  సరళ ࡔఖ ޷రం ఉం݄ , 
ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ ఈ వङ ړߖ࢐సफ࢐ ,రం ఉం݄޷  ڔ फకరణ ࡓంښ ݡంऴ޳ల మధङ  ఈ ޷రం అޙ࠼.
 ࢐ङ రࣃ बం ࠴తफం కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఈ పࣄࡍबޒ జޔڷࡏం޾ࡶ ޾ మనం ࣆలభంڴ తۯ ڥߖయవ۪ऐ  , ఈ 
పࣄࡍबޒ జޔڷࡏం޾ࡶ ޾ మనం ۫డవ۪ऐ , ఎం޶కం݄ మనం ښంऴ޳లߘ సరళ ࡔఖۯ ޜరమߖ 
ओߧۮ నటऱޙ࠼, ఈ ޷రం ఒకܽ.r 
  ఇకए డ ߘంݟ ఇకए బܽद సओڒ ݡంࡓ రం޷ ఈ ࠾ࡍమ ړݟ షदంࡓ ڴంݡ వృޑफ फࣇࡱక ࠾ࡍమ ݞంڕకޑ ࡱ  r 
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ఉండక߱ࡓ ޙంښ ݡంऴ޳ల మధङ .޴రం ఉంܿం޷ తफం࠴ 
వߤ పऱ࣒  ఆ࡛ ݀ పऱ࣒  ఇంߕ޼ښ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ ࡓంݡ సࡍए फࣃࡱక అ࢑ ޳ࡶ ࢓కޑ ࡱ ࡽ  బܽद   rڒ ࠼

సओ షदంڴ అ࡮ జڵࡍనߩओ झࡌࢗ ࣒࢙ ࠾ࡍజం మߖ ޴ఇ ݡ రం ఒకܽ పऱ࣒޷ ݞږ  एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ  వ r r 
ఉం݄ అߖ ޴జం  అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ ޑక޳ࡶ ࢓ అ࢑ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ కࣃࡱफ  దܽ࠴ బܽद మనం ఈڒ ࠼
సందࡌग ऒߖ ం, ఇకए޳ంڕࣆޓ  డ మనࡓ ڕంݡ ఖండన ߖࡶ మޑ ࠾ࡍకߖ వృޑफ ऒߕఉ ࡱ ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ࠼
వృޑफ పओۮ ߖఅ ࡱ ంڒ ݟబܽद ఒకښ ړߖ޳ంऴదం ఒకܽ మࡖకܽ మధङ  c c c ࣄ ࠾ࡍమ ߤవ ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ࡹ
కएࡅ ݀ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ఒకܽ ఒకܽ  ࡓంࡓ ݡం࢑࠙ ڴݡంచంݟ  ఇకए డ ఈ ఉ޳హరణ ڝసం x y nx y r 
ఒకܽ ࡓంݡ కం݄ ߭దभ޴, r 
ఇߩओ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ మనం ఈ ݡ ం, ڒబܽद ఈ ऴపతङ ࣾ ఉమघ एࡍదܽ స࠴ ߖ ݋ంܐంܼ ݟ b ړ ړ ࡽ
ఒక ࠼ߦం݋ వదभ మڒ ࠾ࡍంܼڡ द ࠼ߦం࠼ߦ ޳ࡶ ݋ం݋ వదभ ࡓ ޣండవ వృޑफ ऒߖ న ऴపతङړޑ   రణ߄ࣃ ࣾ
ܼంܐంࡓ ݋ండవ వృޑफ ऒߖ ओߩనړޑ  సओ ߖఅ ޴న ఇ࢓ڒ ࢓޶ంࠉ ఆ ݡ షदంߦۮ ڴओ లం݄ ఈ 90 ࡱހڝ b b 
 ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ ߖࡹవృతफం ࠾ࡍమ ࡱڶऴݟ
సరళ ࡔఖߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం.
ఖ ऴపతङࡔ   ࡍఆڝ ߖ޵ ޴फంࣆࡱవదभ క ݋ం࠼ߦ ఒక ޾ఏ ߘ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ न݋ߝ లߘ ఆ࡮औ  p ܼࠊ ࠪڒ 
छ޳ फࣃۨࣇ మనం ࡌ औ࡮ఆ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠭ కएࡅ ܼࠊ ࠪڒ  ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ కھߘనడం ࠪ ࠴దܽ p 
పߖ , ఆ߯ ࠭࠲ ఈ ऴపతङ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  సࠬకరߖހऒ  కھߘంܼ࠭.
 
ఇߩओ  r r ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ఇ ݡ
ఇߩओ కएࡅ వృతफం ݡ ల మధङ޳ంऴښ ݡంࡓ   ఈ ߖࡌ޷ऒ छ޳ ߤవ ߘߝ  फࣃۨࣇ ࡌ l p ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ߘ
మࡓ ࠾ࡍండవ వృతफం మధङ వछߖఉండ ڴݡంࡓ ݡంࡓ రం޷  ంݟ.c l 
 ఈ ऴࠜޒజం అ࠼న ࡓంݡ ऴࠜޒజం ࡓంݡ ऴࠜޒజం ڡߦ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల ࡅకए  pbc pbc 
 ంۧ࠭.pbc trߖగమ ࠭࠲ ߖఅ ݢంࡓ ఒకܽ ఈ ڡߦ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡱހڝ ݡ࠮
ఉనऒ ڴࡱڶऴݟ ణం 90ڝ ఒక ࡏࠬ కం݄޶ఎం ,࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘలހڝ ݡ࠮ ښఒ ࡱހڝ  ం޶న ఈ ڝణం ఈ 
సओ ߖరణం అ߄ࣃ ݞږ ڕల܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ణంڝ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖހڝ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల ࡅకए  ࡮ښఒ ݞږ ऱࡱణ ఇڝ డవ࠮  ࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ࡱހڝ ݡంࡓ 
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ښఒ ࡱހڝ ݡ࠮ ڕల܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ఈ ݡ
࢑ధంڴ ఉߕऒ ऒߕఉ ࡮ښఒ ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠼ యߖ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡐࣃపङ త ߖషओ  ݟంߘ फలޔ
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡐࣃపङ షओߖ   pc pc.޴फంࣆࡍసߘఅ ߖఅ ߤవ ࢓ఒక ߰డ ޴అ ݟంߘ फలޔ
  ߭దभ ऴߖ܉ࠜޒऒ  సంబం߅త ࠜజం ߰డڵ࠙ ޜ࢓ంచబݟన ࡓంݡ ۨనऒ  ऴࠜޒజం సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ pc pc 

छ޳ ఒకܽ ݡంࡓ ओߩఇ ݡంࡓ ࡌ పऱ࣒ ߤవ ޶ڒ ఒకܽ ݡ छ޳ ݡంࡓ ݡంࡓ   pc r r pc l l pc ࡌ
࢑భ܊ంచబݟంࡓ ޴ంݡ ఇ޴ వߤ పऱ࣒  వࠑ ߤ ఎࡽ ݀ మ࠾ࡍ అ޴ ఆ࡛ వࠑ ߤ ఆ࡛ ݀ ڒబܽद వࠑ ߤ ఎࡽ l l n 
݀ అ޴ߝ వ࠳ ߤన࣒ ݀ ఆߤ ఆ࡛ వ࠳ ߤన࣒ ࡓంݡ, ఇࡓ ޴ంݡ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ వړ ߤ r r r l l r
ఇపओ ڕమన ߤవ ࠾ࡍమ ߤవ ݟంచబڵ࠙ ݀  r minu  sr two l ݡంࡓ ڕకం݄ మన޶ఎం ࣆࡱޘ ښܽ
ࡍఆڝ ల޳ంऴښ नࡱ ݋ߝ ఇవछ బݞन బܽद ఇకएڒ ࠼ డ ߘంݟ 
ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ మనం ఇߩओ  బܽद p pڒ ޴ద ఉంࠬ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࡯ڴనగలھߘక ݡ
సࠬకరణం ߘ కޔߩࡱనऒ  సరళ ࡔఖ ࠳ ܼࠊన࣒ ߖ ఆ࡮औ ऒߖݞంచڵ࠙ ޜ న࣒࠳   అߘసࣆࡍफం޴ c1 c2 y1 x1
 ޴బܽद ఇڒ
ఈ పంړ फ ࡅకए ړపం ࡱ࢐  फ ࡅకए కएࡅ ఖࡔ ࡱ࢐ ఆ ࠾ࡍమ ࡱ࢐   pc1 pc1 c 1 c 2 ࡵవ ࡱ࢐ 
ఉంܿం޴.
  ఇ޴ ఏ࠳నపओ ړపం ޻అ ڔܽ फ మ࠾ࡍ పంړ फ ࡅకए ړపం ࠾ࡍమ ࡱ࢐  फ ࡅకए  c 1 c 1 c 2 ࠾ࡍమ ࡱ࢐ 
ఇ࢐ ޴సफࡓ ړߖ࢐ంݡ పంړ फ ࡅకए औ࡮ఆ ޴సࠪనం, ఇ ڕࡱ࢐   బܽद pc x yڒ 2 ݡంࡓ న࣒࠳ ܼࠊ ߯ న࣒࠳ 
ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘమనం క ݡ फࣃ ఇపओ ڕబܽद మనڒ ࠭ ఇకए ڴపరం ښܽ డ వۨऐ ం޴.l 1 l 2 
 ఇߩओ ఇకए ݡ డ ߘంݟ మనڕ కߧߖం޴ۯ ఏࠫటం݄, ఈ ޷రం ࡓంݡ సࠪనం ڒబܽद ࡓంݡ చޔరऴసం l l 
ం.y2޳ంڕߘసࠪనం అ ړ న࣒࠳ ܼࠊ
రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴   ఆ࡮औ తफం ࣋ए࠴  న࣒࠳  छ x2 ڵ࡯క ࠭࠲ ߘޑళࢗڕࣆޓ ړ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ߘߝ ߖ ࡛
ఉనऒ  సऱݭ࠼ చޔరऴసం ࠳ ܼࠊన࣒ ࠴తफం చޔరऴసం పऱ࣒  ఆ࡮औ  రऴసం, l 2 y 2 x 2ޔతफం చ࠴ న࣒࠳ 
ఇ޴ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜరऴసంޔతफం చ࠴ న࣒࠳   ऒx 2 x 2ߖࣃరऴޔతफం చ࠴ న࣒࠳ 
పల ఒకܽ పऱ࣒ࡱࢗ ߖ޵ , ޴ంܿంڕࣆޓ औ࡮రऴసం ఆޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳ ܼࠊ   y ޜ న࣒࠳ 
औ࡮ఆ ݡంࡓ న࣒࠳ ܼࠊ ߗڒ ࡱࣃరऴޔతफం చ࠴ ݡంࡓ  ޴ంޔݡంచబށڷ  x y x ޜݡంࡓ న࣒࠳ 
కएࡅ ఖࡔ ఈ సరళ ޴నݟంచబڵ࠙ फޑవృ ݡంࡓ ࡱ࢐  ల ښంऴ޳లߘ క޴߮࡯ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ, ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ 
ఇకए డ ఈ పړߖހࠪࡍ సࠪనం ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ  ఇకए డ ࡱ࢑వޜ భࡎ फ ۯయవ۪ऐ .

औ࡮రऴసం ఆޔచ ݡంࡓ ఒకܽ పऱ࣒ ࡹరంڒࣃరऴޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳   తफం  l x y y࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ 
చޔరऴసం ࠬద ࠳న࣒ ࠴తफం చޔరऴసం అࣆۨࣇ ߖफం޴, అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ߘంݟ ఇకए డ x 2 x 1 
మనڕ చޔరऴసం చదరߩ అߖ ఇపओ  l 2 l 1 r 2.ࣆࡱޘ ښܽ
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  చޔరऴసం ޳छ  r r l ߖߖ޵ ࠭࠲ ,फ࣋ڵࡆఉప ߖߖ޵ బܽद మనంڒ రऴసంޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ࡌ
ఒక చదరࡓ ߩంݡ చదర޳ ߩछ फࣃۯ సࠪనం ړߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ࡌ ࠭, ఇ޴ ఇߩओ  r r r l ݡ
ఒక చదరߩ ఒకܽړ సࠪనం ࡓంݡ వృޑफ ల ښంऴڒ ࡱ޳బܽद ఒకܽ  చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ l l r r 
పऱ࣒ ߩతफం చదర࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ ޴ంޔ࢓రऴసం అޔఒక చ ࡹరంڒࣃరऴޔతफం చ࠴ ݡంࡓ  l y y x 
ఈ వङ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ రऴసంޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ ڔ फకరణ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ తࡌछ త x 
మనం ۯయగలమࣃ۫ ߖफ ऒߖ޵ ࠭  ఇకए డ ߄ࣃరణ ࣔరంڝࣆޓ ڴంݟ , ఆ߯ ఏ޾ ఉంܿం޴, ఆ߯ మనం ఈ 
ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఈ ޑ࠴फ ऒߖ  ఆ࡮औ  తफం x x x࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ రऴసంޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳ 
చޔరऴసం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽڴ ऴ࢐యవ۪ऐ రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴    తफం x x y y࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ 
చޔరऴసం అޙ࠼ ఈ ࠴తफం ࢑షయం ړߖ޵ సࠪనం అం݄ ఈ వङ ڔ फకరణށڷ ޜంచబݟన޴ ఇڒ ޻బܽद మ࠾ࡍ 
ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక݄ అߖ మనం ۫ࣃफ औ࡮ంۧ࠭ ఆڵ࠭ బܽद మనం ఏࠫڒ ࠭  x r ޴ߝఅ ݡంࡓ న࣒࠳ 
 కృతం r r x xࢁంత సరࡍమ ߖߖ޳ మనం ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ݡంࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ సࠪనం ఒకܽ ړݡంࡓ
औ࡮फ ఆ࣋ۯ పऱ࣒ ݡంࡓ వࡱ࢑   x r x x.޴ంޔ࢓న࣒ ఒకܽ అ࠳ ݡంࡓ ݡంࡓ 

ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం޳ ݡछ  ఒకܽ ఒకܽ  r r r x r x r ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ఇ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
छ޳ ݡంࡓ న࣒࠳ औ࡮అం݄ ఆ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ औ࡮ఆ ݟంڝफం۪ࡏڷ   అ޴ߝ ఈ ऴపతङ  రణ r߄ࣃ ࣾ
ܼంܐంޜ ݋ వృతफం ࡅకए కएࡅ ఖࡔ సరళ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ   ఈ ఖండన ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न݋ߝ,  x 
అ࢑޻ధంڴ మనం ܼࠊ మ࠾ࡍ కھߘనవ۪ऐ   ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభం 
ఎం޶కం݄ ఆ࡮औ  ఇߩओ నవ۪ऐھߘక ߘܼࠊ ڴలభంࣆ న మనం޶నంࣄ࡯ޘ ݡ  మ࠾ࡍ ۨనऒ  ࡏࠪࡏޑ 
ओߩफ ఇ࣋ڵ࠙ ޜݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ߘܼࠊ న࠳సࠪన ړన࣒ 1࠳ ڕࠪ  మనం ఈ r 1 y 2 r 2 y r r ݡ
సࠪనޑछ ऒߖ  ఉపڵࡆం۪ڝవ۪ऐ .
 ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नߗڒ ࡱ ݋ߝ ࠪ అంޒమ లࣾङ ం ఈ ऴపతङ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  సࠬకరణం p 
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం, ڒబܽद మనం ߖߖ޳ ఎ࡮ ߰ందగలం ڒబܽद ఒక ࢑షయం ఏࠫటం݄ , ఈ 
ܼంܐం݋ ఈ ࠼ߦం݋ ߯  ఉందߖ మనࣆࡱޘ ڕ.
ڡࡓݧ బܽद ఈڒ  द ڒమߤ ܼంܐం݋ ߯  ఏ࠼ߦ ߕ޼ంࠪڒ ݋ ఉనऒ టऱ࠳ ࠭࠲ ,ޙ࠼న࣒ ఆ࡮औ ߯ x y x y 
పओۮ ߖఅ ܼࠊ న࣒࠳ వ۪ऐ औ࡮న࣒ ఆ࠳ బܽदڒ  ఈ ऴపతङ ܼࠊ న࣒࠳ ߯ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  x y 
వछߖఉండ ڴసࠪనం ޜ ࡱ࢐ ఆ ࠾ࡍమ  ޴ంޔ࢓అ ࡱ࢐ ంڒ ݟబܽद ఇߩओ ఈ ऴపతङ ݡ m ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ
కएࡅ ఈ ऴపతङ ࠭࠲ ,फ࣋࡯ޘ ڕమన ࡱ࢐  కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం ࡍߪ फ ࠭ࣃۯ 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ ऴపతङ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  సࠬకరణం ߗڒ ऴపࣆफతం ࡯ޘయڕࠪ ޶ ఇకए డ m m 
ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ ఎࣆࡱޘ ࡮, అޙ࠼ మనం ۫࣋޴ అ࡯ޘ ޴ߝయ޶ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ߖڜऒ  m 
 సऱݭ࠼ లࡹ మనం ۫ࣄన ࠴దܽ ఫ࡯తం ఇకए एڕత ޒఅ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ ఒక ޴ఇ ,޴ఉం ݦ వ ޷రం 
ఉంܿం޴ ఇۨऐ న సరళ ࡔఖ ڒబܽद ఇకए కం݄ ఇకए޶ఎం ޴ఉంܿం ڴగకరంࡆఉప ࡮ۧ తం࡯ఈ ఫ ݦ డ మనం 
కएࡅ దܽ వృతफం࠴ ,ఏࠫటం݄ ޴࣋۫ కएࡅ ݋ంܐఈ ܼం ݟంߘ ల޳ంऴښ   అޒ తڕए వ ޷రం ఒకܽ r 
మ࠾ࡍ ఇతర వృతफం మధङ కएࡅ బܽदڒ  ݡంࡓ ݟంߘ ࡹ  ఈ ࡱ࢑వ ࡅ ߖ޵కए  అޒ తڕए వ ޷రం r m 
ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ ࠚనऒ ంڴ ఉం݄ , తڕए వ ޷రం ఈ ࡓంݡ సࡍए  m r r ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ݟంߘ ల ࡽ
క߱వ۪ऐڒ , అޙ࠼ ఇ޴ ऴపతङ ఇకए  ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ డ ఈ ߖހڝऒ  ࡱڶऴݟ ంࠢޛ 
۫డంڒ ݟబܽद ఈ ޷రం వߤ ఈ ڡࡓݧ द ڒమߤ ܼంܐంߘ ݋ంݟ ఈ ࣊ంట࡛ ࣄ వߤ r 
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࡓ ڴండవ సࡍए కएࡅ ࡽ  ࣊ంట࡛ ࡓ ࣄంݡ మ࠾ࡍ ఈ ڡࡓݧ द ڒమߤ ܼంܐం݋ మధङ  అޒ 
తڕए వ ޷రం ࡓంߗڒ ݡ అ޴ߝ అ࡮ ఉం࡯ݞ, ఎం޶కం݄ మనం ߘࡱ࢐ ఇࡍࠪ ࡮ऐ నటऱࡱࡌ޷ ,ޙ࠼ r m 

మ࠾ࡍ ఉండڒ ࢓బܽद r 1 r 2 
అర ߖఉండగలన ڵ࡯క ߖߖ޳ ߘߝ ,ఉం݄ ڵ࡯క ߘࡱ࢐ ߘߝ , बం.
 అߩओ औ࡮ఆ ޴ఇ ,ߘఉంܼ ڵ࡯క ߘఖࡔ ంܽ సరళ࡮ఇ ߘߝ ݡ  ఖࡔ ߩࡱబܽद ఈ నڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ܼࠊ 
ఆ࡮औ एࡍస ޙ࠼అ , ޴ంޔࢂࢗ ݞږ ݞంڷ ܼࠊ  కएࡅ ఖࡔ ఈ నలऱ ݟంߘ ࡽ  అޒ తڕए వ ޷రం సࠪనంڴ 
ఉండ޶ ఎం޶కం݄ ఈ ࡍߖ भషद నࡔ ߩࡱఖ  అ޴ߝ ఈ ࡓంݡ సࡍए  ݡంࡓ అం݄ ఈ ޶ࡶ కడంޑ ݞږ ߘల ࡽ
సࡍए ల మధङ ࡽ एڕత ޒఅ ڕఖࡔ ఈ నలऱ ݟంߘ  వ ޷రం సओ షदంڴ  మ޶ڒ  ࠾ࡍ ఎం޶కం݄ అ޴ r 1 r 2 r 1
మ࠾ࡍ  అޙ࠼ అ޴ ఈ నలऱ ࡔఖ ऴపతङ ࣾంڴ ఉం࡯ݞ, ఇࡓ ޴ంݡ సࡍए r 2 ڴ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ڕల ࡽ
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߖߖ޳ ࠭࠲ పరంڜ ڴంత సࠬకరߖހऒ  ߰ందړߖݞ ఉపࣃڵࡆफ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ڝసం m m 
పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ऒߖ࢐సफ࢐ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭  ఉపࣃڵࡆफ एړనࢗ ऱࢁమ ࡹఈ ۨऴతం ࠭࠲  ࠭  
फࡿࢗ ࠭ , ఆ߯ సంతృߧफ ۮందవలࣄన ࠴దܽ సࠬకరణం ఏࠫటం݄, ఆࣣ ఈ ࡍߖ भషद సరళ ࡔఖڕ m 

వߤ వ࠼ߦ ߤంߘ ݋ంݟ వڕ ߤ సࠪన࠳న ޷రం ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ఇకए డڵࡍޒ ڕ వ࣋फ మనڕ x y r 
ఆసړ फ ఉంܿం޴.
 మనڕ ऴߦథࠫకంڴ ఒక ࠼ߦం݋ ఉం޴, ఇ޴ వృతफం వߤ అࣿంࡱࢡ వޜ ߤ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈc x one y 
ऴపతङ ࡍߖ ఈ ڴథࠫకంߦऴ ޳ࡶ ܼࠊ న࣒࠳ సࠬకరణం ߖ޵ ,޴ఉం ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ भషद ܼంܐం݋ y 
औ࡮ఆ ݋ం࠼ߦ .޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ܼࠊ 
  ఆ࡮औ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ܼࠊ   ఈ ߄ࣃరణ ܼంܐంړ ݋ వߘ ߤంݟ అޒ తڕए వ ޷రం ࡅకए  అޒ తڕए వ c 
కएࡅ రం޷  వङ ڔ फకరణ 
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ఒకܽڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇߩओ घࡏ߷ ఈ ݡ एڕంۨ తڵࡆఉప ࡮ వ ߖࡌ޷ऒ  గށంచవ۪ऐ , మనڕ ఇపओ  r ࣌ ښܽ
అڒ ࡱ࢐  ࣆࡱޘ ߖబܽद తڕए వ ޷రం ࡓ ऱܿ ఒక ࠳న࣒ ఆ࡮औ  తफం d m m x y࠴ ܼࠊ న࣒࠳ న࣒ ఒక࠳ 
చޔరऴړߖࣃ ఒక ప ऱ࣒  చదరړߩ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ చదర޷ ߩరం ڒబܽद ఇ޴ ఒక m r 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ޴  ఈ సంతృߧफ పరచవలࣄన ࠴దܽ షరޔ ఏࠫటం݄ , ఈ m 
వङ ڔ फకరణ 
ఈ ऴపతङ ࠾ࡍదܽ వృతफం మ࠴ కएࡅ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  ఈ ࠉం࢓޶ మధङ  అޒ తڕए వ ړߖࡌ޷ x1 y1 
ఉంܿం޳ࡶ ޴ బڴࡱ޶ ఈ సరళ ࡔఖ ࡱ࢐ కڵ࡯ మ࠾ࡍ ఒక ڷంޔࢂࢗ ݞం࠼ߦ  ޴ం݋ ఆ࡮औ  m ܼࠊ 
ऒߕఉ ڵ࡯క ߘఖࡔ బܽद మనం ఒక సరళڒ औ࡮ఆ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ࡱ࢐ ࠭ ऒߕޔࢂࢗ ݞంڷ ܼࠊ  ࠭ m 
ऒߖࡌ޷ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ एړࡵ  ంۧ࠭ మړߖࡌ޷ ࠾ࡍ వङ ڔ फకరణ ఈ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ అޙ࠼ అ࢐ ޴సफړߖ࢐ r 
ऴపతङ ڕఖࡔ బܽद ఈ సరళڒ రం޷ ߩచదర ޴బܽद ఇڒ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ  ah ڴ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ
ఉంݞలం݄ అޒ తڕए వ ޷రం వړ ߤ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࣋ए छ ࡛ न ړߖࡌ޷ ఈ వङ ڔ फకరణ వߤ r ce r 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మࡓ ࠾ࡍండవ వృޑफ ऒߖހన సࠬకర࠳సࠪన ړߖ  ߰ం࠭ޑ޶ ఎం޶కం݄ 
అ޻ సరళ ࡔఖ ࡓండవ వృޑफ  ࠭ޑ޶ం߰ ࡮ఎ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ బܽद మనం ఈڒ ޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ
.޴దܽ࠴ ޴బܽद ఇڒ
  సࡍए ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡽ ऒߖހఈ సࠬకర ࠭࠲ సంڝ ండవ వృతफంࡓ ݡ  సరࢁకృతం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ 
࢐సफړߖ࢐ ఈ ࡓంݡ సࠬకరࡱހ ఒక݄ మߕ ࠾ࡍ ఉ޻भశङ ం ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ 
ఆ ࠼ߦంߖ ݋ ۫డܼړߖ ఒకڜ ߖߖ޳ ࡏంۮం ࢢߖతంڴ గమߖంۧ࡯ ఎం޶కం݄ మనం ߖ޵ऒ ړߖݞऴ࢐య ڵࡍޒ 
ऴపయޒऒ ࣋फ ࠳  ߖߖ޳ ࠭࠲న࣒ ఆ࡮औ ए࣋ ࡽࣟ  छ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ࡛ ऒߖހండవ సࠬకరࡓ ߘߝ బܽदڒ   x 2 m 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ݡంࡓ ߖܼࠊ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ऒߕफࣆऴ࢐ ڵࡍޒ ޜ తफం ࣋ए࠴ ߘ छ ए࣋ ݡంࡓ ࡛ छ  y x r ړ ࡛
సࠪనం ߖߖ޳ ࡏࠬ ޳ࡶ ࣔరంࡹ ఉంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴  అ࢑ ޻షߖ࠻ऒ  m y ܼࠊ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ݡంࡓ ࠑ ए࣋ ࡽࣟ  छ छ޳ ࡛ ఒకܽ పऱ࣒ ࡌ  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ࡓంݡ ࣋ए छ  న࣒ x m r x࠳ ݡంࡓ ࠑ ࡛
ఆ࡮औ ए࣋ ࡽࣟ  छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అ޻ ప࠴ ࠭࠲ ߖߖదܽ సࠬకరణంۯ ޜయړߖݞ 
ऴపయޒऒ फࣃ ऒߕఉ ڵ࡯బܽद మనం కڒ ࠭  n ߘޑࠋۮ ࡱ ࠹व߯ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉం ڕమన ޴బܽद ఇڒ ࠭
 దܽ సࠬకరణం࠴ ڴ࢑ధం ޻ందగల࠭ అ߰ ڴలభంࣆ ࡮ۧ ߘల ࠹व߯ ݡంࡓ మనం ݟంߘ ంܽݟంࡓ బܽदڒ
1 ,޴ంޔ޶ం߰ ߘ ࠹व߯  ݟంߘ
ऒߖ޵ औ࡮న࣒ ఆ࠳ फ࣋ۯ  ఇకए  ࣆࡱޘ ڕࠬ యడంޓ ڕబయట ߘ డ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ܼࠊ x 1 m y 1 x 1 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ छ޳ రऴసంޔతफం చ࠴  ఒక ప ࡌ ऱ࣒  చޔరऴసం వߤ ࣋ए छ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ఒక ࠑ ࡛  m r x ࡽࣟ 
࣋ए छ ओߩఈ సࠬకరణం  ఇ ࠹व߯ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ࠹व߯ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠹ఒక व߯ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛  ݡ
ऒߖڜ మనం ߖఅ ࠹व߯ ݡంࡓ  సऱݭ࠼ ల ߘࢗకޙࢀࢗ ڕ అߩओ ఈ x 1 y 1  ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ
औ࡮ఆ ڕఆ߯ మన ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ఇపओ ڕమన ߖన࣒ అ࠳ బܽदڒ ޴ఉం ܼࠊ   c 2 x 2 y 2 y 1 ښܽ
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ߤఆ ܼࠊ న࣒࠳ బܽदڒ ܼࠊ ࣆࡱޘ  అం݄ ఈ పࠪࡍణం వృతफం ࡅకए  y1 x1ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ 
క߮࡯ ఈ ࡔఖ ࡅకए తపओ ࡱ࢐   మࡖకܽ ޶ڒ 
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఆ మ࠾ࡍ ఆ ࠳ ࡱ࢐న࣒ ࠳ ࠑ ܼࠊన࣒ ఆ࡮औ , ఈ పࠪࡍణం ఎం޶కం݄ ఇ޴  y2 x2 
అ޻ సరళ ࡔఖࡹ ఒకܽ ڒబܽद ࡅకए కएࡅ ఖ శకలంࡔ ఈ ࡱ࢐  घڻ࣊ ߤࡷ ߖఅత ࡹࡱ࢐  ం݋ ఒ࡮ښ t 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݡ పࡱހࠪࡍ తపओ ఇకए ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ڴࡍసߖ డ ߘంݟ 
సओ ݞږ షदంڴ ఉం݄ ఇ޴ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక݄ ڒబܽद మనం ۫࣋޴ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలࡹ ఒకܽ.
  మࡓ ࠾ࡍంݡ ఇకए డ ఎడమ ࢙ߩ ఒక݄ ఇߩओ  ޴ం࡯ޙ ߖఒక݄ అ ݞږ ߩ࢙ ݟڕ फ࣋ڜߖ࠻࢑ష ߩ࢙ ݟڕ ݡ
ఎం޶కం݄ మనం ࡏڷफ ڕࣆۯం݄ మనం ఇ࡮ంܽ ऴ܉ࠜޒలޙࢀࢗ ڵࡍޒ ڕ మనڕ అߖ కࣆߧߖफం޴  ఒకܽ r 
छ޳  సࠪనం.r pc 1 pc ړ2 ࠑ ݡంࡓ ࡌ
ए࣋ ߤం݄ అం݄ వڕफం۪ࡏڷ ߖఅ ࠑ ࡏࠬ బܽदڒ  छ ए࣋ ݀ ࠑ ࡛ छ ࡛ వߤ r 1 r 2 pc 1 by pc 2 r r pc 
࣋ए छ ए࣋ ݀ ࣄߧ ࠑ ࡛ छ ࡛ అࣆۨࣇ ߖफం޴.
 ఇߩओ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ߩచదర ޴బܽद ఇڒ ߩరऴసం చదరޔఒక చ ݡ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ ప ऱ࣒  pc pc 1 pc 1 x 1 y 
ఒక ࠳న࣒ ࠴ ܼࠊతफం చޔరऴసం ࠬద ࡓంݡ చޔరऴసం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఆ࡮औ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ ప ऱ࣒  pc x y 
తफం ࣋ए࠴ ܼࠊ న࣒࠳ ݡంࡓ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ ఆ࡮औ సࠪనం  1 ప ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴  ऱ࣒  x 1 y 1 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠑ ܼࠊ న࣒࠳ ए࣋ ࡽߺ  छ ࡛ ࠬద ࡓం࠳ ݡన࣒ ఆ࡮औ ए࣋ ࡽߺ  छ ࡛ ఒక ప ऱ࣒  న࣒ x 1 x y࠳ ݡంࡓ 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ݡంࡓ దࠬ ܼࠊ  ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ న࣒࠳ ݡంࡓ బܽदڒ ࡛ छ ࡛ ࠬద ࡓం࠳ ݡన࣒ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ x y x 
ఇߩओ మనం ఇపओ ݡ ऒߕఉ ڵ࡯క ښܽ ࠭  ఇకए డ ఈ ߖషओ ఇకए ࠾ࡍफ మޒ డ ఈ ߖషओ ऒߕఉ ࡮ښफ ఒޒ  ࠼
ఎం޶కం݄ అ࢑ వృతफం మధङ కएࡅ ఖࡔ సరళ ߮࡯క ࡹ కएࡅ ࡱ࢐   చޔరऴసం తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ 
फࣃۯ भ޶ర ߖ࢐ܽ ۯంࠚల ڕమన ݢంࡓ బܽद ఈڒ  r r ࠾ࡍమ ړߖ޵  సࠪనం ߩచదర ݡంࡓ ߩఒక చదర ࠼
కएࡅ లހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ݟంߘ ߖ޵ ऒߕఉ ࡮ښఒ ݞږ ߩ࢙ ݟڕ  య࠭࠲ ߖ ఇపओ  బܽदڒ ࠭ࢡ۫ ښܽ
ఎడమ ࢙ߩ ఒ࡮ښ ఉందߖ ఇߩओ  ࡱހసࠬకర ݡంࡓ వలऱ ఈ޶అం ࠾ࡍమ ߖఉంద ࡮ښఒ ݞږ ߩ࢙ ݟڕ ݡ
ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒక݄ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం ఈ సࠬకరހలࡹ ఒకߖ޳ऒ  ࠪऴత࠲ పࡍషए  మనం ,࡯ంۧࡍ
వ۪ऐڝࣆޓ ߕߞߖ޻  అ޴ పܽदంڒ ޶ࡶ ߩబܽद ࠭࠲ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలࡹ ఒకߖ޳ऒ  ࠪऴతߖڜࣆޓ ࠲ m 
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షएࡍసం పڝ फࣃࡍ ऒߖހదܽ సࠬకర࠴ బܽद మనంڒ ࠭  ఎకए డ ߘంڕࣆޓ ݟం޳ం  ࠳ ࠭࠲న࣒ కڵ࡯ m 
ఉߕऒ छ޳ బܽदڒ ࠭ కएࡅ రడంۯ ఖࡔ ఈ ࡌ  si s c1 c2 ࠾ࡍమ ޴ߝబܽद అڒ ޴फంࣆۨࣇ ߘࡱ࢐ 
కएࡅ ఖࡔ ߮࡯క ߘల޳ంऴښ ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴ న࣒࠳ ڕబܽद మనڒ  ޴ంޔ࢓అ ࡱ࢐   ఒక ప ऱ࣒  m s m 
చޔరऴసం ړ సࠪనం అޔ࢓ం޴  ఒక చޔరऴసం ఒక ࠳న࣒ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࠾ࡍరऴసం మޔతफం చ࠴   r x 
ఆ࡮औ ఇపओ ࠭࠲ సంڝ  వङ ښܽ ڔ फకరణߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ 

ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ ఒకܽ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ఒక ࠳న࣒ ఆ࡮औ  అం݄ ఒకܽ r x r x r r x x 
औ࡮న࣒ ఆ࠳  ఒకܽ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ ࠬద ఒకܽ ࠳న࣒ ڒబܽद మనం ݞږ ఈ సࠬకరߖހऒ  r x x r r 
ఇకए డ ఉంۧ࠭ ڒబܽद ࠳ ࠭࠲న࣒ ࠴తफం చޔరऴߖࣃऒ  ఒక ప ऱ࣒  ࣋ए छ  ఒకܽ m s m r ,࠭ޑ޶ం߰ ޜ ࡛
ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳  ఒక ࠳న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴړߖࣃ సమం ࣄۯ ఆ߯  మనం ߖ޵ऒ  r x x 
నరछߩ ङ వࣅबకࡍంۨనటऱ࢐ ,ޙ࠼సफړߖ࢐ మనڕ లࠚంࡹ ޴ۯ ఒక వర ठ సࠬకరణం, అం݄ ࢐సफࡓ ړߖ࢐ంݡ m 
ఈ సందరग ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡱ࡮࠮ న࠳జߖ ంࡓ ࡹంߖ ݡజ࠳న ࡱ࡮࠮ ఉంܼ࠼, అߖ޳ ޙ࠼ అర बం 
ఏࠫటం݄ ࡓ ڕࡱ࢐ంࡔ࢘ ݡछ ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑ ࡏ .࠼
 అం݄ మనం ߖ పࡍషए छࡌంۨన తࡍ త బࣗࢡ అ࡮ ఉండవ۪ऐ   అతࡓ ړߖంݡ పࢲࡍए फࣃࠚల ࡱࡌ  t m ,࠼
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠪనం కߘక ఈ ޒۯ ݟڕ పࠪࡍణం ࣆۨࣇ ޜ ߖߖ޳फందۮ ߖపओ ంݟ ఎం޶కం݄ m k
మనڕ ఇపओ  r r x x.ࣆࡱޘ ݡంࡓ ఒకܽ ڕబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ښܽ
छ޳ ߖߖ޳  ఉనऒ ڵ࡯బܽद మనం కڒ ݟంచంۨࣇ ࡌ టऱޙ࠼, మన࠳ ڕన࣒ ࠴తफం 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ k m s m 
ఉం݄ అ޴ మߘ ߖ޳ ࠾ࡍంݟ ࣋ए छ న࣒ 2  ప࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ k m ms s k km m 
అ࠳ ߖన࣒ వߤ పऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒ న࣒ ࣋ए࠳  छ ऒߕࣆ ࡛ ఈ వర ࡹ బܽदڒ సࠪనం ړ ठ సࠬకరߖހऒ  k ms k s m 
పࡍషए ओߩంۨనࡍ एࢲࡍప ݡంࡓ ߝఅ ݀ ࠾ࡍమ ߤవ ڕమన ݡ फࣃࠚల ࡱࡌ  m m ڴణంڷߘతద ࠾ࡍమ ࠼
మనࡓ ڕంݡ సరళ ࡔఖ సࠬకరࡱހ లࣃࠚफ  y.࠼
औ࡮న࣒ ఆ࠳ ఒకܽ ܼࠊ న࣒࠳    మ࠾ࡍ మࡖకܽ ࠳న࣒ ࠳ ܼࠊన࣒ ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢm x y m 2 x 
ङࡃఅ ܿࠈऱࡱۮ  ऴపతङ రంభ చరऐߦమన ऴ ,ޙࢀࢗ ڵࡍޒ మనం ړߖ࢐సफ࢐ ,ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ  మనం ߘ
ऒߕఉ ݡంࡓ ړߖ܉ߖ ࡹऴతంۨ ࠭࠲ ం݄ڕࣆۯफࡏڷ యߖ ۫పబݟం࠴  ޴దܽ ڝ ࣆښసం ఈ ڕࣆښ h 
࢐సफࡓ ړߖ࢐ంݡ ऴపతङ  ࡱࡱ࢐ ంܽݟంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంݟऴపకటన ۫పబ ߖఉంܼయ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ

ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంڒ ݡబܽद ఇతర ऴపతङ ఈ ఇతర ऴపతङ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ݋ంܐంܼ ߤమڒ ߤڒ ࣾ ࣾ m m 
औ࡮ఆ  ޴ఉంܿం ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ సओ ޴అ ݟంߘ ఈ సࠬకరణం ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞږ ݞంڷ ܼࠊ  షदంڴ
ఉం޴ , అం݄ ఈ ఇతర ߄ࣃరణ ܼంܐంݞږ ݋ ఈ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ఈ ࠼ߦంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद p 
తపओ फޑవృ ࠾ࡍమ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ڴࡍసߖ ల ښంऴ޳లߘ క߮࡯ సరళ ࡔఖࡓ ࡱంݢ ఈ ࠉం࢓޶ వదभ p 
అߗऒ  కࣆࡱफߕऒ  ޴ఉం ݞږ కܽڜఇం ࠾ࡍమ ࠼
ऴపతङ ݡంࡓ బܽद ఈڒ फࣃࡱక ࡹ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ࣾ फޑవృ ޴ఇ ࠼ ల ښంऴ޳లߘ క߮࡯ సరళp 
ऒߖࡿసర ࢓޶ంࠉ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ  ࢑భࣆ܊फం޴  పంړ फ ߖ ࡆݟࡔ ࢐ܽ ߖషओ హङࠈ ࡹफޒ ంڴ p c1 c2
కޔߩࡱంڒ ޴బܽद ߘߝ ఇకए డ ߦۮओ లڕߘనऒ औ࡮ఆ ޴ఏࠫటం݄ ఇ ޴ సరళ ޴బܽद ఇڒ ࢓޶ంࠉ ఖండన ܼࠊ 
హङࠈ ߘల޳ంऴښ ߘఖࡔ ఈ సరళ ࢓޶ంࠉ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘల޳ంऴښ ݡంࡓ రడంۯ ఖࡔ ంڴ ing p 
࢐ङ రࣃ बం ࡅకए షओߖ  అం݄ ఇకए ,޴फంࣆ܊࢑భ ࡹफޒ డ మనం ߮ۮओ హङࠈ ࢑భజన , ఏࠫటం݄ ޴  బܽदڒ ޴న࠳
అర ߖ޳ बం ఏࠫటం݄ ఒకܽ ޳छ  pc pc two r r ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡంࡓ ړఒకܽ ޴ߝఅ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
ఇ޴ మనం ఇంత࠭ڕంߩۮ ޻ओ నऒڕ  ࢑షయం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల ࡐࣃపङ త ߘంݟ ఇ޴ సओ షदంڴ 
అߘసࡍంచబݟందߕ ߖ ఉ޻भశङ ం 
అర ߖ޵ బܽदڒ बం ఏࠫటం݄, ఈ ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ ऴపతङ ࣾం߄ࣃ ڴరణం ܼంܐం݋झ  క࣋࡯ వృతफం ࡅకए  p 
హङࠈ ߘల޳ంऴښ ంڴ క߮࡯ సరళ ࡔఖߘ ߘంߖ ݟషओ  r 1 r 2 r 1 pc 1 pc 2 ۯ బܽदڒ ޴फంࣆ܊࢑భ ࡹफޒ
छ޳  సࠪనం ړ ޴నݟంచబڵ࠙ ङߕఉప ࡍప޶త ࠭࠲ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ࡌ సంࡓ ࡹంݡ సࡍए r 1 ࡱ ࡽ r 2
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