
 இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் வட்டங்கள் பற்௣ய ஆறாவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ வ௠க, இரண்௄ வட்டங்க௬க்ஶ 
ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄களின் வ௯த்ேதான்றல் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம், ஆனால் அைதத் 
ெதாடங்ஶவதற்ஶ ௚ன் 
, கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் மைறக்க ௚ூயாத தைலப்௖களில் ஒன்ைற ௚ூப்ேபாம்.
 
ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொற்ஶ இயக்ஶநரின் வட்டம் என அ௣யப்ப௄ம் ஒன்௣ன் 
வைரயைறையப் பற்௣யௌ, 
எனேவ இங்ேக இல் ஼ல ைமயங்கைளக் ெகாண்ட ஒ௠ வட்டம் மற்௥ம் ஼ல ஆரம் ெகாண்ட o 
ஒ௠ வட்டம் உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இந்த வட்டம் நமக்ஶத் தரப்பட௄்ள்ளௌ
, ௔ன்னர ்அைதப் பற்௣ ஼ந்ொக்கலாம்.
 90 
ூழரி ெவட்டப்பட்ட இந்த வட்டத்ொற்ஶ இரண்௄ ெதா௄ேகாட௄்களின் ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் 
இ௠க்ஶம் அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் இ௠ப்௔டம், எனேவ இந்த இடத்ொல் ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ என்௥ 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , ௔ன்னர ்இந்த வட்டத்ொற்ஶ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் மற்ெறா௠ 
ெதா௄ேகாடை்டக் க௠த்ொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம்.
  இந்த ௚தல் ெதா௄ேகா௄ இங்ேக எங்காவௌ ெசால்லலாம், இங்ேக நமக்ஶ மற்ெறா௠ 
ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ, எனேவ இந்த இயல்பான நிைலக்ஶ ெசங்ஶத்தாக ைட ைலைன 
உ௠வாக்ஶேவாம் , எனேவ இௌ மற்ற ெதா௄ேகா௄ மற்௥ம் தா என்௥ ெசால்லலாம்  இந்த t 
இரண்௄ ெதா௄ேகா௄க௬ம் 90 ூழரி௜ல் சந்ொக்ழன்றன, ௔ன்னர ்இந்த ெவட௄்ப்௖ள்ளிகளின் 
இ௠ப்௔டத்ொல் நாங்கள் ஆரவ்மாக உள்ேளாம், எனேவ இந்த இரண்௄ ெதா௄ேகா௄கைள௞ம் 
ஒேர வட்டத்ொல் ெவட௄்ம் ௖ள்ளி இௌவாஶம், ஆனால் ெதா௄ேகா௄ 90 ூழரி௜ல் சந்ொக்க 
ேவண்௄ம், ஒவ்ெவான்௣ற்ஶம் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்றபூ இௌ ௖ள்ளி ஆக p 
இ௠க்கட௄்ம், எனேவ அத்தைகய அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் இ௠ப்௔டம் மற்௥ம் அத்தைகய 
அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் இ௠ப்௔டம் ஒ௠ வட்டத்ைத உ௠வாக்கப் ேபாழறௌ என்பைத நாம் 
சரிபாரக்்கலாம், ஏெனனில் இந்த ௖ள்ளி ேபான்ற ஏேத௑ம் ஒ௠ ௖ள்ளி இங்ேக இ௠ந்தால், p 
ெதளிவாக இந்த ேகாணம் 90 ூழரி ஆஶம்.
  ஏெனனில் இௌேவ ௚தல் ெதா௄ேகா௄ அேத ேபால் இந்த ேகாண௚ம் 90 ூழரி ஆஶம் ேம௩ம் 
இந்த இரண்௄ ெதா௄ேகாணங்க௬ம் 90 ூழரி௜ல் சந்ொக்ழன்றன என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ,
எனேவ இந்த  நாற்கரத்ைத நீங்கள் பாரத்்தால் இந்த நாற்கரத்ொன் ௛ன்௥ ேகாணங்கள் இந்த 
நாற்கரத்ைத பாரத்்தால் ெதரி௞ம்.
  ெதாண்ை௥ ூழரி எனேவ இயற்ைகயாக நான்காவௌ ெதாண்ை௥ ூழரி இ௠க்க ேவண்௄ம் ,
எனேவ இந்த நாற்கரம் ஒ௠ ெசவ்வகமாகேவா அல்லௌ சௌரமாகேவா இ௠க்கலாம்.

மற்௥ம் இரண்௄ம் இங்ஶ நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள ௚தல் வட்டத்ொன் ஆரத்ொற்ஶச ் os oq 
சமமாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம் 
, எனேவ ஒ௠ சௌரமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ, oq ps 
இதன் அூப்பைட௜ல் இதன் ெபா௠ள் என்னெவன்றால், இந்த ்ர௚ம் மற்௥ம் சமமாக r 
இ௠க்ஶம் எனேவ இ௧௠ந்ௌ இந்தப் ௖ள்ளி வைர௜லான ்ரம் இரண்௄ மடங்ஶ இன் o p r 
வரக்்க ௛லத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ அத்தைகய எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் ஆக இ௠க்ஶம், p 
எனேவ நாம் ஒன்௥க்ெகான்௥ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் மற்ெறா௠ இரண்௄ ெதா௄ேகா௄கைள 
உ௠வாக்கலாம்.
  இந்த ௖ள்ளி௜ல் ெதா௄ேகா௄ என்௥ ெசால்லலாம் 
, ௔ன்னர ்இந்த ெதா௄ேகா௄க்ஶ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் மற்ெறா௠ ெதா௄ேகா௄ இ௠க்க 
ேவண்௄ம், எனேவ இந்த இடத்ொல் ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ என்௥ ஷ௥ேவாம், எனேவ இந்த இரண்௄ 
ெதா௄ேகா௄க௬ம் 90 ூழரி௜ல் சந்ொக்ழன்றன மற்௥ம் இேதேபான்ற பஶப்பாய்௵ ெசய்தால் 
இந்த ௖ள்ளிக்ஶ நாம் ெசய்தைதப் ேபாலேவ இந்த ௖ள்ளிைய என்௥ அைழப்ேபாம், p c 
எனேவ இேதேபான்ற பஶப்பாய்௵ ெசய்தால், நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இௌ ௙ண்௄ம் r 
க்ஶ சமமான பக்கத்ொன் சௌரமாக இ௠க்ஶம் , ௙ண்௄ம் இந்த ்ரம் ஆஶம் சமமாக இ௠க்ஶம்oc 
2 மடங்ஶ இன் வரக்்க௛லம் என்பௌ ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் ஆரம் எனேவ நாம் r r 
பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , ெதாண்ை௥ ூழரிகளில் ெவட௄்ம் இரண்௄ ெதா௄ேகா௄களின் 
ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் இ௠க்ஶம் அத்தைகய ௖ள்ளியானௌ நிைலயான ்ரத்ொல் இ௠க்ஶம்.
  ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் ைமயத்ொல் இ௠ந்ௌ இரண்௄ மடங்ஶ வரக்்க௛லம் , எனேவ r 
அத்தைகய அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் இ௠ப்௔டம் மற்ெறா௠ வட்டமாஶம், ஏெனனில் அௌதான் ஒ௠
வட்டத்ொன் வைரயைறயாக இ௠ந்தௌ, ஏெனனில் ஒவ்ெவா௠ ௖ள்ளி௞ம் இரண்௄ 
ெதா௄ேகா௄களின் ஶ௥க்ஶெவடூ்ல் உள்ளௌ.
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 இௌ 90 ூழரி௜ல் ெவட௄்ழறௌ, எனேவ ஒவ்ெவா௠ ௖ள்ளி௞ம் ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் 
ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ ஒ௠ நிைலயான ்ரத்ொல் இ௠க்ஶம் , எனேவ அத்தைகய ௖ள்ளிகளின் 
இ௠ப்௔டமாக நாம் ெப௥ம் இந்த வட்டம் ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொற்ஶ இயக்ஶ வட்டம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
 ைடரக்டர ்வட்டத்ொன் ைமய௚ம் ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் ைமய௚ம் ஒேர மாொரியாக 
இ௠ப்பைதக் காணலாம், எனேவ ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் ைமயமானௌ 
ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் ைமயமாக இ௠ப்பைதக் காணலாம்.
  
ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் ைமயத்ொல் ஒ௠ அவதானிப்௖ உள்ளௌ, மற்ெறான்௥ 
, இயக்ஶநர ்வட்டத்ொன் ஆரம் 
ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ொன் ஆரம் இரண்௄ மடங்ஶ வரக்்க௛லமாஶம் 
.
 ெகா௄க்கப்படட் எந்த இரண்௄ வட்டங்களின் ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄கைளப் பற்௣ 
ேபாங்கள், ஆனால் அைதச ்ெசய்வதற்ஶ ௚ன் ஒ௠ ஼௣ய ௚ூ௵ உள்ளௌ , அௌ ௚ந்ைதய 
௳ரி௵ைரகளில் ஒன்௣ல் ஶ௣ப்௔டப்பட்ூ௠க்ஶம், ஆனால் அைத ௙ண்௄ம் இங்ேக ெகாண்௄ 
வ௠ழேறாம், ஏெனனில் எங்கள் பஶப்பாய்௳ல் இந்த ௚ூைவப் பயன்ப௄த்ௌேவாம்.
 இதன் ௳ைளவாக இௌ ேபான்றௌ 
, இங்ேக நமக்ஶ ேநரே்கா௄ இ௠ந்தால் சரி௵ மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஆல்பா ௕ட்டா வ௯யாக m 
ெசல்ழறௌ என்௥ அௌ அூப்பைட௜ல் ஷ௥ழறௌ , ௔ன்னர ்நமக்ஶ மற்ெறா௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ x 
எௌ௵ம் இல்ைல மற்௥ம் நாம் ேகடஶ்ம் ேகள்௳ையக் ெகா௄க்க ேவண்௄ம் சௌர ்ரத்ொன் 
ெவளிப்பா௄, இந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஶைறந்தபடச் சௌர ்ரம் இந்த ேநரே்காட்ூல் எந்தப் x 
௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌம் ஒன்௥ம் இல்ைல , இௌ உயரந்ிைலப் பள்ளி௜௧௠ந்ௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
 ேசாதைன ்ரம் அல்லௌ ௘கச஼்௣ய ்ரம் அூப்பைட௜ல் இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ 
ேநரே்காட்ூற்ஶ ெசங்ஶத்தாக உள்ளௌ, இௌ இந்த ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் இந்த 
ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் இந்த நான்ஶ ்ரம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ இந்த 
ேநரே்காட்ூற்கான இந்த ேகா௄ ௔ரி௳ன் சௌர ்ரம் இந்த ித்ொரத்தால் வழங்கப்ப௄ழறௌ.
 இரண்௄ வட்டங்க௬க்ழைட௜ல் உள்ள ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄கைளப் பற்௣ ேபாேவாம், 
எனேவ இங்ஶ நிசச்யமாக பல வழக்ஶகள் உள்ளன, எனேவ ஏேத௑ம் இரண்௄ வட்டங்கைள 
இங்ேக வைரேவாம், எனேவ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ஒன்ைறெயான்௥ ெதாடாம௩ம் அல்லௌ 
அைவ ஒன்௥டன் ஒன்௥ ெவட்டாம௩ம் இ௠க்ஶம்ேபாௌ இௌேவ நிகழ்ழறௌ.
  இைவ ஼ ஒன் ஼ இரண்ூன் ைமயங்களாக இ௠க்கட௄்ம், அப்ேபாௌ உண்ைம௜ல் நான்ஶ 
ெதா௄ேகா௄கள் இ௠ப்பைதக் காணலாம், எனேவ இரண்௄ ெதா௄ேகா௄கள் நான்ஶ 
ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄கள் எனேவ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ என்௥ நாம் எைதக் 
ஶ௣ப்௔௄ழேறாம் என்றால், ஒேர ேநரே்கா௄ இரண்ூற்ஶம் ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ என்௥ அரத்்தம்.
 வட்டங்கள் எ௄த்ௌக்காட்டாக, இந்த ேநரே்கா௄ என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ நான் வைரந்த 
இந்த ேநரே்கா௄ இந்த ௚தல் வட்டம் இரண்ூற்ஶம் ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ, எனேவ இந்த 
ேநரே்கா௄ ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ இந்த ௖ள்ளி௜ல் உள்ள ௚தல் வட்ட௚ம் அேத ேநரே்கா௄ம் இங்ேக 
இந்த இடத்ொல் உள்ள இரண்டாவௌ வட்டத்ொற்ஶ ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ ஆஶம், எனேவ இந்த 
ேநரே்கா௄ இந்த இரண்௄ வட்டங்க௬க்ஶம் ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாம் இங்ேக மற்ெறா௠ ஆ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ வைரயலாம்.
 இரண்௄ ெதா௄ேகா௄கள் ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄கள் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழன்றன, 
ஆனால் இந்த இரண்ைடத் த௳ர இன்௑ம் இரண்௄ ெதா௄ேகா௄கள் ஶ௥க்ஶெவட௄்த் 
ெதா௄ேகா௄கள் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழன்றன, ேம௩ம் அைவ இப்பூத்தான் இ௠க்ஶம் 
.
  அேத ஼வப்௖க் ேகா௄ இந்த இடத்ொல் இந்த மற்ற வட்டத்ொற்ஶ ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ, 
எனேவ ஒ௠ ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ ௳ஷயத்ொல் இ௠ வட்டங்க௬ம் ெதா௄ேகாட்ூன் 
ஒ௠ பக்கத்ொல் இ௠க்ஶம், இைத நீங்கள் பாரத்்தால், எந்த ேநரே்கா௄ம் ேமற்பரப்ைப இரண்௄ 
பஶொகளாகப் ௔ரிக்ழறௌ என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்.
 ஒ௠ பாொ ேநரே்காடூ்ன் இந்தப் பக்கத்ொல் உள்ளௌ உதாரணத்ொற்ஶ இந்த ேநரே்காடை்ட 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் , மற்ைறய பாொ ேநரே்காடூ்ன் ம௥பக்கத்ொல் ஒ௠ ேநரூ ெபாௌவான 
ெதா௄ேகா௄ இ௠ந்தால் வைள௵கள் ெதா௄ேகாட்ூன் ஒ௠ பக்கத்ொல் உள்ளன, அேத ேபால் c  
இௌ ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ ெதா௄ேகாட்ூன் ஒ௠ பக்கத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
அதன் ஒ௠ பக்கத்ொல் அைமந்ௌள்ளன, அந்த வைக ெதா௄வானௌ ேநரூ ெபாௌவான 
ெதா௄ேகா௄ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இௌ பசை்ச நிறமானௌ  இரண்௄ வட்டங்க௬ம்
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இந்த ேநரக்்ேகாட்ூன் ௙ௌ அல்லௌ வேழ இ௠ப்பதால் இௌ ேநரூ காரப்ன் ேடன்ெஜண்ூல் 
ஒன்றாஶம், அேத ேபால் இந்த மற்ற பசை்ச ெதா௄ேகா௄ம் ஒ௠ ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ 
ஆஶம், ஏெனனில் இரண்௄ வட்டங்க௬ம் 
இந்த ேநரே்காடூ்ன் ேமல் அல்லௌ ஒ௠ பக்கத்ொல் உள்ளன.
 
஼வப்௖ ெதா௄ேகா௄ இந்த ேமற்பரப்ைப இரண்௄ பஶொகளாகப் ௔ரிக்ழறௌ ஒன்௥ இந்தப் 
பக்கம் மற்ெறான்௥ இந்தப் பஶொ மற்௥ம் ஼வப்௖ ெதா௄ேகா௄ ௳ஷயத்ொல் இந்தப் ெபரிய 
வட்டம் இந்தப் பக்கத்ொ௩ம் ஼௣ய வட்டம் எொரப்் பக்கத்ொ௩ம் இ௠ப்பைதக் காணலாம்.
 
இரண்௄ வட்டங்க௬ம் ெதா௄ேகா௄களின் ஒேர பக்கத்ொல் இல்லாத ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ 
ஶ௥க்ஶெவட௄் ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இௌ௵ம் ஒ௠ 
ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ ஆஶம், ஏெனனில் இந்த ேநரே்கா௄ இரண்ூற்ஶம் ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ 
உள்ளௌ வட்டங்கள் ஆனால் ௔ன்னர ்வட்டங்கள் ெதா௄ேகா௄ ஶ௥க்ஶ ெபாௌவான e 
ெதா௄ேகாட்ூன் எொர ்பக்கங்களில் உள்ளன, எனேவ இௌ ேபான்ற ேம௩ம் ஒ௠ ஶ௥க்ஶ um 
ெபாௌ ெதா௄ேகா௄ இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த ௚தல் வழக்ழல் ெமாத்தம் நான்ஶ ெபாௌவான 
ெதா௄ேகா௄கள் இ௠க்ஶம் , அவற்௣ல் இரண்௄ ேநரூ மற்௥ம் மற்ற இரண்௄  இந்த 
௳ரி௵ைர௜ன் அ௄த்த பஶொ௜ல் இந்த ேநரூப் ெபாௌவான ேநரங்களின் சமன்பா௄கைள 
நான்ழன் சமன்பா௄கைள௞ம், இந்த ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄களின் ெவட௄்ப்௖ள்ளி௜ன் 
ஆயத்ெதாைல௵கைள௞ம் எவ்வா௥ ெப௥வௌ என்பைதப் பாரப்்ேபாம், எனேவ சமன்பாட்ூன் 
வ௯த்ேதான்ற௩டன் ெதாடங்ஶேவாம் இந்த ௚தல் வழக்ஶக்கான ேநரூ ெபாௌவான 
ெதா௄ேகா௄கள் இைவ இரண்௄ வட்டங்களாக இ௠க்கட௄்ம், ைமயம் ஒன்௥ மற்௥ம் ைமயம் c 

இரண்௄ ஒன்௥ ஆயத்ெதாைல௵கள் ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்௄ ஆயத்ெதாைல௵கள் c c x y c x 
இரண்௄ இரண்௄ என இ௠க்கட௄்ம், எனேவ ௚தல் ஆரத்ைத ௳௄ங்கள்.y 

ைமயத்ௌடன் ஷூய வட்டம் ஒன்௥ ஆக௵ம், மற்ெறான்௥ ஆக௵ம் இ௠க்ஶம் ,  c r r 
மற்ெறான்௥ ைமயத்ௌடன் இரண்டாக௵ம் இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ நமக்ஶக் c r 
ெகா௄க்கப்படட்ால் நாம் எப்பூக் க௠ௌழேறாம், அதாவௌ வட்டங்கள் வூ௳யல் ரீொயாக 
இல்ைல என்௥ நிைனக்க௳ல்ைல  வைரயப்பட்டௌ மற்௥ம் நமக்ஶ வழங்கப்ப௄வௌ இந்த 
இரண்௄ வட்டங்களின் ஆரம் மற்௥ம் இந்த வட்டங்களின் ைமயங்களின் ஆயத்ெதாைல௵கைள 
மட௄்ம் ஷ௥ேவாம், ௔றஶ எப்பூ 
வழக்ஶ என்பௌ ெவட்டப்படாத மற்௥ம் ெதாடாத இரண்௄ வழக்ஶ என்பைத எவ்வா௥ 
சரிபாரக்்கலாம் வட்டங்கள்
 அதனால் நாம் ௖ரிந்ௌெகாள்வௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல , இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய 
உள்ள ேநரே்காட௄் ்ரம் என்றால் , இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் , 
உண்ைம௜ல் இந்த ெவளிப்பாடாஶம்.
  ஆரத்ொன் ஷட௄்த்ெதாைகைய ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ இந்த நிைல நடக்ழறதா 
என்பைத நாம் எளிதாகச ்சரிபாரக்்கலாம், இந்த நிைல நடக்ழறதா என்பைத நாம் பாரக்்கலாம் ,
ஏெனனில் நாம் ஒ௠ ேநரே்காடூ்ல் ைமயங்கைள இைணக்ழேறாம் என்௥ ெசான்னால், இந்த 
்ரம் ஒன்௥.r 
  இங்ழ௠ந்ௌ இங்ேக மற்௥ம் இந்த ்ரம் இரண்௄ ௘க௵ம் ெவளிப்பைடயாக இரண்௄ r 
வட்டங்கள் ெதாட௳ல்ைல மற்௥ம் ெவட்ட௳ல்ைல என்றால் , இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶ 
இைட௜லான ெமாத்த ்ரம் ெதளிவாக இ௠க்ஶம்.

ஒன் ௔ளஸ் ஆர ்௅ ௔ளஸ் அொகமாக இ௠ங்கள், ஏெனன்றால் இரண்௄ வட்டங்க௬ம் அைவ   R 
ெதாட௳ல்ைல அல்லௌ ஶ௥க்ழட௳ல்ைல , அௌ நிக௱ம்ேபாௌ இௌ உண்ைமயாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம் மற்௥ம் ேநரம்ாறாக௵ம் இ௠க்க ேவண்௄ம், ்ரம் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்ூற்ஶ r r 
அொகமாக இ௠ந்தால், அௌ௵ம்  அைவ ஒன்ைறெயான்௥ ெதா௄வொல்ைல அல்லௌ அைவ 
ஒன்௥டன் ஒன்௥ ஶ௥க்ழ௄வொல்ைல, எனேவ இந்த ௚தல் வழக்ைக எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம், 
இொல் இரண்௄ ஶ௥க்ழடாத மற்௥ம் ெதாடாத வட்டங்கள் உள்ளன, எனேவ இைவ இரண்௄ம் 
என்௥ ெசால்லலாம், ஒன்௥ ைமயம் மற்ெறான்௥ ைமயம் ெகாண்டௌ  இரண்௄, ஒன்௥ c c c 
மற்௥ம் இரண்ூன் ஆயங்கள் ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்௄  இரண்௄ ஆக இ௠க்கட௄்ம்  c x y nx y 
இந்த எ௄த்ௌக்காடூ்ல் ஒன்௥ இரண்ைட ௳ட ெபரியௌ, r r 
இப்ேபாௌ இந்த ெபாௌவான ெதா௄ேகாடை்டக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம், எனேவ இந்த ேநரூ 
ெபாௌவான ெதா௄ேகாட்ூன் ெதாடர௖் ௖ள்ளிைய ௚தல் வட்டம் க்ஶ ஒ௠ ௖ள்ளி௜ல் மற்௥ம் b 
ெதாடர௖் ௖ள்ளி அல்லௌ என்ற ௖ள்ளி௜ல் இ௠க்கட௄்ம்.thi 

ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ இரண்டாவௌ வட்டத்ைதத் ெதா௄ழறௌ, அந்த ௖ள்ளி   s b 
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ஆக இ௠க்கட௄்ம், இௌ என்பௌ ெதளிவாக இந்த ேகாணங்கள் 90 ூழரி மற்௥ம் வட்டத்ொன் a b 
இரண்௄ ைமயங்கைள௞ம் இைணக்ஶம் ேநரே்காடை்டக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம், அைத 
௚ன்ேனாக்ழ ௘கத் ெதளிவாக இந்த ேநராக நீட்ூப்ேபாம்.
  ஆல்ஃபா கமா ௕ட்டாவால் 
நாம் ஶ௣க்ஶம் ஆயத்ெதாஶப்௖கைள ஆல்பா கமா ௕ட்டா௳ன் ஒ௠ங்ழைணப்ைபக் p 
கண்ட௣வேத நமௌ ௚தல் ேவைலயாக இ௠க்ஶம் 
, அதன்௔ன் இந்த ேநரூப் ெபாௌவான ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூப்ேபாம்.
  இப்ேபாௌ இௌ ஒன்௥ மற்௥ம் இௌ இரண்௄ இப்ேபாௌ வட்டத்ொன் இரண்௄ ைமயங்க௬க்ஶr r 
இைடேய உள்ள இந்த ்ரத்ைத ஆல் ஶ௣க்ழேறன், இந்த ௖ள்ளி மற்௥ம் இரண்டாவௌ l 1 p 
வட்டத்ொன் ைமயத்ொற்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் இரண்௄ என்௥ நாம் கவனிக்ழேறாம் இந்த l 
௚க்ேகாணமான இரண்௄ ௚க்ேகாண௚ம் இரண்௄ம் ௚க்ேகாணம் பாக் ஒன்௥க்ஶ pbc pbc 
ஒத்ொ௠ப்பைத நாம் கவனிக்ழேறாம், 
ஏெனனில் இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்களின் ௛ன்௥ ேகாணங்க௬ம் இரண்௄ மற்௥ம் pbc Pac
ஒன்௥ இந்த இரண்௄ம் ேகாணங்களில் ஒேர ௛ன்௥ ேகாணங்கள் உள்ளன, ஏெனனில் ஒ௠ tr 
ேகாணம் 90 ூழரி என்௥ நீங்கள் பாரக்்க ௚ூ௞ம், ேம௩ம் இந்த ேகாணம் இந்த ேகாணத்ொற்ஶ 
சமம், 
ேம௩ம் இந்த ேகாணம் இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬க்ஶம் ெபாௌவானௌ என்பௌ ெதளிவாழறௌ , 
எனேவ இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்களின் இரண்௄ ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியானைவ  
௛ன்றாவௌ ேகாண ௴௄ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ேம௩ம் இந்த இரண்௄ 
௚க்ேகாணங்க௬க்ஶம் இப்ேபாௌ ௛ன்௥ ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பதால், இந்த 
இரண்௄ ௚க்ேகாணங்க௬ம் ஒேர மாொரியானைவ 
, எனேவ ஒற்௥ைம ௳ழதங்களி௧௠ந்ௌ ஒற்௥ைம ௳ழதங்களி௧௠ந்ௌ ௔஼ ஒ௠ நீளம் ௔஼ ஒன்௥
என்௥ ௔ன்பற்௥ழறௌ.
  ெபரிய ௚க்ேகாணத்ைத ெதாடர௖்ைடய பக்க நீளம் இரண்டால் வஶத்தால் ஼௣ய pc 
௚க்ேகாணத்ொன் ஒன்௥ இரண்டால் ஒன்௥ ஒன்௥ இரண்௄ இப்ேபாௌ ஒன்௥ pc pc r R R pc 
ஒன்௥ம் இல்ைல, ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்ைட இரண்டால் வஶத்தால் இரண்௄ ஆஶம்.l l pc l 
 ஒன் ௔ளஸ் எல் ஒன் ஆல் எல் ௅ மற்௥ம் அௌ ஆர ்ஒன் ைப ஆர ்௅ ஆஶம், எனேவ ஒன்௥ எல் ௅ n 
என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் இரண்௄ ௙ௌ இரண்௄ ஆஶம், இௌ இரண்௄ என்பௌ ஒன்௥க்ஶ r r r l l 
சமமாக இரண்டாக ஒ௠ ஆல் வஶக்கப்ப௄வைதக் ஶ௣க்ழறௌ மற்௥ம் r r minu sr two l 
ஒன்௥ ஏற்கனேவ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், ஏெனன்றால் இரண்௄ ைமயங்களின் ஆயத்ெதாஶப்௖கள் 
நமக்ஶ வழங்கப்பட௄்ள்ளன, எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ இந்த ௖ள்ளி இன் ஆயத்ெதாைல௵கைள p 
நாம் இப்ேபாௌ கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞ம்,  ஏெனனில் இந்த ௖ள்ளி இல் உள்ளௌ.p 

ஐ இைணக்ஶம் ேநரே்கா௄ , ௕ட்டா ைமனஸ் ஐ ஆல்பா ைமனஸ் ஆல்  c1 c2 y1 x1
வஶக்கப்ப௄வைதப் ௔ன்ெதாடரழ்றௌ, எனேவ இௌ ேகாட்ூன் சாய்௵ ேகாட்ூன் pc1 pc1 
சாய்௵ இௌதான் மற்௥ம் அந்த சாய்௵ என்ற ேகாட்ூன் சாய்ைவப் ேபாலேவ இ௠க்ஶம்.c 1 c 2 
  அௌ எப்பூ௞ம் அேத ேகா௄ மற்௥ம் ேகாடூ்ன் சாய்௵ மற்௥ம் ேகாட்ூன் சாய்௵ c 1 c 1 c 2 
மற்௥ம் இௌ உண்ைம௜ல் இரண்௄ ேகாட்ூன் சாய்௵க்ஶ சமம் ஆஶம், இௌ ஆல்பா ைமனஸ் pc 

இல் ௕ட்டா ைமனஸ் இரண்௄ ஆஶம்.x y 
  2 எனேவ இப்ேபாௌ கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ இங்ஶ எல் 1 இன் அூப்பைட௜ல் 
ஏற்கனேவ எல் 2 ழைடத்ௌள்ளௌ.
 இப்ேபாௌ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால், இந்த ்ரம் எல் ௅ சமம் எனேவ எல் ௅ 
சௌரம் ௕ட்டா ைமனஸ் க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்லலாம்.y2 
 ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ஆல்பா க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் , நான் அ௄த்த ஸ்ைலூற்ஶ எ௄த்ௌச ்x2 
ெசல்ேவன்.
 எங்களிடம் இ௠ந்த ஸ்ைல௄ சௌரம் ௕ட்டா ைமனஸ் ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ஆல்பா l 2 y 2 
ைமனஸ் ௚௱ சௌரம், இௌ நான் ஆல்பா ைமனஸ் ௚௱ சௌரத்ைத ெபாௌவானதாக x 2 x 2 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறன், இதற்ஶ ெவளிேய ஒன்௥ ஷட்டல் ௕ட்டா ைமனஸ் இரண்௄ ௚௱ சௌரம்y 
ஆல்ஃபா க௯த்தால் ெப௠க்கப்ப௄ம்  இரண்௄ ௚௱ சௌரம் ஆனால் ௕ட்டா ைமனஸ் x y 
இரண்ைட ஆல்ஃபா க௯த்தல் இரண்டால் வஶத்தால் ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, இந்த x 
ேநரே்காட்ூன் சாய்௵ இரண்௄ வட்டங்களின் ைமயங்கைள இைணக்ழறௌ, இௌ உண்ைம௜ல் 
இங்ேக இந்த அள௳ற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இைத இங்ேக மொப்௔ன் ௛லம் மாற்றலாம்.
 அதாவௌ இரண்௄ சௌரம் ஆல்பா க௯த்தல் இரண்௄ ௚௱ சௌரம் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ l x y 
க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் ஆனால் இங்ேக இந்த y x 2 x 1 
சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ நாம் ஏற்கனேவ சௌரம் சௌரம் என்பைத அ௣ேவாம்.l 2 l 1 r 2 
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  சௌரம் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ௚௱ சௌரம் எனேவ இைதப் பயன்ப௄த்ொனால், இைத r r l 
ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ சௌரம் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ சௌரம் சமமாக இ௠க்ஶம், இௌ r r r 
இப்ேபாௌ ஒ௠ சௌரம் ஒன்௥க்ஶ சமமான ்ரம்.l l 
  இரண்௄ வட்டங்களின் ைமயங்கள் எனேவ ஒன்௥  சௌரம் எனேவ இௌ இரண்௄ சௌரமாக l r r
ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ௚௱ சௌரமாக ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம்r l y y 
ஷட்டல் இரண்௄ க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் எனேவ இௌ௵ம் இந்த ெவளிப்பா௄ம் சமமாக x x 
இ௠க்ஶம் , ௔ன்னர ்நாம் பாரக்்கலாம் இைத இங்ேக ெபாௌவான வஶப்பாக எ௄த்ௌக் 
ெகாள்௬ங்கள் , ௔ன்னர ்ஏேதா ஒன்௥ இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்நாம் இந்த இடௌ ௖றம் இந்த ௚௱ 
௳ஷயத்ைத௞ம் ஆல்பா க௯த்தல் இரண்௄ ௚௱ சௌரம் இரண்௄ க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ x x x 
சௌரம் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ என்௥ எ௱தலாம்.x x 
  ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ க௯த்தல் ஒ௠ ௚௱ சௌரம் ஆனால் இந்த ௚௱ ௳ஷய௚ம் y y 
இதற்ஶ சமம், இௌ 
இந்த ெவளிப்பாட்டால் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ , இௌ௵ம் ஒன்௥தான் , ௔ன்னர ்நிசச்யமாக இௌ௵ம் 
இௌ௵ம் ஒன்ேற என்௥ பாரக்்ழேறாம்,
 அதனால் நாம் ௚ூவைட௞ம் ஆல்ஃபா ைமனஸ் ௅ என்பௌ இரண்௄க்ஶ சமம்.x r 

ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்டால் வஶத்தால் ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் இரண்௄    r r r x r x 
ஒன்ைற ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்டால் வஶத்தால் அௌதான் ஆல்பா என்பைத நிைன௳ல் r r 
ெகாள்௬ங்கள் ஆல்பா என்பௌ 
இந்த ேநரூப் ெபாௌவான ெதா௄ேகாட௄்டன் வட்டத்ொன் ைமயங்கைள இைணக்ஶம் 
ேநரே்காட்ூன் ஶ௥க்ஶெவட௄்ப் ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஆஶம்.x 
  இௌ எளிதானௌ, ஏெனன்றால் இந்த சமத்ௌவத்ைத நாம் இங்ேக பயன்ப௄த்தலாம், ஏெனனில் 
ஆல்பா இப்ேபாௌ ௕ட்டாைவ எளிதாகக் கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞ம், ேம௩ம் ஼௣ய ைகயா௬தல் r 1

க௯த்தல் க்ஶ சமமான ௕ட்டாைவ ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்டால் y 2 r 2 y 1 r r 
வஶக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ நம்௘டம் உள்ளௌ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கள் p 
ஆனால் இதன் சமன்பாடை்ட இந்த ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் 
கண்ட௣வேத எங்கள் இ௥ொ இலக்காக இ௠ந்தௌ, 
எனேவ நாம் அைத எப்பூப் ெப௥வௌ , நிசச்யமாக ஒ௠ ௳ஷயம் என்னெவன்றால் , இந்த 
ெதா௄ேகா௄ அதன் ஒ௠ங்ழைணப்௖களின் இந்த ௖ள்ளி௜ல் உள்ளௌ என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.
 எனேவ இந்த ேநரூப் ெபாௌவான ெதா௄ேகாட்ூல் ஏேத௑ம் ௖ள்ளி கமா இ௠ந்தால் , x y x 
ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் ௙ௌ ைமனஸ் ௕ட்டா, எனேவ ைமனஸ் ஆல்பா௳ன் ௙ௌ ைமனஸ் y x y 
௕ட்டா இந்த ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்வாக இ௠க்ஶம் என்௥ நாம் ஷறலாம்.
  ேம௩ம் அந்த சாய்௵ க்ஶ சமமாக இ௠க்கட௄்ம், எனேவ இந்த ேநரூ ெபாௌவான m 
ெதா௄ேகாட்ூன் சாய்௵ நமக்ஶத் ெதரிந்தால், இந்த ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகாட்ூன் 
சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூத்ௌ ௚ூத்ௌ௳ட்ேடாம், ஏெனனில் இௌ ேநரூ ெபாௌவான 
ெதா௄ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ஆனால் இப்ேபாௌ ெதரிய௳ல்ைல இங்ேக எம் ஆல்பா மற்௥ம் m 
௕ட்டாைவ நாம் எப்பூக் கண்௄௔ூப்ேபாம், ஆனால் நாங்கள் எைதப் பாரக்்ழேறாம் என்௥ 
ெதரிய௳ல்ைல, அௌதான் ௚தல் ஼ல ஸ்ைல௄களில் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் ௘கக் ஶ௥ழய ்ரத்ொல் 
நாம் பாரத்்த ௚தல் ௚ூ௵ இௌதான் 
.
  ெகா௄க்கப்படட் ேநரே்கா௄ எனேவ இங்ஶதான் இந்த ௚ூ௵ ௘க௵ம் பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம், 
ஏெனன்றால் நாம் இங்ஶ பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , ௚தல் வட்டத்ொன் ைமயங்களில் இ௠ந்ௌ 
இந்த ெதா௄ேகாட்ூன் ஶ௥ழய ்ரம் ஒன்௥ மற்௥ம் மற்ற வட்டத்ொன் ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ r r 
இரண்௄  எனேவ இன் இந்த மொப்௖ இதன் ௘கக் ஶ௥ழய ்ரமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், m 
ஏெனன்றால் ேவ௥படட்ால் , ஶ௥ழய ்ரம் இந்த இரண்௄ வட்டங்களில் இ௠ந்ௌ ஒன்௥ m r 
மற்௥ம் இரண்டாக இ௠க்காௌ, ஆனால் இௌ ஒ௠ ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ என்பதால் r 
எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம்  இங்ேக இந்த ேகாணத்ைதப் பாரக்்க௵ம் ெதாண்ை௥ ூழரி எனேவ 
இந்த ெதாைல௵ ஒன்௥ என்பௌ r 
இந்த ேநரூப் ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ இ௠ந்ௌ இந்த ைமயத்ொன் ஼ ஒன் ௘கக் ஶ௥ழய ்ர 
௔ட் ஆஶம்.
 அேதேபால இரண்டாவௌ வட்டத்ொன் ஼ 2 மற்௥ம் இந்த ேநரூப் ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ 
இைடேய உள்ள ஶ௥ழய ்ரம் இரண்௄ ஆனால் என்பௌ அப்பூ இ௠க்க ேவண்௄ம், r m 
ஏெனன்றால் நாம் சாய்ைவ இப்பூ மாற்௣னால் ்ரங்கள் மற்௥ம் ஆக இ௠க்காௌ r 1 r 2 
என்பௌ ெதளிவாகத் ெதரிழறௌ, அதாவௌ நான் சாய்வாக இ௠ந்தால் ேவ௥ ஏதாவௌ இ௠ந்தால் 
நான் உதாரணமாக இ௠க்க ௚ூ௞ம்  ௔ன்னர ்நான் இௌ ேபான்ற ஒ௠ ேநரே்காடை்டக் 
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ெகாண்ூ௠ப்ேபன், இௌ ஆல்பா ௕ட்டா வ௯யாக ெசன்றா௩ம், இந்த க௠ப்௖ ேகா௄ ஆல்பா ௕ட்டா 
வ௯யாக௵ம் ெசல்ழறௌ, ஆனால் வடட்த்ொ௧௠ந்ௌ இந்த க௠ப்௖ ேகாட்ூன் ஶ௥ழய ்ரம் 
சமமாக இல்ைல, ஏெனனில் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட க௠ப்௖ ேகா௄ இந்த இரண்௄ வட்டங்கைள௞ம் 
ெதாட௳ல்ைல , அதாவௌ இந்த இரண்௄ வட்டங்களின் ைமயத்ொ௧௠ந்ௌ இந்த க௠ப்௖க் 
ேகாட்ூற்கான ௘கக் ஶ௥ழய ்ரம் ெவளிப்பைடயாக மற்௥ம் ஆக இ௠க்காௌ, r 1 r 2 
ஏெனனில் அௌ மற்௥ம் என்றால் அௌ இந்தக் க௥ப்௖க் ேகா௄ ேநரூயாக இ௠ r 1 r 2 
வட்டங்க௬க்ஶம் ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைதத் ெதளி௵ப௄த்ௌங்கள், 
எனேவ இன் அூப்பைட௜ல் ஼ல சமன்பா௄கைளப் ெபற அைதப் பயன்ப௄த்ௌேவாம், m 
௔ன்னர ்இந்த ஐத் ோரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ இந்த உண்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌேவாம்  m 
நாம் ௙ண்௄ம் இந்த படத்ொல் ொ௠ம்௔ச ்ெசல்ழேறாம், ௔றஶ ொ௠ப்ொப்ப௄த்த ேவண்ூய ௚தல்m 
சமன்பா௄ என்னெவன்றால், இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ேநரே்காடூ்ல் 

ஒன்௥ ஒன் ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ ஒன்௥க்ஶ சமமான ்ரம் இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ x y r 
நாங்கள் இங்ஶ ொ௠ம்௔ வந்தால் ஆரவ்மாக இ௠க்ழேறாம் ஒன்௥ ஒன் x y 
ஆயத்ெதாைல௵க௬டன் ஒன் வடட்த்ொன் ைமயமாக ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ, c 
அதன் சமன்பா௄ ைமனஸ் ௕ட்டா அல்லௌ அூப்பைட௜ல் இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ெதா௄ேகா௄ ஒ௠ y 
௖ள்ளி ஆல்பா ௕ட்டா வ௯யாக ெசல்ழறௌ.
  ஆல்பா ௕ட்டா வ௯யாக ெசல்௩ம் இந்த ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ ஼ ஒன்௧௠ந்ௌ ௘கக் ஶ௥ழய
்ரத்ொன் ெவளிப்பா௄ 

ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இப்ேபாௌ இந்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ ௘கக் r 
ஶ௥ழய ்ரத்ைத கணக்ழடலாம் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.

சாய்௵ எனேவ ஶ௥ழய ்ரம்   d m m  
மடங்ஶக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் 
இந்த ௗரத்்ொ ெசய்ய ேவண்ூய ௚தல் நிபந்தைன என்னெவன்றால், இந்த ெவளிப்பா௄ ௚தல் m 
வட்டத்ொன் ைமயமான ௖ள்ளிக்ஶம் இந்த ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ம் அல்லௌ x1 y1 
மாறாக இந்த ேநரே்கா௄ சரிைவக் ெகாண்௄ ஒ௠ வ௯யாகச ்ெசல்௩ம் இந்த ௖ள்ளிக்ஶம் m 
இைடேய உள்ள ௘கக் ஶ௥ழய ்ரத்ொற்கானௌ.
  பா௜ண்ட் ஆல்பா ௕ட்டா அதனால்தான் நாம் ஒ௠ 
ேநரே்காட்ூல் இ௠ந்ேதாம், சரி௵ ௙ மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி௜ல் ஆல்பா ௕ட்டா வ௯யாக 
ெசல்ழேறாம், எனேவ இந்த ்ரத்ைத கணக்ழட்ேடாம் , ்ரத்ொற்கான ெவளிப்பா௄ இந்த இடௌ 
௖றம் ஆனால் அௌ உண்ைம௜ல் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.r 
  எனேவ இௌ சௌர ்ரம் எனேவ ஆ இந்த ேநரே்கா௄ ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ இ௠க்க, a 
ஶ௥ழய ்ரம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ சௌர ்ரத்ொற்கான இந்த r 
ெவளிப்பா௄  ஆனௌ ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , ேம௩ம் இரண்டாவௌ ce r 
வட்டத்ொற்ஶ ஒத்த சமன்பாடை்டப் ெப௥ேவாம், ஏெனனில் அேத ேநரே்கா௄ இரண்டாவௌ 
வட்டத்ொற்ஶ ஒ௠ ெதா௄ேகா௄ உள்ளௌ, எனேவ இந்த இரண்௄ சமன்பா௄கைள௞ம் நாம் 
ெப௥ழேறாம், எனேவ இௌ ௚தல் சமன்பா௄ ஆஶம்.
  வட்டம் மற்௥ம் இௌ இப்ேபாௌ இரண்டாவௌ வட்டத்ொற்கானௌ, இந்த சமன்பாடை்ட எளிதாக்க 
௚யற்஼த்தால், உண்ைம௜ல் இந்த இரண்௄ சமன்பா௄க௬ம் ஒன்௥தான், ஏெனன்றால், அந்த 
௖ள்ளிையப் பாரக்்க ஒ௠வர ்அைத ெகாஞ்சம் ஷரந்்ௌ கவனிக்க ேவண்௄ம், ஏெனன்றால் இைத 
௙ண்௄ம் எ௱த ௚யற்஼த்தால்.
 நாம் அைத ைமனஸ் ஆல்பா ௚௱ சௌரமாக எ௱தலாம், எனேவ நான் இரண்டாவௌ x 2 
சமன்பாடை்ட ௙ ைமனஸ் இரண்௄ க௯த்தல் ௕ட்டாைவ இரண்௄ க௯த்தல் ஆல்பா ௚௱ y x 
சௌரம் இரண்௄ சௌரத்ொற்ஶ சமம் அல்லௌ அைத நீங்கள் வஶப்௔ல் ைவத்ொ௠க்கலாம்  அேத r 
௳ஷயத்ைத ைமனஸ் ௅ ைமனஸ் ௕ட்டா ஆல் ௅ ைமனஸ் ஆல்பா ௚௱ சௌரம் ஒன்௥ m y x 
ஷட்டல் ௙ சௌரம் சமம் இரண்௄ சௌரம் இரண்௄ ைமனஸ் ஆல்பா ௚௱ சௌரம் , எனேவ r x 
அைதேய ௚தல் சமன்பாட்ூ௩ம் ெசய்ய ௚யற்஼ப்ேபாம்.

எனேவ இௌ நமக்ஶ உள்ளௌ உண்ைம௜ல் இரண்௄ ௔ைரம் என்௥ ெசால்ழேறன்  n 
 அதனால் இரண்ூ௧௠ந்ௌ இரண்௄ ௔ைரம்கைள ௘க எளிதாகப் ெபறலாம் அேத ேபால ௚தல் 
சமன்பாட்ூல் இ௠ந்ௌ 1 ப்ைரம் ழைடக்ஶம் அைதச ்ெசய்தால் ைமனஸ் ஆல்பாைவ x 1 
ெவளிேய எ௄த்தால் ெதரி௞ம்  இங்ேக ைமனஸ் ைமனஸ் ௕ட்டாைவ ஒ௠ க௯த்தல் m y 1 x 
ஆல்பா ௚௱ சௌரம் ஒன்௥ ஷட்டல் சௌரம் ஒ௠ சௌரம் ஒ௠ ைமனஸ் ஆல்பா ௚௱ சௌரம் m r x 
சமம் எனேவ இௌ ஒ௠ ௔ைரம் மற்௥ம் இரண்௄ ௔ைரம் இந்த சமன்பா௄ இரண்௄ ௔ைரம் 
இ௠ந்தௌ இரண்௄ ப்ைரம் என்பௌ இப்ேபாௌ ஼ல ஸ்ைல௄க௬க்ஶப் ௔ன்ேனாக்ழச ்ெசன்றால், 
அௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், ஏெனனில் இௌ இந்தப் ௖ள்ளி ஆஶம், ௔ன்னர ்x 1 y 1 c 2 x 2 y 2 
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நம்௘டம் ஆல்பா ௕ட்டா உள்ளௌ, எனேவ ைமனஸ் என்பௌ நமக்ஶ ௚ன்ேப ெதரி௞ம்.y 1 
 beta

இௌ இந்த அள௵ வட்டத்ொன் இரண்௄ ைமயங்கைள  so y1 minus beta on x1 minus alpha 
இைணக்ஶம் இந்த ேகாட்ூன் சாய்ைவத் த௳ர ேவ௣ல்ைல , அௌ௵ம் அந்த சாய்௵ ைமனஸ் y2 
௕ட்டா ஆல் ைமனஸ் ௕ட்டாைவத் த௳ர ேவ௣ல்ைல, இௌ இந்த அள௵ என்பதால் இௌ இன் x2 t 
சாய்௵ ஒேர ேநரே்காட்ூல் ஒன்றாஶம் இந்த ேகா௄ ௌண்ூன் சாய்௳ல் உள்ள அவரௌ ேகா௄ 
௔ரி௵ ஒன்௥தான் எனேவ இந்த இரண்௄ அள௵க௬ம் அூப்பைட௜ல் ஒேர மாொரியானைவ , 
அௌ உண்ைம௜ல் இங்ழ௠ந்ௌ ெதளிவாக இ௠ந்தால், 
இௌ௵ம் இௌ௵ம் ஒன்ேற எனேவ நாம் பாரப்்பௌ இந்த இரண்௄ சமன்பா௄களி௩ம் ஒன்றாஶம்.
  மற்௥ம் இரண்௄ இங்ேக இடௌ ௖றம் ஒன்௥தான் இப்ேபாௌ வலௌ பக்கம் என்றால் வலௌ 
பக்க௚ம் ஒன்௥தான் என்௥ மா௣௳௄ம், ஏெனன்றால் நாம் அைத நிைன௵ ஷரந்்தால் நாம் 
இேதேபான்ற ௚க்ேகாணங்க௬க்ஶச ்ெசன்றால் என்௥ பாரக்்ழேறாம்.r 
 ஒன்௥ ஆக இ௠க்ஶம்  pc 1 by pc 2 
இப்ேபாௌ ஒ௠ சௌர சௌரம் எனேவ இௌ சௌரம் க௯த்தல் ஆல்பா ௚௱ pc pc 1 pc 1 x 1 
சௌரம் ஷட்டல் ஒ௠ க௯த்தல் ௕ட்டா ௚௱ சௌரம் இரண்௄ சௌரம் இரண்௄ க௯த்தல் y pc x 
ஆல்பா ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ க௯த்தல் ௕ட்டா ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் இௌ க௯த்தல் y x 1 
ஆல்பா ௚௱ சௌரத்ொற்ஶ சமம்  1 ஷட்டல் ைமனஸ் ௕ட்டா ஆல் க௯த்தல் ஆல்பா ௚௱ y 1 x 1 
சௌரம் இரண்௄ க௯த்தல் ஆல்பா ௚௱ சௌரம் ஒன்௥ ஷட்டல் இரண்௄ க௯த்தல் ௕ட்டா x y x 
இரண்௄ க௯த்தல் ஆல்பா சௌரம் எனேவ இரண்௄ க௯த்தல் ௕ட்டா சௌரம் இரண்௄ y x 
க௯த்தல் ஆல்பா சௌரம் இப்ேபாௌ நாம் ஏற்கனேவ ேவண்௄ம் இங்ேக இந்த ௳ழத௚ம் 
இங்ஶள்ள இந்த ௳ழத௚ம் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம், ஏெனன்றால் அைவ 
வட்டத்ொன் ைமயத்ொல் ேச௠ம் ேநரே்காட்ூன் சரி௳ன் சௌரத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல, எனேவ 
இைவ இரண்௄ம் நமக்ஶக் ழைடப்பைத ரத்ௌெசய்ழறௌ ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ சௌரம் சமம்  r r 
இொ௧௠ந்ௌ 
இந்த இரண்௄ சமன்பா௄களின் வலௌ பக்க௚ம் ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பைதப் 
௔ன்ெதாடரழ்றௌ, எனேவ இடௌ பக்கம் ஒேர மாொரியாக இ௠ந்தௌ, இப்ேபாௌ வலௌ பக்க௚ம் 
ஒன்௥தான் , எனேவ இந்த இரண்௄ சமன்பா௄க௬ம் ஒன்ேற.
  எனேவ 
, இந்த சமன்பா௄களில் ஒன்ைற மட௄்ம் ோரக்்க ேவண்௄ம்.
 ௙ ைமனஸ் இ௠ந்தௌ, எனேவ என்பௌ இந்தக் ேகாடூ்ன் சாய்ைவக் ஶ௣க்ஶம், si 
எனேவ என்பௌ மற்௥ம் ைமயங்கைள இைணக்ஶம் ேகாட்ூன் சாய்வாக இ௠க்ஶம்,  s c1 c2 
எனேவ ைமனஸ் ௚௱ சௌரத்ைத௞ம் ஒ௠ ஷட்டல் சௌரம் க்ஶ சமம்  ஒ௠ சௌரம் m s m r x 
ஒன்௥ க௯த்தல் ஆல்பா ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ஏற்கனேவ ஆல்பா ஆல்பா௳ன் ெவளிப்பா௄ r 
ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் இரண்௄ ஒன்௥ ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ எனேவ ஒ௠ x r x r r x 
க௯த்தல் ஆல்பா என்பௌ ஒன்௥ க௯த்தல் ஆல்பா ஒன்௥ ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄க்ஶ x r x x 
ேமல் ஒன்௥ க௯த்தல் ஆக இ௠ந்தா௩ம் ஷட, இந்த சமன்பாடை்ட ௙ண்௄ம் இங்ேக r r 
ைவத்தா௩ம் ைமனஸ் ௚௱ சௌரத்ைத ஒ௠ ஷட்டல் சௌரத்தால் ெப௥ேவாம் இைத m s m 
ம௥஽ரைமத்தால் உண்ைம௜ல் நாம் ெப௥வௌ இல் ஒ௠ இ௠பூ சமன்பா௄ ஆஶம், இதன் m 
ெபா௠ள் உண்ைம௜ல் இரண்௄ உண்ைமயான ேவரக்ள் இ௠க்ஶம் இந்த ௳ஷயத்ொல் இரண்௄ 
உண்ைமயான ேவரக்ள் இ௠க்ஶம், ஆனால் அதன் அரத்்தம் என்னெவன்றால் , சாய்௳ன் இரண்௄ 
ெவவ்ேவ௥ மொப்௖கள் உள்ளன.
 ஒ௠௚ைற நாம் ஐத் ோரத்்ௌ௳ட்டால், அைவ இ௠க்கலாம்  அவரௌ இரண்௄ ோர௵்கள் t m 
ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் இரண்௄க்ஶ சமம் ஆஶம், எனேவ இந்த வலௌ ைக அள௵ அைத m k 
உடன் ஶ௣க்ஶம் என்௥ ஷ௥ேவாம், ஏெனனில் நமக்ஶ ஏற்கனேவ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ r r 
ெதரி௞ம், எங்க௬க்ஶ ஒன்௥ இரண்௄ ெதரி௞ம்.x x 
 அைத ஆல் ஶ௣க்க௵ம்.k 
 அப்பூயானால் நம்௘டம் இ௠ப்பௌ என்னெவன்றால், நம்௘டம் இ௠ந்தால் ைமனஸ் ௚௱ m s 
சௌரம் 1 ஷட்டல் சௌரம் ஆஶம், எனேவ அொ௧௠ந்ௌ சௌரம் க௯த்தல் 2 ஷட்டல் m k m ms s 
சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் மற்௥ம்  சௌரம் என ேம௩ம் எ௱தலாம் க௯த்தல் ஒன்௥ ஷட்டல்k km m k 
இரண்௄ ஷட்டல் க௯த்தல் சௌரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இந்த இ௠பூ ms k s 
சமன்பாடை்ட இல் ோரக்்ஶம் ேபாௌ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ என்ற இரண்௄ ோர௵்கள் m m m 
ழைடக்ஶம் எனேவ அதற்ேகற்ப இரண்௄ ேநரே்காட௄் சமன்பா௄கள் ழைடக்ஶம்  ைமனஸ் y 
௕ட்டா என்பௌ ஒன்௥ ைமனஸ் ஆல்ஃபாவாக௵ம் மற்ெறான்௥ ைமனஸ் ௕ட்டா என்பௌ m x y m 
2 ஆக ைமனஸ் ஆல்பாவாக௵ம் இ௠க்ஶம் , இைவ இரண்௄ம் சரியான ேநரூப் ெபாௌவான x 
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ெதா௄ேகா௄கள் ஆஶம்.
 நாம் படத்ொல் உண்ைம௜ல் இரண்௄ இ௠ப்பைதக் காட௄்ழறௌ  ௚தல் வழக்ஶக்ஶ இந்த h 
வழக்ழல் உண்ைம௜ல் இரண்௄ ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄கள் இ௠க்ஶம் என்௥ 
௳ளம்பரம் காட்டப்பட்டௌ மற்௥ம் இந்த இரண்ூன் சரி௵கள் ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்௄ m m 
ஆஶம், எனேவ மற்ற ேநரூ கான்ெபாமன் ேடன்ெஜன்ட் இப்பூ இ௠க்ஶம் மற்௥ம் இௌ மற்ற 
ேநரூ ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄ இ௠க்ஶம்  ஆல்பா ௕ட்டா வ௯யாக௵ம் கடந்ௌ ெசல்ழன்றன, 
ேம௩ம் இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ இௌ ெதளிவாக இ௠ப்பதால், இந்த மற்ற ெபாௌவான 
ெதா௄ேகா௄ இந்த ௖ள்ளிைய ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ கடந்ௌ ெசல்ழறௌ , எனேவ அூப்பைட௜ல் p 
ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄கள் மற்௥ம் வட்டங்களின் ைமயங்கைள இைணக்ஶம் ேநரே்கா௄கள் 
இரண்௄ம் இந்த ௖ள்ளி௜ல் மற்௥ம் இன்௑ம் ஒன்௥ உள்ளௌ, எனேவ இந்த இரண்௄ ேநரூ p 
ெபாௌவான ெதா௄ேகா௄க௬ம் இந்த ௖ள்ளி௜ல் சந்ொக்ழன்றன இௌ வட்டங்களின் p 
ைமயங்கைள இைணக்ஶம் ேநரே்காட்ூல் அைமந்ௌள்ளௌ மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி ேநராக p 
௔ரிக்ழறௌ  ேகா௄ ஐ அவற்௣ன் ஆரங்களின் ௳ழதத்ொல் ெவளிப்௖றமாக c1 c2 
இைணக்ழறௌ, எனேவ நான் இங்ஶ ெசால்ல வ௠வௌ என்னெவன்றால், ஆல்பா ௕ட்டா ெவட௄்ம் 
௖ள்ளி இௌேவ ேநரே்காட௄் இைணப்பாஶம்.
 இரண்௄ ைமயங்கைள௞ம் ேசரத்்ௌ, இந்த ௖ள்ளி இந்த ேநரே்காடை்ட ைமயங்கைள p 
ெவளிப்௖றமாக ஆரம் என்ற ௳ழதத்ொல் ௔ரிக்ழறௌ என்௥ ெசால்ழேறாம், அதாவௌ இங்ேக 
நாம் ெசால்வௌ என்னெவன்றால் , வஶத்தல் ெவளிப்௖றமாக இ௠ப்பதால் அதன் ெபா௠ள் 
என்னெவன்றால், ௔஼ ஒன்ைற வஶத்தல்  என்பௌ ஒன்௥க்ஶ இரண்ூற்ஶச ்சமம், pc two r r 
அௌ நாம் ஏற்கனேவ ஶ௣ப்௔டூ்௠ந்த ஒன்௥, இந்த இரண்௄ ௚க்ேகாணங்களின் 
ஒற்௥ைம௜௧௠ந்ௌ இௌ ெதளிவாகப் ௔ன்பற்றப்பட்டௌ என்௥ நான் ெசால்ழேறன், இதன் 
ெபா௠ள் என்னெவன்றால், இந்த ௖ள்ளி என்பௌ இரண்௄ம் ெபாௌவானதாக இ௠க்ஶம்.p 
 ெதா௄ேகா௄கள் வட்டத்ொன் ைமயங்கைள ெவளிப்௖றமாக இைணக்ஶம் ேநரே்காடை்ட r 1 
௚தல் என்ற ௳ழதத்ொல் ௔ரிக்ழறௌ எனேவ ஆல் வஶக்கப்ப௄வௌ r 2 r 1 pc 1 pc 2 r 1 
ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் க்ஶ சமம் அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் இரண்௄ வட்டங்க௬ம் r 2 
ஒன்ைறெயான்௥ ெதாடாம௩ம், ஒன்ேறாெடான்௥ ஶ௥க்ழடாம௩ம் இ௠க்ஶம் ேபாௌ, இந்த 
வட்டங்களின் ஶ௥க்ஶ ெபாௌவான ெதா௄ேகாட௄்களின் சமன்பாடை்ட இ௠ வட்டங்க௬க்ஶம் 
ெப௥ங்கள் நன்௣ 
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