
 वतुŊळांवरील सहाʩा ʩाƥानात आपले ˢागत आहे, या ʩाƥानात आपण सामाɊ ˙िशŊकेǉा दोन वतुŊळांǉा ʩुȋȅीवर चचाŊ 
करणार आहोत पण ते सुŝ करǻाआधी आपण शेवटǉा ʩाƥानात कʬर कŝ शकलेʞा िवषयांपैकी एक िवषय संपवू या.
  िदलेʞा वतुŊळासाठी िदƬशŊकाचे वतुŊळ ʉणून ओळखʞा जाणा̴ या एखाȨा गोʼीǉा ʩाƥेशी संबंिधत आहे, 
ʉणून समजा की आपʞाकडे ओ येथे काही कŐ ū आिण काही िũǛा असलेले वतुŊळ आहे ʉणून एक वतुŊळ िदले आहे ʉणून हे वतुŊळ 
आपʞाला िदले आहे आिण मग आपण िवचार कŝया.
  या वतुŊळाǉा दोन ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूवर असलेʞा सवŊ िबंदंूचे ̾थान जे 90 अंशांनी छेदले आहे , उदाहरणाथŊ आपण या िबंदूवर 
˙िशŊका ʉणू या आिण नंतर आपʞाला या वतुŊळाǉा दुस̴ या ˙िशŊकेचा िवचार करावा लागेल जो लंब असेल  ही पिहली ˙िशŊका आहे 
ʉणून आपण असे ʉणू या की येथे आपʞाकडे आणखी एक ˙िशŊका आहे ʉणून आपण या सामाɊशी लंब बांधीव रेषा बनवू 
ʉणजे ही दुसरी ˙िशŊका आहे आिण आपण असे ʉणू या  या दोन ˙िशŊका 90 अंशांवर भेटतात तर आपʞाला या छेदनिबंदंूǉा 
̾थानामȯे ˢार˟ आहे 
ʉणून या दोन ˙िशŊकेचा समान वतुŊळाला छेदणारा िबंदू आहे 
परंतु ˙िशŊका Ůȑेकास 90 अंशांवर लंबवत असावी.
 इतर हा िबंदू असू Ȩा ʉणजे अशा सवŊ िबंदंूचे ̾थान आिण आपण तपासू शकतो की अशा सवŊ िबंदंूचे ̾थान ŮȑƗात एक वतुŊळ p 
बनवणार आहे कारण आपʞाकडे या िबंदू सारखा कोणताही िबंदू इथे असेल तर ˙ʼपणे ˙ʼपणे हा कोन 90 अंश आहे  कारण ही p 
पिहली ˙िशŊका आहे ȑाचŮमाणे हा कोन देखील 90 अंश आहे अिधक आपʞाला असे िदले आहे की या दोन ˙िशŊका 90 अंशांवर 
भेटत आहेत
 ȑामुळे ˙ʼपणे आपण या  चौकोनाकडे पािहʞास आपण या चौकोनाकडे पहाल तर या चौकोनाचे तीन कोन येथे आहेत oqpsoqps 
नʫद अंश आहेत
 ȑामुळे नैसिगŊकįरȑा चौथा देखील नʫद अंश असावा आिण ʉणून हा चतुभुŊज एकतर आयत िकंवा चौरस असू शकतो परंतु नंतर  
आपण पाहतो की आिण दोɎी आपʞाला िदलेʞा पिहʞा वतुŊळाǉा िũǛाइतके आहेत os oq 
आिण ʉणून हे ˙ʼ आहे की हा एक चौरस असणे आवʴक आहे,oq ps 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा होतो की हे अंतर देखील आिण समान आहे.r 

 ȑामुळे पासून या िबंदू पयōतचे अंतर हे o p 
ǉा दोन पट ǉा वगŊमूळाǉा बरोबरीचे असेल तर असा कोणताही िबंदू ʉणून आपण आणखी दोन ˙शŊरेषा बनवू शकतो जे r r p 

एकमेकांना लंब आहेत आिण उदाहरणाथŊ आपʞाकडे आणखी दोन ˙शŊरेषा असू शकतात.
  आपण या िबंदूवर ˙िशŊका असे ʉणू या आिण नंतर आपʞाला आणखी एक ˙िशŊका असणे आवʴक आहे जी या ˙िशŊकेला लंब 
असेल तर आपण येथे या िबंदूवर ˙िशŊका ʉणू या ʉणजे या दोन ˙िशŊका 90 अंशांवर भेटतात आिण जर आपण असेच िवʶेषण केले 
तर  जसे की आपण या िबंदूसाठी काय केले या िबंदूला ʉणून संबोधू या, जर आपण असेच िवʶेषण केले तर आपʞाला हे देखील p c 
िदसेल की हा पुɎा ǉा बरोबरीचा बाजूचा वगŊ होईल आिण पुɎा हे अंतर आहे.r oc 
 ǉा बरोबरीने होणार आहे 2 गुिणले चे वगŊमूळ जेथे ही िदलेʞा वतुŊळाची िũǛा आहेr r 
 ȑामुळे आपण असे पाहतो की असा कोणताही िबंदू जो दोन ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूवर आहे जो नʫद अंशांनी छेदत आहे
 ȑामुळे असा कोणताही िबंदू िनिʮत अंतरावर असेल  िदलेʞा वतुŊळाǉा कŐ ūापासून वगŊमूळाचे दोन पट आिण ʉणून अशा सवŊ िबंदंूचेr 
̾थान हे दुसरे वतुŊळ आहे कारण हीच मुळात वतुŊळाची ʩाƥा होती कारण Ůȑेक िबंदू दोन ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूवर असतो जे 90 
अंशांनी छेदतात
 ȑामुळे Ůȑेक िबंदू िदलेʞा वतुŊळाǉा कŐ ūापासून एका ठरािवक अंतरावर असणार आहे आिण ʉणून हे वतुŊळ जे अशा सवŊ िबंदंूचे ̾थान
आहे ȑा वतुŊळाला िनदőशक वतुŊळ असे ʉणतात.
 िनदőशक वतुŊळाचे कŐ ū हे िदलेʞा वतुŊळाǉा कŐ ūासारखेच आहे हे आपण पाš शकतो, ʉणजे हे पिहले िनरीƗण आहे की िदलेʞा 
वतुŊळाचे संचालक वतुŊळाचे कŐ ū समान आहे.
 
िदलेʞा वतुŊळाǉा मȯभागी एक िनरीƗण आहे आिण दुसरे िनरीƗण आहे की 
डायरेƃर वतुŊळाची िũǛा िदलेʞा वतुŊळाǉा िũǛेǉा दुɔट वगŊमूळ आहे, 
ʉणून आपण डायरेƃर वतुŊळावरील ही चचाŊ पुढे संपवू.
 िदलेʞा कोणȑाही दोन वतुŊळांǉा सामाईक ˙िशŊकांबȞल बोला पण ते करǻाआधी एक छोटासा पįरणाम आहे जो कदािचत मागील 
ʩाƥानांपैकी एकामȯे समािवʼ केला गेला असता पण आʉी ते पुɎा इथे आणतो कारण आमǉा िवʶेषणामȯे आʉी हा िनकाल 
वापरणार आहोत.

 ȑामुळे ȑाचा पįरणाम असा आहे की मुळात असे ʉटले आहे की जर आपʞाकडे येथे सरळ रेषा असेल तर 
उतार आहे आिण जो अʚा बीटा या िबंदूमधून जातो m 
आिण मग आपʞाकडे दुसरा िबंदू आहे आिण आपʞाला िवचारलेला Ůʲ Ȩायचा आहे चौरस अंतराची x naught y naught 
अिभʩƅी या िबंदूचे िकमान चौरस अंतर या सरळ रेषेवरील कोणȑाही िबंदूपासून शूɊ आिण शूɊ नाही, हे ˙ʼ आहे की x 
आपʞाला हायˋूल पासून मािहत आहे शोर  चाचणी अंतर िकंवा सवाŊत लहान अंतर हे मुळात या िबंदूपासून सरळ रेषेपयōतचे लंब आहे 
जे हा लंब आहे आिण या लंबाचे हे Ɠाड अंतर आहे ʉणून या िबंदूपासून या सरळ रेषेपयōत या रेषाखंडाचे चौरस अंतर या सूũाȪारे िदले 
जाते.
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 आपण दोन वतुŊळांमधील सामाईक ˙िशŊकांबȞल बोलू या, तर आपण असे ʉणू की येथे नſीच अनेक केसेस आहेत, ʉणून आपण येथे 
कोणतीही दोन वतुŊळे काढू या, जेʬा दोन वतुŊळे एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत िकंवा ते एकमेकांना छेदत नाहीत तेʬा ही पįरİ̾थती आहे.
 ही कŐ ūे एक दोन असू Ȩा मग आपण पाš शकतो की ŮȑƗात चार ˙शŊरेषा आहेत तर दोन ˙िशŊका ʉणजे चार सामाईक c c 
˙िशŊका, तर आपʞाला सामाɊ ˙िशŊकेचा अथŊ काय आहे याचा अथŊ समान सरळ रेषा दोɎीची ˙िशŊका आहे  वतुŊळ उदाहरणाथŊ 
आपण ही सरळ रेषा ʉणू या ʉणजे मी काढलेली ही सरळ रेषा या दोɎी पिहʞा वतुŊळाची ˙िशŊका आहे
 ȑामुळे ही सरळ रेषा ही ˙िशŊका आहे या िबंदूवरील पिहले वतुŊळ आिण तीच सरळ रेषा ही या िबंदूवर असलेʞा दुस̴या वतुŊळाची 
˙िशŊका आहे, ʉणून या सरळ रेषेला या दोɎी वतुŊळांना सामाईक ˙िशŊका ʉणतात, 
ʉणून आपण येथे आणखी एक सामाɊ ˙िशŊका काढू शकतो.
 दोन ˙शŊरेषांना ŮȑƗ सामाईक ˙िशŊका ʉणतात परंतु या दोन ʩितįरƅ आपʞाकडे अजून दोन ˙िशŊका असतील Ǜांना आडवा 
˙िशŊका ʉणतात आिण ȑा अशा आहेत कारण आपण पाš शकतो की ही लाल रेषा या िबंदूवर पिहʞा वतुŊळांची ˙िशŊका आहे आिण 
तीच  हीच लाल रेषा या िबंदूवर या दुस̴ या वतुŊळाची ˙िशŊका आहे 
ȑामुळे थेट सामाईक ˙िशŊकेǉा बाबतीत दोɎी वतुŊळे ˙िशŊकेǉा एका बाजूला आहेत हे आपʞाला िदसले तर आपʞाला माहीत आहे 
की कोणतीही सरळ रेषा पृʿभागाला दोन भागांमȯे िवभािजत करते.
 एक अधाŊ भाग सरळ रेषेǉा या बाजूला आहे उदाहरणाथŊ आपण ही सरळ रेषा घेऊ आिण उरलेला अधाŊ सरळ रेषेǉा दुस̴या बाजूला 
आहे, दोɎी थेट सामाईक ˙िशŊकेǉा बाबतीत.c 
  ˙शŊरेषेǉा एका बाजूला असतात एक सरळ रेषेतील ˙िशŊकेǉा एका बाजूला असतात ȑाचŮमाणे ही अशी ˙िशŊका आहे ircles 
Ǜासाठी दोɎी वतुŊळे ितǉा एका बाजूला आहेत अशा ˙िशŊकेǉा Ůकाराला ŮȑƗ सामाईक ˙िशŊका ʉणतात
 ȑामुळे हा िहरवा रंग थेट काबŊन ˙िशŊकेपैकी एक आहे कारण दोɎी वतुŊळे या सरळ रेषेवर िकंवा खाली आहेत ȑाचŮमाणे ही दुसरी 
िहरवी ˙िशŊका देखील थेट सामाईक ˙िशŊका आहे कारण दोɎी वतुŊळे 
या सरळ रेषेǉा वर िकंवा एका बाजूला आहेत परंतु याǉा बाबतीत लाल ˙िशŊका ही लाल ˙िशŊका या पृʿभागाला दोन भागांमȯे 
िवभािजत करते, एक ही बाजू आहे आिण दुसरा हा भाग आहे आिण लाल ˙िशŊकेǉा बाबतीत आपण पाš शकतो की हे मोठे वतुŊळ या 
बाजूला आहे आिण लहान वतुŊळ िवŜȠ बाजूला आहे.
 तर अशा ˙िशŊका Ǜासाठी दोन वतुŊळे ˙िशŊकेǉा एकाच बाजूवर नसतात ȑाला आडवा सामाईक ˙िशŊका ʉणतात
 ȑामुळे ही देखील एक सामाईक ˙िशŊका आहे कारण ही सरळ रेषा दोɎी ʩा ˙िशŊकेची आहे.

वतुŊळे परंतु नंतर वतुŊळे ˙िशŊकेǉा िवŜȠ बाजूस असतात  e 
 ȑामुळे तेथे आणखी एक आडवा सामाईक ˙िशŊका असेल जी अशी आहे ʉणून या पिहʞा Ůकरणात एकूण चार सामाईक um 
˙िशŊका असतील ȑापैकी दोन थेट आिण इतर दोन अनुŮ̾थ आहेत ʉणून या ʩाƥानाǉा पुढील भागात आपण 
या चारही थेट सामाईक काळाची समीकरणे कशी काढायची ते पाš आिण या सामाईक ˙िशŊकेǉा छेदनिबंदूचे िनदőशांक देखील कसे 
काढायचे ते पाš या समीकरणाǉा ʩुȋȅीपासून सुŜवात कŝया .
  या पिहʞा केससाठी थेट सामाईक ˙िशŊका ʉणून ही दोन वतुŊळे असू Ȩा मȯ एक आिण कŐ ū दोन एक मȯे समɋय c c c x 
एक एक दोन आहेत दोन दोन आिण ʉणून पिहʞाची िũǛा Ȩा  कŐ ū असलेले वतुŊळ एक एक असेल आिण दुस-या y c x y c r 
वतुŊळाचे कŐ ū सह दोन असेल तर आपण असे कसे समजू की आपʞाला िदले तर आपण आहोत ʉणजे समजा की वतुŊळे भूिमतीय c r 
नाहीत  काढलेले आिण आपʞाला जे िदले आहे ते फƅ या दोन वतुŊळांची िũǛा आिण वतुŊळांǉा या कŐ ūांचे समɋय सांगू या 
मग केस हे कसे तपासायचे ते कसे तपासायचे की केस एकमेकांना छेदणारे आिण ˙शŊ न करणारे दोन आहेत.
 वतुŊळे यासाठी आपʞाला हे समजणे फार कठीण नाही की जर दोन कŐ ūांमधील सरळ रेषेतील अंतर असेल तर जर दोन कŐ ūांमधील 
अंतर असेल तर जर दोन कŐ ūांमधील अंतर ही अिभʩƅी असेल तर िũǛेǉा बेरजेपेƗा जाˑ ʉणजे ही İ̾थती आहे की नाही हे आपण 
सहजपणे तपासू शकतो आिण ही İ̾थती घडते की नाही हे आपण पाš शकतो तर हे ˙ʼ आहे कारण जर आपण असे ʉणू की आपण 
कŐ ūांना एका सरळ रेषेने जोडतो तर हे अंतर आर एक आहे.
  इथून इथपयōत आिण हे अंतर दोन इतके आहे की दोन वतुŊळे ˙शŊ करत नसतील आिण छेदत नसतील तर हे ˙ʼ आहे की दोन r 
कŐ ūांमधील एकूण अंतर िकती असेल  एक अिधक दोन अिधक काहीतरी अिधक असू Ȩा कारण दोन वतुŊळांना ˙शŊही होत नाही r r 
िकंवा ते एकमेकांना छेदतही नाहीत
 ȑामुळे ˙ʼपणे असे घडते तेʬा हे खरे असले पािहजे आिण ȑाउलट जर अंतर एक अिधक दोन पेƗा जाˑ असेल तर ते  हे r r 
देखील सूिचत करते की ते एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत िकंवा ते एकमेकांना छेदत नाहीत ʉणून आपण ही पिहली केस घेऊ या िजथे 
आपʞाकडे दोन छेदन न होणारी आिण ˙शŊ न करणारी वतुŊळे आहेत ʉणून समजू या की ही दोन वतुŊळे आहेत ʉणून एकाला कŐ ū 
आहे एकाला कŐ ū आहे  दोन, एक आिण दोन चे समɋय एक एक दोन दोन असू Ȩा  या उदाहरणासाठी एक c c c x y nx y r 

दोन पेƗा मोठा आहे या उदाहरणासाठी आता आपण या सामाईक ˙िशŊकेचा िवचार कŝ या ʉणून या थेट सामाईक ˙िशŊकेचा r 
संपकŊ  िबंदू अ िबंदूवर आिण संपकाŊचा िबंदू िकंवा जेथे Ůथम वतुŊळ या दोɎीशंी आहे.thi b 

थेट सामाईक ˙िशŊका दुस̴या वतुŊळाला ˙शŊ करते तो िबंदू असू Ȩा ʉणजे हा आहे ˙ʼपणे हे कोन 90 अंश आहेत   s b a b 
आिण आपण वतुŊळाǉा दोन कŐ ūांना जोडणारी सरळ रेषा िवचारात घेऊ या ती ˙ʼपणे पुढे वाढवू या  रेषा एखाȨा िबंदूवर थेट सामाईक 
˙िशŊकेला छेदणार आहे Ǜाचे िनदőशांक आपण अʚा ˢʙिवराम बीटा Ȫारे दशŊिवतो ʉणून आपले पिहले काम अʚा ˢʙिवरामp 
बीटा या िबंदूचा समɋय शोधणे आहे आिण नंतर आपʞाला या थेट सामाɊ ˙िशŊकेचे समीकरण सापडेल.
  आता हा एक आहे आिण हा दोन आहे आता वतुŊळाǉा दोन कŐ ūांमधील हे अंतर मी एक ने दशŊवू आिण या िबंदू आिण r r l p 
दुस̴या वतुŊळाचे कŐ ū दोन मधील अंतर दोन असू Ȩा.c l 
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आपण पाहतो की 
दोन जो हा िũकोण आहे तो िũकोण सारखा आहे आिण याचे कारण असे आहे की या दोन िũकोणांचे तीनही कोन pbc pac one 

ʉणजे दोन आिण एक हे दोɎी कोनांना समान तीन कोन असतात कारण आपण पाš शकता की एक कोन 90 अंश pbc pac tr 
आहे हा कोन या कोनाǉा बरोबरीचा आहे आिण पुढे हे ˙ʼ आहे की हा कोन दोɎी िũकोणांसाठी देखील समान आहे आिण ʉणून या 
दोɎी िũकोणांचे दोन कोन समान आहेत.
  ितसरा कोन घर देखील सारखाच असावा आिण या दोन िũकोणांसाठी आता ितɎी कोन सारखेच असʞामुळे हे दोɎी िũकोण सारखेच 
आहेत आिण ʉणून समानता गुणोȅरांवŝन आिण समानतेǉा गुणोȅरांवŝन ते एक लांबी एक असे खालीलŮमाणे आहे.pc pc 
  मोǬा िũकोणाचा भाग संबंिधत बाजूǉा लांबीचा दोन लहान िũकोणाǉा समान आहे ʉणून एक दोन ने एक दोन pc pc pc r r 
आता एक काहीही नसून एक अिधक दोन भािगले दोन ʉणजे दोन जे एक अिधक एक दोन Ȫारे एक आहे pc l l pc l l l l 
आिण तो एक दोन आहे ʉणून एक दोन वर एक वजा दोन दोन वर ʉणजे दोन समान आहे एक ला r r n l r r r l l r 
दोन भािगले एक िमिनट  दोन आिण एक आʉाला आधीच मािहत आहे कारण आʉाला दोन कŐ ūांचे समɋय आʉाला िदलेले r sr l 
आहेत,
 ȑामुळे येथून आʉाला 
या िबंदू चे समीकरण शोधता आले पािहजे कारण हा िबंदू वर पडलेला आहे.p p 

ला जोडणारी सरळ रेषा खालीलŮमाणे आहे की बीटा वजा ला अʚा मायनस ने  c1 c2 y1 x1 
भागʞास हा या रेषेचा उतार आहे रेषेचा उतार हा आहे आिण तो उतार रेषेǉा उतारासारखा आहे कारण  pc1 pc1 c 1 c 2 
तरीही ती एकच रेषा आहे आिण रेषा चा उतार आिण रेष चा उतार आहे आिण हे खरेतर दोन रेषेǉा उताराǉा c 1 c 1 c 2 pc 
समान आहे जे अʚा वजा वर बीटा वजा दोन आहे 2 तर आता आपण शोधǻाचा Ůयȉ कŝ जेणेकŝन आपʞाला येथे x y l 1 
ǉा ̊ʼीने आधीच िमळाले आहे.l 2 
 आता येथून आपण जे पाहतो ते असे की हे अंतर दोन समान आहे ʉणून दोन चौरस हे बीटा वजा ǉा बरोबरीचे आहे असे l l y2 
ʉणूया.
 संपूणŊ ˍेअर अिधक अʚा वजा संपूणŊ ˍेअर जे मी पुढील ˠाइडवर घेईन तसेच मागील ˠाइडमȯे  ˠाइड आमǉाकडे होतीx2 

चौरस ʉणजे बीटा उणे पूणŊ चौरस अिधक अʚा उणे पूणŊ चौरस जो समान आहे मी अʚा वजा पूणŊ चौरस l 2 y 2 x 2 x 2 
घेईन या बाहेर एक अिधक बीटा वजा दोन पूणŊ वगŊ अʚा वजा ने गुणाकार केला आहे  दोन पूणŊ चौरस पण बीटा उणे दोन y x y 
भािगले अʚा वजा दोन हे दोन वतुŊळांǉा कŐ ūांना जोडणा̴ या या सरळ रेषेचा उतार काहीही नाही जे येथे या पįरमाणाǉा बरोबरीचे x 
आहे ʉणून आपण येथे मूʞाने बदलू शकतो.
  याचा अथŊ असा होतो की दोन चौरस हा अʚा वजा दोन पूणŊ चौरस मȯे एक अिधक दोन वजा एक पूणŊ चौरस वर l x y y x 2 
वजा पूणŊ चौरस आहे परंतु नंतर या समीकरणावŝन आपʞाला आधीच मािहत आहे की चौरस हा वगŊ आहे  x 1 l 2 l 1 r 2 
चौरस बाय एक वजा दोन पूणŊ चौरस ʉणून जर आपण हे वापरले तर आपण हे समान एक चौरस दोन चौरस बाय एक r r l r r 
वजा दोन चौरस जे आता एक चौरस एक मधील अंतर आहे  दोन वतुŊळांची कŐ ūे ʉणजे एक  चौरस आहे ʉणून हा दोन r l l l r 
चौरस होतो एक वजा दोन पूणŊ चौरस मȯे एक चौरस दोन वजा एक पूणŊ वगŊ अिधक दोन वजा एक संपूणŊ चौरस r r l y y x x 
ʉणून हे आिण ही अिभʩƅी समान आहेत आिण मग आपण पाš शकतो की आपण कŝ शकतो  हे येथे सामाɊ भाजक ʉणून ƽा 
आिण नंतर काहीतरी असेल जे आहे आिण मग आपण काय ʉणून या डाʩा बाजूला ही संपूणŊ गोʼ अʚा वजा दोन पूणŊ चौरस बाय x x
दोन वजा एक पूणŊ चौरस दोन वजा एक ʉणून िलिहता येईल.x x x 
  संपूणŊ वगŊ अिधक दोन वजा एक संपूणŊ वगŊ पण ही संपूणŊ गोʼ याǉा बरोबरीची आहे जी या अिभʩƅीȪारे गुणाकार केली जाते y y 
ती या सारखीच असते आिण मग नſीच आपण पाहतो की हे आिण हे समान आहेत ʉणून आपण काय समाɑ करतो  िमळवणे ʉणजे 
अʚा वजा दोन ʉणजे दोन बाय एक वजा दोन ते दोन वजा एक आिण जर आपण ते सोपे केले तर आपʞाला x r r r x x 
अʚाचे मूʞ दोन अिधक दोन मȯे दोन वजा एक असे िमळेल एक वजा दोन ने भागले जे एक दोन आहे वजाx r x x r r r x 

दोन एक भािगले एक वजा दोन ʉणजे अʚा हे लƗात ठेवा अʚा हा या थेट सामाɊ ˙िशŊकेसह वतुŊळाǉा कŐ ūांना r x r r 
जोडणा̴या सरळ रेषेǉा छेदनिबंदूǉा या िबंदूचा समɋय होता x 
ȑाचŮमाणे आपण बीटा शोधू शकतो आिण  ते सोपे आहे कारण आपण ही समानता येथे वापŝ शकतो कारण अʚा आता आपʞाला 
सहजपणे बीटा शोधू शकतो आिण थोडेसे फेरफार केʞाने आपʞाला वजा भािगले एक वजा दोन r 1 y 2 r 2 y 1 r r 
समान बीटा िमळतो ʉणून आता आपʞाकडे आहे या िबंदूचे चे िनदőशांक पण आमचे अंितम ȯेय या थेट सामाईक ˙िशŊकेचे p 
समीकरण शोधणे हे होते, मग आपण ते कसे िमळवू शकतो
 ȑामुळे अथाŊतच एक गोʼ ʉणजे आपʞाला मािहत आहे की ही ˙िशŊका या िबंदूवर आहे Ǜाचे समɋय आहेत  ओळखले जाते ʉणून 
जर या थेट सामाईक ˙िशŊकेवर िबंदू ˢʙिवराम असेल तर आपण ʉणू शकतो की उणे बीटा वर उणे अʚा ʉणजे y x y x x 
उणे अʚा वर उणे बीटा हा या थेट सामाईक ˙िशŊकेचा उतार असेल.y 
  आिण तो उतार सारखा असू Ȩा ʉणून आता जर आपʞाला या थेट सामाईक ˙िशŊकेचा उतार मािहत असेल तर आपण या थेट m 
सामाईक ˙िशŊकेचे समीकरण शोधणे पूणŊ केले आहे कारण हे थेट सामाईक ˙िशŊकेचे समीकरण आहे परंतु आȅा मािहत नाही m 
आʉाला कसे सापडेल अʚा आिण बीटा येथे ǒात आहेत परंतु हे मािहत नाही की आपण काय पाहतो ते आहे आिण येथेच आपण m m 
पिहʞा काही ˠाइड्सवर पािहलेला पिहला पįरणाम जो एका िबंदूपासून सवाŊत कमी अंतरावर होता .
  िदलेली सरळ रेषा
 ȑामुळे इथेच हा पįरणाम अितशय उपयुƅ ठरणार आहे कारण आपण येथे जे पाहतो ते असे की पिहʞा वतुŊळाǉा कŐ ūापासून या 
˙िशŊकेचे सवाŊत कमी अंतर एक आहे आिण दुस̴या वतुŊळाǉा कŐ ūापासून दोन आहे.r r 
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 ȑामुळे चे मूʞ असे असले पािहजे की यातील सवाŊत लहान अंतर असेल कारण जर िभɄ असेल तर या दोन वतुŊळांमधील सवाŊत m m 
लहान अंतर एक आिण दोन असू शकत नाही परंतु आʉाला मािहत आहे की ही थेट सामाɊ ˙िशŊका आहे जर तुʉी  येथे हा कोनr r 
नʫद अंश आहे हे पहा ʉणजे हे अंतर एक हे r 
या थेट सामाईक ˙िशŊकेपासून या कŐ ūातील क एकचे सवाŊत लहान अंतर आहे आिण ȑाचŮमाणे दुस̴या वतुŊळाǉा कŐ ū दोन आिण हीc 
थेट सामाईक ˙िशŊका यामधील सवाŊत लहान अंतर दोन आहे.r 
 पण असा असावा की जर आपण उतार अशा Ůकारे बदलला तर अंतर आिण होणार नाही, ʉणजे मी हे कŝ शकलो m r 1 r 2 
असतो, उदाहरणाथŊ, जर माǟाकडे उतार असेल तर मी कŝ शकलो असतो.
  नंतर माǟाकडे अशी सरळ रेषा असेल जी अʚा बीटा मधून जात असली तरी ही काळी रेषा देखील अʚा बीटा मधून जाते पण नंतर 
वतुŊळापासून या काʨा रेषेचे सवाŊत कमी अंतर समान नसते कारण ही िविशʼ काळी रेषा या दोन वतुŊळांना ˙शŊही करत नाही याचा अथŊ 
या दोन वतुŊळांǉा कŐ ūापासून या काʨा रेषेपयōतचे सवाŊत कमी अंतर ˙ʼपणे आिण असणार नाही कारण जर ते r 1 r 2 r 1 
आिण असेल तर ते आहे.r 2 
  ˙ʼ करा की ही काळी रेषा थेट असली पािहजे ती दोɎी वतुŊळांची एक सामाɊ ˙िशŊका असावी ʉणून आपण ते ǉा संदभाŊत काहीm 
समीकरण िमळिवǻासाठी वापŝ आिण नंतर हे सोडवǻाचा Ůयȉ कŝ, ʉणून आपण हे तȚ वापŝ.m 
 आपण या आकृतीत पुɎा मागे जाऊ मग Ůथम पिहले समीकरण Ǜाचे समाधान केले पािहजे ते ʉणजे या िविशʼ सरळ रेषेचे अंतर m x

या िबंदूपासून ǉा बरोबरीचे असले पािहजे one y one r one 
ȑामुळे आʉाला ˢार˟ आहे ʉणून जर आपण येथे परत आलो तर आपʞाकडे मुळात एक िबंदू आहे जो सह x one y one 
िनदőशांक असलेʞा वन वतुŊळाचे कŐ ū होते आिण तेथे ही थेट सामाɊ ˙िशŊका होती Ǜाचे समीकरण होते Ǜाचे समीकरण वजा c y 
बीटा होते िकंवा मुळात ही िविशʼ ˙िशŊका एका िबंदू अʚा बीटामधून जात होती.
  अʚा बीटा मधून जाणा̴ या पासून या सामाɊ ˙िशŊकेपयōतǉा सवाŊत लहान अंतराची अिभʩƅी एक असणे आवʴक c one r 
आहे ʉणून आता सवाŊत लहान अंतर हे सूũ वापŝन मोजले जाऊ शकते जे आʉाला मािहत आहे की आʉी आधीच साई केले आहे  d 
की उतार आहेm 
 ȑामुळे सवाŊत लहान अंतर गुिणले एक वजा अʚा वजा एक वजा बीटा संपूणŊ चौरस बाय एक अिधक चौरस असेल तर हे m x y m 
चौरस अंतर आहे ʉणून हे एक चौरस इतके असावे ʉणून हे  ही पिहली अट आहे की या ने पूणŊ करणे आवʴक आहे जे ʉणजे r m 
ही अिभʩƅी या िबंदू मधील सवाŊत कमी अंतरासाठी आहे जी पिहʞा वतुŊळाचे कŐ ū आहे आिण या थेट सामाईक ˙िशŊकेची x1 y1 
िकंवा उलट उतार असलेली आिण मधून जाणारी ही सरळ रेषा आहे.m a 
  िबंदू अʚा बीटा ʉणजे आमǉाकडे एक सरळ रेषा आहे Ǜाचा उतार आहे आिण या िबंदूतून जाणारा अʚा बीटा आहे ʉणून m 
आʉी हे अंतर मोजले आहे आिण अंतराची अिभʩƅी ही डाʩा हाताची आहे परंतु ती ŮȑƗात ǉा समान असणे आवʴक आहे  r 
ʉणून हे चौरस अंतर आहे ʉणून ही सरळ रेषा अ ही थेट सामाईक ˙िशŊका होǻासाठी सवाŊत लहान अंतर एक बरोबर असणे ah r 
आवʴक आहे आिण ʉणून वगŊ अंतरासाठी ही अिभʩƅी हे एक चौरस बरोबर असले पािहजे आिण आपʞाला दुस̴या ce r 
वतुŊळासाठी समान समीकरण िमळेल कारण तीच सरळ रेषा दुस̴या वतुŊळाची ˙िशŊका आहे,
 ȑामुळे आपʞाला ही दोन समीकरणे िमळतील ʉणून हे पिहʞासाठी आहे  वतुŊळ आिण हे आता दुस̴ या वतुŊळासाठी आहे जर आपण 
हे समीकरण सोपे करǻाचा Ůयȉ केला तर ŮȑƗात ही दोɎी समीकरणे एकच आहेत आिण मला असे ʉणायचे आहे कारण आिण तो 
मुȞा पाहǻासाठी एखाȨाला ȑाचे थोडे उȖुकतेने िनरीƗण करावे लागेल 
कारण जर आपण हे पुɎा िलिहǻाचा Ůयȉ केला तर आपण ते वजा अʚा पूणŊ चौरस मȯे िलš शकतो ʉणून मी दुसरे x 2 
समीकरण वजा दोन वजा बीटा दोन वजा अʚा पूणŊ वगŊ दोन चौरस मȯे पुɎा िलिहत आहे िकंवा ȑाऐवजी आपण ते m y x r 
भाजकात असू शकता आिण हे  समान गोʼ वजा दोन वजा बीटा बाय दोन वजा अʚा पूणŊ वगŊ बाय एक अिधक वगŊ समान m y x m 

दोन वगŊ बाय दोन वजा अʚा पूणŊ चौरस ʉणून िलिहता येईल आिण ʉणून आपण पिहʞा समीकरणासह तीच गोʼ करǻाचा r x 
Ůयȉ कŝ.

ʉणजे आमǉाकडे आहे ʉणून हे आह आमǉाकडे आहे ʉणून मी ʉणेन दोन अिवभाǛ ʉणजे दोन मधून आपʞाला दोन Ůाइम n 
अगदी सहज िमळू शकतात ȑाचŮमाणे पिहʞा समीकरणातून 1 अिवभाǛ िमळेल फƅ ते केʞाने तुʉाला मािहत आहे की फƅ x 
1 वजा अʚा काढणे  येथे वजा वजा बीटा ओʬर एक वजा अʚा पूणŊ वगŊ बाय एक अिधक वगŊ एक चौरस बाय m y 1 x m r x 
एक वजा अʚा पूणŊ वगŊ आहे ʉणून हे एक अिवभाǛ आहे आिण दोन अिवभाǛ होते ʉणून हे समीकरण दोन अिवभाǛ होते दोन 
अिवभाǛ होते आता जर आपण काही ˠाइड्स मागे गेलो तर आपʞाला मािहत आहे की हा हा िबंदू x 1 y 1 c 2 x 2 y 2 
आहे आिण नंतर आपʞाकडे अʚा बीटा आहे ʉणून आपʞाला आधीच मािहत आहे की उणे आहे y 1 beta

उणे बीटा वर उणे अʚा जे हे Ůमाण आहे ते दुसरे काहीही नाही या रेषेचा उतार वतुŊळाǉा दोन कŐ ūांना जोडणारा आहे  so y1 x1 
आिण ȑाचŮमाणे तो उतार ʉणजे उणे बीटा बाय वजा अʚा हे Ůमाण आहे कारण हे  समान सरळ रेषेत एक आहेy2 x2 
 ȑामुळे चा उतार या रेषेǉा तुकǰाǉा उतारातील ȑाचा रेषाखंड सारखाच आहे ʉणून या दोन पįरमाण मूलत: एकच आहेत आिण t 
जर ते इथूनही ˙ʼ असेल तर 
हे आिण हे सारखेच आहेत ʉणून आपण जे पाहतो ते या दोɎी समीकरणांमȯे एक आहे.
  आिण येथे दोन डाʩा बाजूची बाजू सारखीच आहे आता उजʩा बाजूचे काय? असे िदसून आले की उजवीकडील बाजू देखील सारखीच 
आहे कारण जर आपण आठवले तर जर आपण समान िũकोणांकडे परत गेलो तर आपʞाला ते आर िदसेल.
 एक बाय आर दोन हे बाय ǉा बरोबरीचे आहे.pc 1 pc 2 
 ʉणून जर तुʉाला आठवत असेल की बाय ʉणजे बाय ʉणजे एक ˍेअर बाय दोन ˍेअर r 1 r 2 pc 1 pc 2 r r 
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ʉणजे एक ˍेअर बाय दोन ˍेअर आता एक ˍेअर ˍेअर आहेpc pc pc pc 1 
 ȑामुळे ˍेअर वजा अʚा संपूणŊ ˍेअर अिधक एक वजा बीटा संपूणŊ ˍेअर वर दोन ˍेअर ʉणजे दोन pc 1 x 1 y pc x 
वजा अʚा पूणŊ ˍेअर अिधक दोन वजा बीटा संपूणŊ ˍेअर आिण हे वजा अʚा संपूणŊ चौरस समान आहे  1 अिधक y x 1 y 1 
वजा बीटा बाय वजा अʚा पूणŊ चौरस वर दोन वजा अʚा पूणŊ वगाŊत एक अिधक दोन वजा बीटा वर दोन वजा अʚा x 1 x y x 
चौरस ʉणून दोन वजा बीटा चौरस वर दोन वजा अʚा चौरस आता आपʞाकडे आधीच आहे  असे पािहले की येथे हे गुणोȅर y x 
आिण येथे हे गुणोȅर समान आहे कारण ते दुसरे काहीही नसून वतुŊळाǉा मȯभागी जोडणा̴या सरळ रेषेǉा उताराचा चौरस आहे ʉणून
हे दोघे रȞ करतात जे आपʞाला िमळते ते एक चौरस बाय दोन वगŊ समान आहे  यावŝन आिण यावŝन असे िदसून येते की या r r 
दोन समीकरणांची उजवी बाजू देखील सारखीच आहे ʉणून आपण आधीच पािहले आहे की डाʩा हाताची बाजू सारखी होती आता 
उजवी बाजू देखील सारखीच आहे आिण ʉणून ही दोन समीकरणे एकच आहेत.
  फƅ आिण ʉणूनच आपʞाला यापैकी फƅ एकच समीकरण सोडवायचे आहे, आपण कोणतेही एक घेऊ शकतो याने काही फरक 
पडत नाही ʉणून आपण या दोन समीकरणांपैकी फƅ एक घेऊ आिण साठी सोडवू तर आपण पिहले समीकरण कोठून घेऊ या  m 
पुɎा आमǉाकडे वजा होताm 
 ȑामुळे ने या रेषेचा उतार दशŊवेल si 
ȑामुळे ला जोडणा̴ या रेषेचा उतार हा  आिण  कŐ ūांना जोडणा̴ या रेषेचा उतार असेल s c1 c2
ȑामुळे आʉाला वजा पूणŊ चौरस बाय एक अिधक वगŊ बरोबर िमळेल.m s m r 
 एक चौरस बाय एक वजा अʚा संपूणŊ चौरस आिण आपʞाकडे अʚा अʚा साठी आधीची अिभʩƅी आहे एक दोन वजाx r x 

दोन एक बाय एक वजा दोन आिण ʉणून एक वजा अʚा ʉणजे एक वजा अʚा ʉणजे एक एक वजा r x r r x x r x x 
दोन वर एक वजा मȯे आपण हे समीकरण इथे परत ठेवतो तर आपʞाला वजा पूणŊ वगŊ बाय एक अिधक वगŊ एक r r m s m r 
वजा दोन पूणŊ वगŊ एक वजा दोन पूणŊ वगŊ िमळेल आिण नंतर  जर आपण याची पुनरŊचना केली तर आपʞाला r x x 
ŮȑƗात मȯे एक चतुभुŊज समीकरण िमळेल Ǜाचा अथŊ असा होतो आिण या Ůकरणात दोन वाˑिवक मुळे असतील दोन वाˑिवक m 
मुळे असतील परंतु याचा अथŊ काय आहे की उताराची दोन िभɄ मूʞे आहेत जी  याचा अथŊ असा आहे की शƐतो एकदा आपण t 
सोडवतो  ȑाला दोन उपाय िमळतील समान एक आिण समान दोन िमळतील ʉणून आपण असे ʉणू की हे उजʩा हाताचे m m m m 
Ůमाण ने दशŊवेल कारण आपʞाला एक आिण दोन आधीच मािहत आहेत आपʞाला एक दोन मािहत आहेत ʉणून k r r x x 
चला चला  ते ने दशŊवा तर मग आपʞाकडे वजा पूणŊ चौरस बाय 1 अिधक वगŊ असेल तर आपʞाजवळ काय आहे k m s m k 
आिण
 ȑामुळे ते वगŊ वजा 2 एमएस अिधक वगŊ अिधक िकमी वगŊ आहे आिण  ते पुढे चौरस मȯे वजा एक अिधक दोन m s k m k ms 
अिधक वजा वगŊ शूɊ असे िलिहता येईल, ʉणून जेʬा आपण हे िȪघात समीकरण मȯे सोडवतो तेʬा आपʞाला एक k s m m 
आिण दोन ही दोन समाधाने िमळतात आिणm 
 ȑामुळे आपʞाला ही दोन सरळ रेषा समीकरणे िमळतात.y 
  उणे बीटा ʉणजे एक मधील उणे अʚा आिण दुसरा उणे बीटा ʉणजे मȯे उणे अʚा आिण या दोɎी वैध थेट m x y m 2 x 
सामाईक ˙िशŊका आहेत जर आपण मागे गेलो तर आपण आपली सुŜवातीची चचाŊ आठवली तर आʉी या आकृतीत ŮȑƗात दोन h 
आहेत हे दाखवले  जािहरात दाखवले आहे की पिहʞा केससाठी या केससाठी ŮȑƗात दोन थेट सामाईक ˙िशŊका असतील आिण या 
दोघांचे उतार एक आिण दोन आहेतm m 
 ȑामुळे दुसरी डायरेƃ कॉमन कॉमन टॅ̢जŐट अशी काहीतरी असेल आिण ही दुसरी डायरेƃ कॉमन टॅ̢जŐट असेल  अʚा बीटा मधून 
देखील जातो आिण कारण या समीकरणातून हे ˙ʼ आहे की ही दुसरी सामाईक ˙िशŊका देखील या िबंदूमधून िबंदूवŝन जाणार आहेp 
 ȑामुळे मूलत: दोɎी सामाɊ ˙िशŊका आिण सरळ रेषा वतुŊळांǉा कŐ ūांना जोडतात सवŊ या िबंदूवर भेटत आहेत आिण पुढे आणखी p 
एक आहे हे पाहणे देखील सोपे आहे की या दोन थेट सामाईक ˙िशŊका या िबंदूवर भेटतात जो वतुŊळांǉा कŐ ūांना जोडणा̴ या सरळ p 
रेषेवर असतो आिण हा िबंदू सरळ भागाला िवभािजत करतो .p 
  रेषा बाहेŝन ȑांǉा िũǛेǉा गुणोȅरात जोडली जाते,c1 c2 
 ȑामुळे मला येथे सांगायचे आहे की हा अʚा बीटा छेदनिबंदूचा िबंदू आहे ही सरळ रेषा जोडणे आहे दोन कŐ ūे जोडून आपण ʉणतो की
हा िबंदू या सरळ रेषेला िũǛेǉा गुणोȅरामȯे कŐ ūांना बाहेŝन जोडणा̴या या सरळ रेषेला िवभािजत करतो याचा अथŊ असा आहे की p 
आʉी येथे काय सांगत आहोत की भागाकार बा˨ असʞाने ȑाचा अथŊ असा आहे की एक भागाकार  दोन हे एक बाय pc pc r r 
दोन ǉा बरोबरीचे आहे आिण हे असे काहीतरी आहे Ǜाचा आपण आधीच उʟेख केला होता आिण कारण मला असे ʉणायचे आहे की 
हे या दोन िũकोणांǉा समानतेवŝन ˙ʼपणे अनुसरण केले गेले आहे तर याचा अथŊ असा आहे की हा िबंदू जेथे दोन थेट समान आहेतp 
˙िशŊका पूणŊ भागाकार 

ते ते या Ůमाणात वतुŊळाǉा कŐ ūांना बाहेŝन जोडणारी सरळ रेषा भागतेr 1 r 2 r 1 r 
 ȑामुळे भागाकार बरोबर भािगले पुढील ʩाƥानात आपण करणार आहोत या वतुŊळातील आडवा pc 1 pc 2 r 1 r 2 
सामाईक ˙िशŊकेचे समीकरण दोɎी वतुŊळांना काढा जेʬा दोɎी वतुŊळे एकमेकांना ˙शŊ करत नाहीत आिण एकमेकांना छेदत नाहीत 
तेʬा धɊवाद Pru
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