
 ഈ ْപഭാഷണ؋ിെല സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ ആറാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, ഞ׹ൾ 
ര؇് സർׯിളുകളിേലتുׯ െപാതു ُ١ർശന׹ളുെട വّുൽؚؗെുׯ؋റി׺ാണ് ചർ׺ െചؗുإത്, 
പേײ അത് ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഉൾെؚടു؋ാൻ കഴിയാ؋ 
വിഷയ׹ളിൽ ഒ്ؗ പൂർ؋ിയാׯാം, അതിനാൽ ഇത് തؗിരിؗുׯ ഒരു സർׯിളിന്െറ ഡയറക് േടഴ് സ് 
സർׯിൾ എ്ؗ അറിയെؚടുؗ ഒരു കാരّ؋ിന്െറ നിർവചനം സംബؖി׺ാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇവിെട യിൽ കുറ്׺ േകْؕവും കുറ്׺ ആരവും ഉت ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഒരു o 
വൃ؋ം നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ വൃ؋ം നൽകിയിരിുؗുׯ , തുടർ്ؗ നമു്ׯ 
ചിؓിׯാം  ഈ വൃ؋؋ിേലتുׯ ര؇് ടാൻെജന്റുകളുെട കവലയിൽ കിടؗുׯ എبാ 
ബിؕുׯളുെടയും رാനം 90 ഡിْഗി മുറിു׺കടുؗുׯ , ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ ഈ ഘ؋؂ിൽ ഒരു 
ടാൻെജന്റ് പറയാം , തുടർ്ؗ ഈ വൃ؋؋ിന് ലംബമായി േപാകുؗ മെئാരു ُ١ർശനം 
പരിഗണിേׯ؇തു؇്.  ഈ ആദّെ؋ ടാൻെജന്റ് അതിനാൽ ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും നമു്ׯ മെئാരു 
ടാൻെജന്റ് ഉെ؇്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ സാധാരണയിേല്ׯ ഒരു ലംബമായ ൈട ൈലൻ 
ഉ؇ാുׯം, അതിനാൽ ഇതാണ് മേئ ടാൻെജന്റ് , നമു്ׯ എ്ؗ പറയാം  ഈ ര؇് ُ١ർശന׹ളും 90 tha t 
ഡിْഗിയിൽ കൂടിേ׺ർؗാൽ , ഈ വിഭജന ബിؕുׯളുെട رാനെുׯ؋റി്׺ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്, 
അതിനാൽ ഈ ര؇് ُ١ർശന׹െളയും ഒേര സർׯിളിേല്ׯ േഛദിؗുׯ ബിؕു ഇതാണ്, എؗാൽ 
ُ١ർശനം 90 ഡിْഗിയിൽ കൂടിേ׺രണം, ഓേരാؗിനും ലംബമായിരിׯണം  മتുئവ ഇത് േപായിന്റ് p 
ആകെ؂ , 
അ׹െനയുت എبാ േപായിന്റുകളുെടയും رാനം നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ അ؋രം എبാ
േപായിന്റുകളുെടയും رാനം യഥാർ،؋ിൽ ഒരു വൃ؋ം രൂപെؚടാൻ േപാകുؗുെവ്ؗ നമു്ׯ 
പരിേശാധിׯാം, കാരണം ഈ േപായിന്റ ് േപാെലയുت ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്ഇവിെടയുെ؇׸ിൽ, p 
വّװമായി ഈ േകാൺ 90 ഡിْഗിയാണ്  കാരണം ഇത് ആദّെ١ُ ؋ർശകമാണ്, അതുേപാെല തെؗ ഈ 
േകാണും 90 ഡിْഗിയാണ് , കൂടാെത ഈ ര؇് ُ١ർശന׹ളും 90 ഡിْഗിയിൽ കൂടിേ׺രുؗുെവ്ؗ 
ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ചതുർഭുജം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ  oqpsoqps 
നി׹ൾ ഈ ചതുർഭുജ؋ിേല്ׯ േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ ചതുർഭുജ؋ിന്െറ മൂ്ؗ േകാണുകൾ 
ഇവിെടയു؇്.  െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയാണ്, അതിനാൽ സٔാഭാവികമായും നാലാമേ؋ത് െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയും 
ആയിരിׯണം , അതിനാൽ ഈ ചതുർഭുജം ഒؗുകിൽ ഒരു ദീർഘചതുരേമാ ചതുരേമാ ആകാം. ഇവിെട 
നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯ ആദّെ؋ സർׯിളിന്െറ ആര؋ിന് ഉം ഉം തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ os oq 
കാണുؗു , അതിനാൽ ഒരു ചതുരമായിരിׯണെമ്ؗ വّװമാണ്, അതിനാൽ oq ps 
അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് ഈ ദൂരവും നും തുലّമാണ് എؗതാണ് അതിനാൽ മുതൽ r o 
ഈ ബിؕു വെരയുت ദൂരം അത് ര؇് മട്׹ ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ p r 
അ؋രം ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്p 
അ׹െന നമു്ׯ പരُ١രം ലംബമായ മെئാരു ര؇് ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ാׯാം , ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ 
മെئാരു ര؇് ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ാകാം.  നമു്ׯ ഈ ഘ؋؂ിൽ ഇതുേപാെല ടാൻെജന്റ് പറയാം, 
അതിനുേശഷം നമു്ׯ ഈ ُ١ർശന؋ിന് ലംബമായ മെئാരു ُ١ർശനം ആവശّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇവിെട ഈ േപായിന്റിൽ ഒരു ُ١ർശനം പറയാം, അതിനാൽ ഈ ര؇് ُ١ർശന׹ളും 90 ഡിْഗിയിൽ 
കൂടിേ׺രുകയും സമാനമായ വിശകലനം നടു؋കയും െചുؗുإ ഈ േപായിന്റിനായി നأൾ െചᅃٝത് 
േപാെല ഈ േപായിന്റിെന എ്ؗ വിളിׯാം , അതിനാൽ സമാനമായ ഒരു വിശകലനം നട؋ിയാൽ p c 
നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് ഇതാണ്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ന് തുലّമായ വശ؋ിന്െറ r 
ചതുരമായിരിുׯം, വീ؇ും ഈ ദൂരം ആണ് തുലّമാകും 2 മട്׹ ന്െറ വർ״മൂലّം എؗത് oc r r 
തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ ആരമാണ്, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയിൽ 
വിഭജിؗുׯ ര؇് ُ١ർശന׹ളുെട കവലയിൽ കിടؗുׯ അ؋ര؋ിലുت ഏെത׸ിലും ബിؕു, 
അതിനാൽ അ؋ര؋ിലുت ഏെത׸ിലും ബിؕു ഒരു നിحിത അകല؋ിലായിരിുׯം  തؗിരിؗുׯ 
വൃ؋؋ിന്െറ മധّ؋ിൽ നി്ؗ എؗ സ് കٔയർ റൂ؂ിന്െറ ര؇് മട്׹ , അതിനാൽ അ؋രം എبാ r 
ബിؕുׯളുെടയും رാനം മെئാരു വൃ؋മാണ്, കാരണം അതായിരുؗു അടിرാനപരമായി ഒരു 
വൃ؋؋ിന്െറ നിർവചനം, കാരണം അ؋ര؋ിലുت ഓേരാ ബിؕുവും ര؇് ُ١ർശന׹ളുെട 
കവലയിൽ رിതിെചുؗുإ. അത് 90 ഡിْഗിയിൽ വിഭജിؗുׯതിനാൽ അ؋രം ഓേരാ ബിؕുവും 
തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕ؋ിൽ നി്ؗ ഒരു നിحിത അകല؋ിലാണ് കിടؗുׯത് , 
അതിനാൽ അ؋രം എبാ ബിؕുׯളുെടയും رാനമായ ഈ വൃ؋െ؋ നൽകിയിരിؗുׯ 
വൃ؋؋ിേലتുׯ ഡയറക്ئർ സർׯിൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ. ഡയറക് ടർ സർׯിളിന്െറ േകْؕവും 
തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕവും ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 
തؗിരിؗുׯ ഒരു സർׯിളിന്െറ ഡയറക് ടർ സർׯിളിന്െറ േകْؕം ഒരു േപാെലയാെണؗ ആദّ 
നിരീײണമാണിത്. തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ്؋ ഒരു നിരീײണമു؇്, മെئാ്ؗ , 
ഡയറക് ടർ സർׯിളിന്െറ ആരം നൽകിയിരിؗുׯ സർׯിളിന്െറ ദൂര؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ സ് കٔയർ 
റൂ؂ാണ് എؗതാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അടു؋തായി േപാകുؗ ഡയറക് ടർ സർׯിളിെനുׯറിتു׺ 
ഈ ചർ׺ അവസാനിؚിുؗുׯ . നൽകിയിت؂ു ഏെത׸ിലും ര؇് സർׯിളുകളുെട െപാതുവായ 
ُ١ർശന׹െളുׯറി്׺ സംസാരിുׯക, പേײ ഞ׹ൾ അത് െചؗുإതിന് മു്آ ഒരു െചറിയ െചറിയ 
ഫലമു؇് , അത് മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിെലാؗിൽ ഉൾെؚടു؋ിയിരിׯാം, പേײ ഞ׹ൾ അത് വീ؇ും 
ഇവിെട െകാ؇ുവരുؗു, കാരണം ഞ׹ളുെട വിശകലന؋ിൽ ഞ׹ൾ ഈ ഫലം ഉപേയാഗിുׯം. 
അതിനാൽ ഫലം ഇതുേപാെലയാണ് , അടിرാനപരമായി പറയുؗത് നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു 
േനർേരഖയുെ؇׸ിൽ ചരിവ് ആെണؗും ഈ േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗത് ആൽഫ m 
ബീئയാെണؗും തുടർ്ؗ നമു്ׯ മെئാരു േപായിന്റു؇് ഒؗുമിب , ഞ׹േളാട് േചാദിؗുׯ േചാദّം x 
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നൽകുക എؗതാണ്  ചതുരാകൃതിയിലുت ദൂര؋ിന്െറ ഒരു പദْപേയാഗം, ഈ ബിؕുവിന്െറ ഏئവും 
കുറ؁ ചതുര അകലം ഈ േനർേരഖയിെല ഏെത׸ിലും ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒؗുമിب  െട്ز ദൂരം x 
അെ׸بിൽ ഏئവും െചറിയ ദൂരം അടിرാനപരമായി ഈ േപായിന്റിൽ നി്ؗ േനർേരഖയിേലتുׯ 
ലംബമാണ്, ഇത് ഈ ലംബവും ഈ ലംബ؋ിന്െറ ഈ കٔാഡ് ദൂരവുമാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിൽ 
നി്ؗ ഈ േനർേരഖയിേലتുׯ ഈ േരഖ െസഗ് െമന്റിന്െറ ചതുര ദൂരം ഈ േഫാർമുലയാൽ 
നൽകിയിരിുؗുׯ. നമു്ׯ ര؇് സർׯിളുകൾׯിടയിലുت െപാതുവായ ُ١ർശന׹െളുׯറി്׺ 
സംസാരിׯാം, അതിനാൽ തീർ׺യായും ഇവിെട ധാരാളം േകസുകൾ ഉെ؇്ؗ പറയാം, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഇവിെട ഏെത׸ിലും ര؇് സർׯിളുകൾ വരയ്ׯാം, അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം 
ُ١ർശിׯാ؋േതാ പരُ١രം വിഭജിؗുׯേതാ ആയ സാഹചരّം ഇതാണ്.  ഇവ സി ഒ്ؗ സി ര؇് 
േകْؕ׹ളായിരിׯെ؂, അേؚാൾ യഥാർ،؋ിൽ നാല് ُ١ർശന׹ൾ ഉെ؇്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, 
അതിനാൽ ُ١ർശന׹ളിൽ ര؇്, നാല് െപാതു ُ١ർശന׹ൾ 
അ׹െന ഒരു െപാതു ടാൻെജന്റ് േകാമൺ എ്ؗ നأൾ അർ،മാؗുׯത് ഒേര േനർേരഖ ര؇ിനും ഒരു 
ُ١ർശനമാണ് എؗാണ്.  സർׯിളുകൾ ഉദാഹരണമായി നമു്ׯ ഈ േനർേരഖ പറയാം, അതിനാൽ ഞാൻ 
വര׺ ഈ േനർേരഖ ഈ ആദّ വൃ؋ം ര؇ിനും ُ١ർശനമാണ്, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖ ഒരു 
ُ١ർശനമാണ് ഈ ബിؕുവിെല ആദّെ؋ വൃ؋വും അേത േനർേരഖയും ഇവിെട ഈ ബിؕുവിെല 
ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിേലتുׯ ഒരു ടാൻെജന്റ് ആയതിനാൽ ഈ േനർേരഖെയ ഈ ര؇് 
സർׯിളുകൾുׯം െപാതുവായ ടാൻെജന്റ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട മെئാരു ആഹ് 
േകാമൺ ടാൻെജന്റ് വരയ്ׯാം. ര؇് ُ١ർശന׹െള േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, 
എؗാൽ ഇവ ര؇ും കൂടാെത നമു്ׯ ര؇് ُ١ർശന׹ൾ കൂടി ഉ؇ാകും , അവെയ തിരحീന ُ١ർശ׹ൾ 
എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അവ ഇതുേപാെലയാണ്, കാരണം ഈ ചുവؗ േരഖ ഈ ഘ؋؂ിെല ആദّ 
സർׯിളുകളിേലتുׯ ഒരു ُ١ർശനമാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും .  അേത ചുവ്ؚ േരഖ ഈ 
ഘ؋؂ിൽ ഈ മെئാരു സർׯിളിേലتുׯ ഒരു ടാൻെജന്റാണ്, അതിനാൽ േനരിت؂ു െപാതു 
ടാൻെജന്റിന്െറ കാരّ؋ിൽ ര؇് സർׯിളുകളും ടാൻെജന്റിന്െറ ഒരു വശ؋ായിരിുׯം, അതിനാൽ 
ഏെത׸ിലും േനർേരഖ ഉപരിതലെ؋ ര؇് ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯ. ഒരു പകുതി േനർേരഖയുെട 
ഇؚുറ؋ാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ ഈ േനർേരഖെയടുׯാം , മേئ പകുതി േനർേരഖയുെട 
മറുവശ؋ാണ്, േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ കാരّ؋ിൽ വൃ؋ാകൃതിയിലുت c.  
ُ١ർശന؋ിന്െറ ഒരു വശ്؋, േനർേരഖയുെട ടാൻെജന്റിന്െറ ഒരു വശ്؋, അതുേപാെല തെؗ , ര؇് 
സർׯിളുകളും അതിന്െറ ഒരു വശتു؋ ഒരു ُ١ർശനമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ടാൻെജന്റിെന േനരിت؂ു 
െപാതു ടാൻെജന്റ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ പ׺നിറം ര؇് സർׯിളുകളും ഈ േനർേരഖയിേലാ
താെഴേയാ ആയതിനാൽ ഈ ര؇് വൃ׹؋ളും ഈ േനർേരഖയുെട മുകളിേലാ ഒരു വശേ؋ാ 
ആയതിനാൽ ഈ ര؇് വൃ׹؋ളും േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റാണ് . ചുവؗ ടാൻെജന്റ് ഈ 
ْപതലെ؋ ര؇് ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯ ഒ്ؗ ഈ വശം മെئാ്ؗ ഈ ഭാഗമാണ്, ചുവؗ 
ടാൻെജന്റിന്െറ കാരّ؋ിൽ ഈ വലിയ വൃ؋ം ഈ വശു؋ം െചറിയ വൃ؋ം എതിർവശു؋ം 
ആെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും അതിനാൽ ര؇് സർׯിളുകളും ടാൻെജന്റിന്െറ ഒേര 
വശب؋ാ؋ ഒരു ُ١ർശനെ؋ ഒരു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് 
ഒരു െപാതു ُ١ർശമാണ്, കാരണം ഈ േനർേരഖ ര؇ിനും ഒരു ُ١ർശനമാണ്  സർׯിളുകൾ എؗാൽ e 
പിؗീട് സർׯിളുകൾ ടാൻെജന്റ ്തിരحീന െപാതു ُ١ർശന؋ിന്െറ എതിർവശ׹ളിലാണ്, അതിനാൽ
ഇതുേപാെലയുت ഒരു തിരحീന െപാതു ടാൻെജന്റ ്കൂടി ഉ؇ാകും, അതിനാൽ ഈ ആദّ േകസിൽ um 
പൂർ؉മായി നാല് െപാതു ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ാകും അവയിൽ രെ؇؉ം േനരി؂ും മ്ئ ര؇് തിരحീനമാണ്, 
അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിന്െറ അടു؋ ഭാഗ്؋, ഈ നാലിന്െറയും സമവാകّ׹ളുെട 
സമവാകّ׹ളും ഈ െപാതു ُ١ർശന׹ളുെട വിഭജന ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകളും എ׹െന 
േനടാെമ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ സമവാകّ؋ിന്െറ വّുൽؚؗ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം. ഈ 
ആദّ േകസിന്െറ േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ൾ, അതിനാൽ ഇവ ര؇് സർׯിളുകളായിരിׯെ؂ , 
േകْؕം ഒ്ؗ, േകْؕം ര؇് ഒؗിന് േകാർഡിേനുئകൾ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് േകാർഡിേനുئകൾ ഉ؇് c c c x y c 

ര؇് ര؇് , അതിനാൽ ആദّേ؋തിന്െറ ആരം ഇത് അനുവദിുׯക േകْؕം ഉت വൃ؋ം ഒ്ؗ x y c r 
ഒ്ؗ ആയും മേئത് േകْؕമുتത് ആയും ആകും, c r 2 
അ׹െന നമു്ׯ നൽകിയാൽ നأൾ എ׹െന കരുതുؗു എ്ؗ ഞാൻ അർ،മാؗുׯത് വൃ׹؋ൾ 
ജّാമിതീയമب എ്ؗ കരുതുؗിب  വര׺ത് , നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെട 
ആരവും ഈ സർׯിളുകളുെട ഈ േകْؕ׹ളുെട േകാർഡിേനുئകളും മാْതം പറയാം, പിെؗ 
എ׹െനയാണ് േകസ് എ്ؗ പരിേശാധിؗുׯത് എ׹െന മുറിׯാ؋തും ُ١ർശിׯാ؋തുമായ ര؇് 
േകസ് ആേണാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯം. വൃ׹؋ൾ അതിനാൽ അത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب , ര؇് 
േകْؕ׹ൾׯിടയിലുت േനർേരഖ ദൂരമാെണ׸ിൽ, ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ, ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت ദൂരം യഥാർ،؋ിൽ ഈ പദْപേയാഗമാണ് .  
ആര؋ിന്െറ ആെകു؋കേയׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഈ അവر സംഭവിുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ 
നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും, ഈ അവر സംഭവിുׯേമാ എ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ 
കഴിയും , കാരണം നأൾ ഒരു േനർേരഖയിൽ േകْؕ׹ളിൽ േചരുؗുെവ്ؗ പറ؁ാൽ ഈ ദൂരം r 
ഒؗാെണ്ؗ വّװമാണ്  ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂്, ഈ ദൂരം ര؇് ആണ് , ര؇് സർׯിളുകളും r 
ُ١ർശിׯാെതയും വിഭജിׯാെതയും ആെണ׸ിൽ , ര؇് േകْؕ׹ൾ തأിലുت െമാ؋ം ദൂരം 
വّװമാകും. ര؇് സർׯിളുകളും ُ١ർശിؗുׯിب അെ׸بിൽ വിഭജിؗുׯിب എؗതിനാൽ വൺ r 
 , സ് ആർ ടു കൂടിയാകുക؛
അ׹െന സംഭവിുׯേآാൾ ഇത് ശരിയായിരിׯണം , തിരിു׺ം ദൂരം ഒؗിൽ കൂടുതൽ ആെണ׸ിൽ r 
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അത് ശരിയായിരിׯണം.  അവ പരُ١രം ُ١ർശിؗുׯിب അെ׸بിൽ അവ വിഭജിؗുׯിب എؗതും 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ര؇് വൃ׹؋ളും ُ١ർശിׯാ؋തുമായ ര؇് സർׯിളുകളുت 
ആദّെ؋ േകസ് എടുׯാം, അതിനാൽ ഇവ ര؇് സർׯിളുകളാെണ്ؗ പറയാം. ര؇് c c one, c two 
എؗിവയുെട േകാർഡിേനുئകൾ ആകെ؂, ആദّെ؋ ഈ വലിയ x one y one nx two y two 
വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ഒ്ؗ േകْؕവും േകْؕമുت ഏئവും െചറിയ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം c one br c r 
ര؇് ആകെ؂  ഈ ഉദാഹരണ؋ിന് ഒ്ؗ ര؇ിേനׯാൾ വലുതാണ് ഇവിെട ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ r r 
െപാതു ടാൻെജന്റ് പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ േകാൺടാക്്ئ 
േപായിന്റ് ഒരു േപായിന്റിെല ആദّ സർׯിൾ േല്ׯ ഒരു ബിؕു േകാൺടാക്്ئ േപായിന്റ് b a, 
അെ׸بിൽ എؗ ബിؕു എؗിവയിേല്ׯ വരെ؂.  ന്െറ േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശം ര؇ാമെ؋ thi 
വൃ؋െ١ُ ؋ർശിുؗുׯ, ആ ബിؕു ആകെ؂, ഇത് ആണ് ഈ േകാണുകൾ 90 ഡിْഗിയാണ് , b a b, 
കൂടാെത വൃ؋؋ിന്െറ ര؇് േകْؕ׹ളും േചരുؗ േനർേരഖ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, നമു്ׯ അത് 
മുേؗാ؂് നീׯാം.  ആൽഫ േകാമ ബീئ െകാ؇് നأൾ സൂചിؚിؗുׯ  േകാർഡിേനുئകളുെട 
േകാർഡിേനുئകൾ ആൽഫ േകാമ ബീئയുെട േകാർഡിേന്ئ കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ഞ׹ളുെട ആദّp 
േജാലി ആൽഫ േകാമ ബീئയുെട േകാർഡിേന്ئ കെ؇ു؋ക. ഇേؚാൾ ഇത് ഒ്ؗ ആണ്, ഇത് ര؇് p r r 
ആണ്, ഇേؚാൾ വൃ؋؋ിന്െറ ര؇് േകْؕ׹ൾׯിടയിലുت ഈ ദൂരം ഞാൻ അതിെന ഒ്ؗ െകാ؇് l 
സൂചിؚിׯെ؂ , ഈ േപായിന്റ ് നും ര؇ാമെ؋ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕം നും ഇടയിലുت ദൂരം p c 2 l 
ര؇് ആകെ؂. ഈ ْതിേകാണമായ പിബിസി ര؇് ْതിേകാണം പാക് ഒؗിന് സമാനമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
നിരീײിുؗുׯ , കാരണം ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളുെട മൂ്ؗ േകാണുകളും പിബിസി ര؇് , പാക് ഒ്ؗ 
എؗിവ ഈ ْടി. േകാണുകൾ്ׯ ഒേര മൂ്ؗ േകാണുകളാണ് ഉتത്, കാരണം നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ 
കഴിയുؗത് േപാെല ഒരു േകാണിന് 90 ഡിْഗി ഈ േകാണിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത ഈ േകാണും ര؇് 
ْതിേകാണ׹ൾുׯം സാധാരണമാെണؗും അതിനാൽ ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളുെടയും ര؇് േകാണുകൾ
തുലّമാെണؗും വّװമാണ്.  മൂؗാമെ؋ ആംഗിൾ ഹൗസും ഒؗുതെؗയായിരിׯണം, ഈ ര؇് 
ْതിേകാണ׹ൾുׯം ഇേؚാൾ മൂ്ؗ േകാണുകളും ഒരുേപാെലയാണ്, കാരണം ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും 
സമാനമാെണؗും അതിനാൽ സമാന അനുപാത׹ളിൽ നി്ؗ സമാന അനുപാത׹ളിൽ നി്ؗ പിസി 
ഒരു നീളം പിസി ഒ്ؗ ആെണؗും ഇത് പിؓുടരുؗു.  വലിയ ْതിേകാണെ؋ അനുബؖ വശ؋ിന്െറ 
നീളം പിസി ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െചറിയ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ര؇് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ pc pc
ര؇് ആണ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ഇേؚാൾ ഒ്ؗ മെئാؗുമب, ഒ്ؗ ؛സ് എൽ ര؇ിെന ര؇് െകാ؇് r R pc l pc 
ഹരി׺ാൽ ര؇് ആണ് വൺ ؛സ് എൽ വൺ ൈബ എൽ ടു ആണ് , അത് ആർ വൺ ൈബ ആർ ടു ആണ്l 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ൈബ എൽ ര؇് എؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ആണ് , ഇത് ര؇് തുലّമാണ് എ്ؗ n r r l 
സൂചിؚിുؗുׯ ഒ്ؗ ര؇ിെന ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ  ഉം ഉം ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം l r r sr two l one 
തെؗ അറിയാം, കാരണം ര؇് േകْؕ׹ളുെട േകാർഡിേനുئകൾ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഇവിെട നി്ؗ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാനാകും , അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് p p 
കിടؗുׯതിനാൽ അതിന്െറ സമവാകّം േല്ׯ േചരുؗ േനർേരഖ അത് പിؓുടരുؗത് ബീئ p. c1 c2 
ൈമനസ് െന ആൽഫ ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇതാണ് എؗ വരിയുെട ചരിവ് എؗ y1 x1 pc1 pc1 
വരിയുെട ചരിവ് ഇതാണ്, ആ ചരിവ് എؗ വരിയുെട ചരിവിന് തുലّമാണ് കാരണം  ഇത് c 1 c 2 
എؓായാലും ഒേര വരിയാണ് , എؗ വരിയുെട ചരിവും എؗ വരിയുെട ചരിവും ആണ് , c 1 c 1 c 2 
ഇത് വാُവٝ؋ിൽ എؗ വരിയുെട ചരിവിന് തുലّമാണ്, ഇത് ആൽഫ ൈമനസ് ന് ബീئ pc two x-
ൈമനസ് ര؇് ആണ്  2 അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട y 

ന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഇതിനകം ലഭിു׺ . ഇേؚാൾ ഇവിെട നി്ؗ നأൾ കാണുؗത് ഈ ദൂരം l 1 l 2 l
ര؇് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇് സ്കٔയർ ബീئ ൈമനസ് ന് തുലّമാെണ്ؗ പറയാം. പൂർ؉ l y2 
ചതുരവും ആൽഫ ൈമനസ് പൂർ؉ ചതുരവും ഞാൻ അടു؋ ൈسഡിേല്ׯ എടുുׯം, അതിനാൽ x2 
മുآേ؋തിൽ  ഞ׹ൾുׯ؇ായിരുؗ ൈسഡ്  സ് കٔയർ ബീئ ൈമനസ്  പൂർ؉ ചതുരവും l 2 y 2
ആൽഫ ൈമനസ്  പൂർ؉ സ് കٔയർ ആണ്, ഇത് ആൽഫ ൈമനസ്  പൂർ؉ സ് കٔയർ എടുുׯം, x 2 i x 2
ഇതിന് പുറ്؋ െപാതുവായി ആൽഫ ൈമനസ്  മുഴുവൻ സ് കٔയർ ആൽഫ ൈമനസ് െകാ؇് x 2
ഗുണി׺ാൽ ര؇് സൂآർ؉ ചതുരം എؗാൽ ബീئാ ൈമനസ് ര؇് ആൽഫ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് x y x 
ഹരി׺ാൽ മെئാؗുമب , ര؇് സർׯിളുകളുെട മധّഭാഗ׹ളുമായി േചരുؗ ഈ േനർേരഖയുെട ചരിവ് 
യഥാർ،؋ിൽ ഇവിെട ഈ അളവിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഇവിെട മൂലّം ഉപേയാഗി്׺ 
മാئിرാപിׯാം. അത് സൂചിؚിؗുׯത് ര؇് ചതുരം ആൽഫ ൈമനസ് ര؇് സൂآർ؉ ചതുരം l x 
ഒؗായി ؛സ് ര؇് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുരവും എؗാൽ y y x 2 x 1 
ഇവിെട ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ഇതിനകം തെؗ അറിയാം ചതുരം ചതുരْശ l 2 l 1 r 2 
ആെണ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് സമചതുരം, അതിനാൽ നأൾ ഇത് ഉപേയാഗിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് r r 

ഒരു ചതുരം ര؇് ചതുരം െകാ؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് , അത് ഇേؚാൾ l r r r l 
ഒരു ചതുരം ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്.  ര؇് സർׯിളുകളുെടയും േകْؕ׹ൾ l 
അ׹െന ഒ്ؗ  ചതുരം l 
അ׹െനയാണ് ഇത് ര؇് ചതുരമായി മാറുؗു, ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് മുഴുവൻ ചതുരവും ഒരു r R r l 
ചതുരവും ര؇് ൈമനസ് ഒരു മുഴുവൻ ചതുരവും ؛സ് ര؇് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും y y x x 
ആണ്, അതിനാൽ ഇതും ഈ പദْപേയാഗവും തുലّമാണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ കഴിയുെമ്ؗ കാണാം  ഇത് 
ഇവിെട െപാതുവായ ഘടകമായി എടുുׯക , തുടർ്ؗ എെؓ׸ിലുമു؇ാകും, അേؚാൾ നأൾ ഈ ഇടത് 
വശ്؋ ഈ മുഴുവൻ കാരّവും ആൽഫ ൈമനസ് ര؇് സമചതുരം ര؇് ൈമനസ് ഒരു സമചതുരം x x x 

ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗി׹െന എഴുതാം  സൂآർ؉ ചതുരവും ര؇് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ x x y y 
ചതുരവും എؗാൽ ഈ മുഴുവൻ കാരّവും ഇതിന് തുലّമാണ്, ഈ പദْപേയാഗ؋ാൽ ഗുണി׺ാൽ ഇത് 
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തുലّമാണ്  , തുടർ്ؗ തീർ׺യായും ഇതും ഇതും ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ 
നأൾ അവസാനിؗുׯത്  ലഭിؗുׯത് ആൽഫ ൈമനസ് ര؇് എؗത് ര؇് െകാ؇് ഒ്ؗ x r r 
ൈമനസ് ര؇് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആׯി , അത് ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ആൽഫയുെട മൂലّം r x x x 
ര؇് ؛സ് ര؇് ആയി ര؇് ൈമനസ് ഒؗായി ലഭിുׯം ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ r x x r r 
അത് ഒ്ؗ ര؇് ആണ് ൈമനസ് ര؇് ഒؗിെന ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ r x r x r r 
അതാണ് ആൽഫ എ്ؗ ഓർുׯക , ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻജന്റ് ഉപേയാഗി്׺ വൃ؋؋ിന്െറ 
േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ േനർേരഖയുെട ഈ വിഭജന ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ആൽഫ x 
ആയിരുؗു.  അത് എളുؚമാണ്, കാരണം നമു്ׯ ഈ സമതٔം ഇവിെട ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയും , കാരണം 
ആൽഫ അറിയെؚടുؗതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ ബീئ കെ؇؋ാനാകും, കൂടാെത െചറിയ
കൃْതിമതٔം നമു്ׯ ബീئെയ ൈമനസ് ന് തുലّമായ ബീئെയ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് r 1 y 2 r 2 y 1 r r 
െകാ؇് ഹരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഉ؇് ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ എؗാൽp 
ഞ׹ളുെട ആതّؓിക ലّײം ഇതിന്െറ സമവാകّം ഈ േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന؋ിന്െറ 
സമവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതായിരുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ അത് എ׹െന ലഭിുׯം, അതിനാൽ 
തീർ׺യായും ഒരു കാരّം , ഈ േകാർഡിേനുئകളുെട ഈ േപായിന്റിലാണ് ഈ ടാൻെജന്റ് 
 ിലും׸െപാതു ടാൻെജന്റിൽ ഏെത تറിയാം അതിനാൽ ഈ േനരി؂ുׯെത്ؗ നമുؗുإിതിെചر
േപായിന്റ് േകാമ ഉെ؇׸ിൽ , നമു്ׯ ൈമനസ് ആൽഫയിൽ ൈമനസ് ബീئ എ്ؗ പറയാം, x y x y 
അതിനാൽ ൈമനസ് ആൽഫയിൽ ൈമനസ് ബീئ ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ x y 
ചരിവായിരിുׯം  ആ ചരിവ് ന് തുലّമായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഈ േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശ؋ിന്െറ m 
ചരിവ് നമു്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ, ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം കെ؇ؗു؋ത് 
ഞ׹ൾ പൂർ؋ിയാׯി, കാരണം ഇതാണ് േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം എؗാൽ 
ഇേؚാൾ അറിയിب ഞ׹ൾ്ׯ എ׹െന ആൽഫയും ബീئയും ഇവിെട അറിയാം, പേײ എؗത് m m m 
നأൾ കാണുؗത് എؓാെണ്ؗ അറിയിب, അതാണ് ആദّെ؋ കുറ്׺ ൈسഡുകളിൽ ഞ׹ൾ ആദّം 
ക؇ ഫലം, ഇത് ഒരു േപായിന്റിന്െറ ഏئവും കുറ؁ ദൂര؋ിൽ നിؗാണ്.  നൽകിയിരിؗുׯ ഒരു 
േനർേരഖ, അതിനാൽ ഇവിെടയാണ് ഈ ഫലം വളെര ഉപേയാഗْപദമാകാൻ േപാകുؗത്, കാരണം നأൾ 
ഇവിെട കാണുؗത് ആദّ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕ׹ളിൽ നി്ؗ ഈ ُ١ർശന؋ിന്െറ ഏئവും കുറ؁ 
ദൂരം ഒ്ؗ ആണ് , മേئ വൃ؋؋ിന്െറ മധّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് ആണ്  അതിനാൽ ന്െറ ഈ മൂലّം r r m 
ഇതിന്െറ ഏئവും െചറിയ ദൂരം ആയിരിׯണം, കാരണം വّതُّമٝാെണ׸ിൽ ഏئവും െചറിയ ദൂരം m 
ഈ ര؇് സർׯിളുകളിൽ നിؗും ഒؗും ര؇ും ആയിരിׯണെമؗിب, എؗാൽ ഇത് േനരിت؂ു r r 
െപാതു ടാൻെജന്റ് ആയതിനാൽ ഞ׹ൾׯറിയാം  ഇവിെട ഈ ആംഗിൾ െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ആെണ്ؗ 
േനാൂׯ, അതിനാൽ ഈ ദൂരം ഒ്ؗ ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിൽ നി്ؗ ഈ േകْؕ؋ിന്െറ r 
ഏئവും െചറിയ ദൂര ബി്ئ ആണ് ഒ്ؗ , അതുേപാെല തെؗ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിന്െറ ര؇് , ഈ c c 
േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശം എؗിവ തأിലുت ഏئവും കുറ؁ ദൂരം ര؇് ആണ് എؗാൽ എؗത് r m 
അ׹െനയായിരിׯണം, കാരണം നأൾ ഇതുേപാെല ചരിവ് മാുئകയാെണ׸ിൽ ദൂര׹ൾ ഉം r 1 r 2 
ഉം ആയിരിׯിب എ്ؗ വّװമാണ്, അതായത് എനി്ׯ ചരിവ് മെئെؓ׸ിലും ആയിരുെؗ׸ിൽ എനി്ׯ
ഉദാഹരണമായി എടുׯാമായിരുؗു  അേؚാൾ എനി്ׯ ഇതുേപാെലാരു േനർേരഖ ഉ؇ാകും , അത് 
ആൽഫ ബീئയിലൂെട കടؗുേപാകുؗുെ؇׸ിലും ഈ കറു؋ വരയും ആൽഫ ബീئയിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗു, എؗാൽ വൃ؋؋ിൽ നിؗുت ഈ കറു؋ വരയുെട ഏئവും കുറ؁ ദൂരം ഈ 
ْപേതّക കറു؋ വരയ്്ׯ തുലّമبാ؋തിനാൽ ഈ ര؇് സർׯിളുകളും ُ١ർശിؗുׯിب , 
അതിനർ،ം ഈ ര؇് സർׯിളുകളുെടയും മധّഭാഗ്؋ നി്ؗ ഈ കറു؋ വരയിേലتുׯ ഏئവും 
കുറ؁ ദൂരം വّװമായും ഉം ഉം ആയിരിׯിب, കാരണം ഇത് ഉം ഉം ആെണ׸ിൽ r 1 r 2 r 1 r 2 
അത് ഈ കറു؋ വര േനരിت؂ുതായിരിׯണം, അത് ര؇് സർׯിളുകളിേലുׯം ഒരു െപാതു 
ُ١ർശനമായിരിׯണം, അതിനാൽ എؗതിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ചില സമവാകّ׹ൾ ലഭിׯാൻ m 
ഞ׹ൾ അത് ഉപേയാഗിുׯം, തുടർ്ؗ ഈ പരിഹരിׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ വُٝു ത m 
ഉപേയാഗിുׯം.  ഞ׹ൾ ഈ ചിْത؋ിൽ വീ؇ും തിരിെക േപാകുؗു, തുടർ്ؗ തൃلിٝെؚടുേ؋؇ m 
ആദّെ؋ സമവാകّം, ഓ ഈ ْപേതّക േനർേരഖയ്്ׯ ഒ്ؗ ഒ്ؗ എؗ ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒؗിന് x y r 
തുലّമായ ദൂരം ഉ؇ായിരിׯണം , അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇവിെട തിരിെ؋׺ിയാൽ ഞ׹ൾ്ׯ 
താൽؚരّമു؇് നമു്ׯ അടിرാനപരമായി വൃ؋ാകൃതിയിലുت ഒരു ബിؕുവാണ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ എؗ x y 
േകാർഡിേനുئകളുت വൺ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕം , ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റ ്ഉ؇ായിരുؗു, c 
അതിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് ബീئ അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി ഈ ْപേതّക ടാൻെജന്റ് ഒരു y 
േപായിന്റ് ആൽഫ ബീئയിലൂെട കടؗുേപാകുؗു  ആൽഫ ബീئയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ സി വ؉ിൽ 
നി്ؗ ഈ െപാതു ടാൻെജന്റിേലتുׯ ഏئവും െചറിയ ദൂര؋ിന്െറ ഏئവും കുറ؁ ദൂരം r 
ഒؗായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ഇേؚാൾ ഏئവും കുറ؁ ദൂരം കണׯാׯാൻ 
കഴിയും. ചരിവ് ആണ് അതിനാൽ ഏئവും കുറ؁ ദൂരം മട്׹ ഒരു ൈമനസ് ആൽഫ ൈമനസ് d m m x 

ഒരു ൈമനസ് ബീئ മുഴുവനും ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇതാണ് ചതുരْശy m 
ദൂരം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമായിരിׯണം അതിനാൽ ഇത് ഈ r m 
തൃപ് തിെؚടുേ؋؇ ആദّ വّവرയാണ്, അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം ഈ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕമായ 

േപായിന്റിനും ഈ േനരിت؂ു െപാതു ടാൻെജന്റിനും ഇടയിലുت ഏئവും കുറ؁ ദൂര؋ിനാണ്x1 y1 
.  േപായിന്റ ്ആൽഫ ബീئ 
അ׹െനയാണ് ഞ׹ൾ്ׯ ചരിവ് ഉت ഒരു േനർേരഖ ഉ؇ായിരുؗത് ആൽഫ ബീئ േപായിന്റിലൂെട m 
കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ദൂരം കണׯാׯി , ദൂര؋ിന്െറ പദْപേയാഗം ഈ 
ഇടതുവശ؋ാണ്, പേײ അത് യഥാർ،؋ിൽ ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം  അതിനാൽ ഇത് r 
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ചതുരാകൃതിയിലുت ദൂരമാണ്, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖ ഒരു േനരിت؂ു െപാതു ടാൻജന്റ് ah 
ആകണെമ׸ിൽ ഏئവും െചറിയ ദൂരം ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം , അതിനാൽ ചതുരാകൃതിയിലുت r 
ദൂര؋ിനുت ഈ പദْപേയാഗം  എؗത് വൺ ചതുര؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, ര؇ാമെ؋ ce r 
സർׯിളിന് സമാനമായ ഒരു സമവാകّം നമു്ׯ ലഭിുׯം, കാരണം അേത േനർേരഖ ര؇ാമെ؋ 
വൃ؋؋ിേലتുׯ ഒരു ടാൻെജന്റ് കൂടിയാണ്, 
അ׹െനയാണ് നമു്ׯ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ലഭിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇത് ആദّേ؋താണ്  വൃ؋ം ,
ഇത് ഇേؚാൾ ര؇ാമെ؋ സർׯിളിനുتതാണ് , നأൾ ഈ സമവാകّം ലളിതമാׯാൻ 
ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ യഥാർ،؋ിൽ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഒؗുതെؗയാണ്, കാരണം ആ 
േപായിന്റ് കാണാൻ ഒരാൾ ഇത് അൽؚം സൂ٣ظമായി നിരീײിേׯ؇തു؇്, കാരണം ഞ׹ൾ ഇത് 
മാئിെയഴുതാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ഇത് ൈമനസ് ആൽഫ പൂർ؉ ചതുരം എ്ؗ എഴുതാം,x 2 
അതിനാൽ ഞാൻ ര؇ാമെ؋ സമവാകّം ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ബീئ ര؇് ൈമനസ് ആൽഫ m y x 
മുഴുവനും ര؇് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ അത് ഡിേനാമിേനئറിൽ r 
ഉ؇ായിരിׯാം. ഒേര കാരّം ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ബീئ ര؇് ൈമനസ് ആൽഫ പൂർ؉ ചതുരം m y x 
ഒ്ؗ ؛സ് സ്കٔയർ തുലّം ര؇് ചതുരം ര؇് ൈമനസ് ആൽഫ പൂർ؉ ചതുരം തുലّമാണ്, m r x 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആദّ സമവാകّ؋ിലും െചإാൻ ْശമിുׯം.  അതിനാൽ നമുുׯ؇്, അതിനാൽ n 
ഇത് ഞ׹ൾ്ׯ ഉ؇്, അതിനാൽ ഞാൻ ര؇് ൈْപം എ്ؗ പറയും, ര؇ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ര؇് ൈْപം 
ലഭിുׯം, അതുേപാെല തെؗ ആദّ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ 1 ൈْപം ലഭിുׯം , അത് െചᅃٝാൽ x 1 
ൈമനസ് ആൽഫ പുറെ؋ടുׯാൻ നി׹ൾׯറിയാം.  ഇവിെട ൈമനസ് ൈമനസ് ബീئ കി؂ും m y 1 x 
ഒരു ൈമനസ് ആൽഫ മുഴുവൻ ചതുരവും ഒ്ؗ ؛സ് ചതുരവും ഒരു ചതുരം ഒരു ൈമനസ് ആൽഫ m r x 
മുഴുവൻ ചതുരവും തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈْപം ആണ്, ര؇് ൈْപം ആയിരുؗു അതിനാൽ 
ഇത് ര؇് ൈْപം ആയിരുؗു ഈ സമവാകّം  ഇേؚാൾ ര؇് ൈْപം ആയിരുؗു, കുറ്׺ ൈسഡുകൾ 
പിേؗാ؂് േപായാൽ, അേؚാൾ നമുׯറിയാം, കാരണം ഇത് ഈ േപായിന്റ് ആണ് x 1 y 1 c 2 x 2 y 2, 
തുടർ്ؗ നമു്ׯ ആൽഫ ബീئ ഉ؇്, അതിനാൽ ൈമനസ് എ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം ബീئ y 1 so y1 
ൈമനസ് ബീئ ഓൺ ൈമനസ് ആൽഫ , ഈ അളവ് വൃ؋؋ിന്െറ ര؇് േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ x1 
ഈ േരഖയുെട ചരിവ് അبാെത മെئാؗുമب , അതുേപാെല തെؗ അതും ആ ചരിവ് ൈമനസ് x2 
ആൽഫയുെട ൈമനസ് ബീئയبാെത മെئാؗുമب, ഇത് ഈ അളവ് ആണ്. ഒേര േനർേരഖയിൽ y2 
ഒؗായതിനാൽ യുെട ചരിവ് ഈ േരഖാ ശകല؋ിന്െറ ചരിവിലുت അവന്െറ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ്t 
ഒؗുതെؗയാണ് , അതിനാൽ ഈ ര؇് അളവുകളും അടിرാനപരമായി ഒؗുതെؗയാണ് , അത് 
യഥാർ،؋ിൽ ഇവിെട നി്ؗ വّװമാെണ׸ിൽ , ഇതും ഇതും ഒؗുതെؗയാണ് അതിനാൽ നأൾ 
കാണുؗത് ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളിലും ഒؗാണ്.  ര؇് ഇവിെട ഇടത് വശം ഒؗുതെؗയാണ്, ഇേؚാൾ 
വലതുവശെ؋ സംബؖി׺ിടേ؋ാളം വലതുഭാഗവും ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ മാറുؗു , കാരണം നأൾ 
ഓർأി׺ാൽ സമാനമായ ْതിേകാണ׹ളിേല്ׯ തിരിെക േപായാൽ നമു്ׯ എ്ؗ കാണാം. ഒ്ؗ ര؇് r r 
എؗത് ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നി׹ൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ എؗത് pc 1 by pc 2 r 1 by r 2 pc 

ആണ് , അതായത് ഒരു ചതുരം ര؇് ചതുരം ഒരു ചതുരം ര؇് ചതുരം എ്ؗ 1 by pc 2 r r pc pc 
സൂചിؚിുؗുׯ. ഇേؚാൾ പിസി വൺ സ്കٔയർ പിസി 1 സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഇത് പിസി 1 സ്കٔയർ x 1
ൈമനസ് ആൽഫ േഹാൾ സ്കٔയർ ؛സ് ൈവ വൺ ൈമനസ് ബീئ േഹാൾ സ്കٔയർ ഓൺ പിസി ടു 
സ്കٔയർ ര؇് ൈമനസ് ആൽഫ േഹാൾ സ്കٔയർ ؛സ് ൈവ ര؇് ൈമനസ് ബീئ േഹാൾ സ്കٔയർ x 
ആണ്. ൈമനസ് ആൽഫ മുഴുവൻ സമചതുര؋ിന് തുലّമാണ്  1 ؛സ് ൈമനസ് ബീئയിൽ x 1 y 1 x 1 
ൈമനസ് ആൽഫ മുഴുവൻ ചതുരവും ര؇് ൈമനസ് ആൽഫ പൂർ؉ ചതുരവും ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് x y 
ൈമനസ് ബീئയും ര؇് ൈമനസ് ആൽഫ സ്കٔയറിേല്ׯ ര؇് ൈമനസ് ബീئ ചതുരവും ര؇് x y x 
ൈമനസ് ആൽഫ ചതുരവും ഇേؚാൾ നമുുׯ؇് ഈ അനുപാതവും ഇവിെടയുت ഈ അനുപാതവും 
ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ ക؇ു, കാരണം അവ വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ്؋ േചരുؗ േനർേരഖയുെട 
ചരിവിന്െറ ചതുരം അبാെത മെئാؗുമب , അതിനാൽ ഇവ ര؇ും റ്ؐ െചുؗുإ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് r 
ഒരു ചതുരം ര؇് ചതുരം തുലّമാണ്  ഇതിൽ നി്ؗ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളുെടയും വലതുഭാഗവും r 
ഒؗുതെؗയാണ്, അതിനാൽ ഇടത് വശം ഒؗുതെؗയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ േനരെ؋ ക؇ിരുؗു, ഇേؚാൾ 
വലതുഭാഗവും ഒؗുതെؗയാണ് , അതിനാൽ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളും ഒؗുതെؗയാണ്.  അതിനാൽ , 
ഈ സമവാകّ׹ളിൽ ഒ്ؗ മാْതം പരിഹരി׺ാൽ മാْതം മതി, നമു്ׯ ഏെത׸ിലും ഒ്ؗ എടുׯാം, അത് 
ْപٍ٠മب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളിൽ ഒ്ؗ മാْതം എടു്؋ ന് പരിഹരിുׯം, m 
അതിനാൽ നമു്ׯ എവിെട നി്ؗ ആദّ സമവാകّം എടുׯാം  നമു്ׯ ൈമനസ് ഉ؇ായിരുؗു, m 
അതിനാൽ എؗത് ഈ േരഖയുമായി േചരുؗ ചരിവിെന സൂചിؚിുׯം, അതിനാൽ എؗത് si s c1, c2 
എؗീ േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ േരഖയുെട ചരിവായിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് മുഴുവൻ m s 
ചതുരവും ഒؗിൽ കൂടുേآാൾ ചതുരം ന് തുലّമാണ്  ഒരു ചതുരം ഒ്ؗ ൈമനസ് ആൽഫ മുഴുവൻ m r x 
ചതുരം , ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം തെؗ ആൽഫ ആൽഫയുെട പദْപേയാഗം ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ര؇് r x r 

ഒ്ؗ െകാ؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ആണ് , അതിനാൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ആൽഫ ആണ് ഒ്ؗ x r r x x 
ൈമനസ് ആൽഫ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ആയാൽ േപാലും ഈ സമവാകّം r x x r r 
ഇവിെട െവ׺ാൽ േപാലും നമു്ׯ ൈമനസ് പൂർ؉ ചതുരം ഒരു ؛സ് സ്കٔയർ െകാ؇് ലഭിുؗുׯ m m 
ഇത് പുനഃْകമീകരിുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ യഥാർ،؋ിൽ ലഭിؗുׯത് ൽ ഒരു കٔാْഡാئിക് m-
സമവാകّമാണ്, അതായത് യഥാർ،؋ിൽ ര؇് യഥാർ، േവരുകൾ ഉ؇ാകും, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
ര؇് യഥാർ، േവരുകൾ ഉ؇ാകും, എؗാൽ അതിന്െറ അർ،ം ചരിവിന് ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ 
ഉെ؇ؗാണ്. ഒരിׯൽ നأൾ പരിഹരി׺ാൽ t 
അ׹െനയു؇ാകാം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്  അേؐഹ؋ിന് ര؇് പരിഹാര׹ൾ ലഭിുׯം, ഒؗിന് m 

Pru
tor
@
IIT
K



തുലّവും ര؇് മീئറും ലഭിുׯം , അതിനാൽ ഈ വലതു ൈകയുെട അളവ് അതിെന െകാ؇് m k 
സൂചിؚിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, കാരണം നമു്ׯ ഒ്ؗ, ര؇് നമു്ׯ ഇതിനകം അറിയാം ഒ്ؗ r r x x 
ര؇് നമു്ׯ അറിയാം അതിെന െകാ؇് സൂചിؚിുׯക , k 
അ׹െന നമു്ׯ ൈമനസ് ന്െറ മുഴുവൻ ചതുരവും 1 ؛സ് ചതുരവും ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ എؓാണ് m m 
ഉتത്, അതിനാൽ അതിൽ നി്ؗ സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ؛സ് ചതുരം ؛സ് ചതുരവും ഒؚം m ms s k km m 
സ്കٔയർ എ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ؛സ് ൈമനസ് ചതുരം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽk ms k s 
ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّം ൽ പരിഹരിുׯേآാൾ നമു്ׯ ഒ്ؗ, ര؇് എؗീ ര؇് പരിഹാര׹ൾ m m m 
ലഭിുׯം , അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് േനർേരഖ സമവാകّ׹ൾ ലഭിുׯം. ൈമനസ് ബീئ തുലّമാണ് ഒ്ؗ m 

ൈമനസ് ആൽഫയും മെئാ്ؗ ൈമനസ് ബീئയും ആയി ൈമനസ് ആൽഫയും ആണ് , ഇവ x y m 2 x 
ര؇ും സാധുതയുت േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ളാണ്, വാُവٝ؋ിൽ നأൾ പിേؗാ؂് 
േപാകുകയാെണ׸ിൽ, നأൾ യഥാർ،؋ിൽ നട؋ിയ ْപാഥമിക ചർ׺കൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ. 
നأൾ എؗ ചിْത؋ിൽ യഥാർ،؋ിൽ രെ؇؉ം ഉെ؇്ؗ കാണിുؗുׯ  ആദّ േകസിന് ഈ h 
േകസിൽ യഥാർ،؋ിൽ ര؇് േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ൾ ഉ؇ാകുെമؗും ഇവ ര؇ിന്െറയും 
ചരിവുകൾ ഉം ഉം ആെണ്ؗ പരസّം കാണിുؗുׯ, അതിനാൽ മേئ ഡയറ്ٚع േകാൺ m one m 2 
േകാമൺ ടാൻെജന്റ് ഇതുേപാെലയായിരിുׯം. ആൽഫ ബീئയിലൂെടയും കടؗുേപാകുؗു, കാരണം ഈ 
സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ഇത് വّװമാണ് , അതായത് എؗ ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഈ മെئാരു െപാതു p 
ُ١ർശവും ഈ േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകാൻ േപാകുؗു എؗർ،ം, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി 
െപാതുവായ ُ١ർശന׹ളും സർׯിളുകളുെട േകْؕ׹ളുമായി േചരുؗ േനർേരഖകളും ഈ ബിؕുവിൽ 
എبാം കൂടിേ׺രുؗു എؗ ബിؕുവിലാണ് , കൂടാെത മെئാ്ؗ കൂടി ഉ؇്, അതിനാൽ ഈ ര؇് p 
േനരിت؂ു െപാതു ُ١ർശന׹ൾ ഈ ബിؕുവിൽ കൂടിേ׺രുؗു, അത് സർׯിളുകളുെട േകْؕ׹ൾ p 
േചരുؗ േനർേരഖയിൽ കിടുؗുׯ , ഈ േപായിന്റ് േനർേരഖെയ വിഭജിുؗുׯ  േരഖ െന p c1 c2 
അവയുെട ആര׹ളുെട അനുപാത؋ിൽ ബാഹّമായി േചരുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട പറയാൻ 
ഉേؐശിؗുׯത് ആൽഫ ബീئ ഇന്റർെസײൻ േപായിന്റാണ്, ഇതാണ് േനർേരഖ േചരൽ ര؇് 
േകْؕ׹ളിലും ഞ׹ൾ പറയുؗു, ഈ േപായിന്റ് ഈ േനർേരഖെയ േകْؕ׹െള ബാഹّമായി p 
ആര؋ിന്െറ അനുപാത؋ിൽ വിഭജിുؗുׯ, അതിനർ،ം ഞ׹ൾ ഇവിെട പറയുؗത് വിഭജനം 
ബാഹّമായതിനാൽ അതിന്െറ അർ،ം പിസി ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എؗാണ്  എؗത് pc two r 
ഒؗിന് ര؇ിന് തുലّമാണ്, അത് നأൾ േനരെ؋ തെؗ സൂചിؚി׺ിരുؗ കാരّമാണ്, കാരണം ഈ ര؇്r 
ْതിേകാണ׹ളുെടയും സമാനതയിൽ നി്ؗ ഇത് വّװമായി പിؓുടർؗു, അതിനാൽ ഇത് 
അർ،മാؗുׯത് ഈ േപായിന്റ് എؗത് ര؇ും െപാതുവായുتതാണ് എؗതാണ് ُ١ർശന׹ൾ p 
വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕ׹െള ബാഹّമായി േചരുؗ േനർേരഖെയ മുതൽ വെരയുت r 1 r 2 r 1 
അനുപാത؋ിൽ വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ െന െകാ؇് pc 1 pc 2 r 1 r 2 
ഹരി׺ാൽ അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ന് തുലّമാണ്  ര؇് സർׯിളുകളും പരُ١രം ُ١ർശിׯാ؋തുംr 2 
പരُ١രം വിഭജിׯാ؋തുമായേؚാൾ ഈ സർׯിളുകളിേലتുׯ തിരحീനമായ െപാതു 
ُ١ർശന׹ളുെട സമവാകّം ര؇് സർׯിളുകളിേലുׯം േനടുക , നؕി 

Pru
tor
@
IIT
K




