
ङߕపܽ ఉపߘ࠭  సంࡹ వృޑफ ల߯ ఐ޶ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ࠭࠲ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరణం ڝసం 
एࡍఒక స ࠾ࡍమ ࠭޳ం߰ ߘలޑऴࣇ फޑవృ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ ఒక ࠭࠲ రణం߄ࣃ ڕ ࡽ కएࡅ ݋ంܐంܼ ړߖ  
߰డࡅ ࢓కए వङ ړߖࡌ޷  ڔ फకరణݞږ ߘ ߰ం࠭޳.
ङߕబܽद ఈ ఉపڒ  సంࡹ మనం గత ఉపߕङ సంࣄۯ ࡹన ߖ࢐ܽ సవࡍంచړߖݞ ܼంܐం݋झ ంۨన ah߅సంబం ڕ 
ऒߖڜ  సమసङ లߘ ఒక సࡍए छࡌఆ త ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ڕ ࡽ త ఒక వృޑफ  ݋ం࠼ߦ ంۨ ఒక߅సంబం ړߖ
కएࡅ  శړ फړ అర बం ఏࠫ݇ ߖరछ फࣃۨ ࠭.
एࡍస ݡంࡓ   ల మధङ ࡽ  సంబం߄ల సంబంߖ߄ऒ  ఖۨऐ తంڴ అధङ యనం ۯయߕޔࠓऒ ం, ఏࡓ ߕ޼ంݡ 
సࡍए కएࡅ ల ࡽ వङ ࠭࠲ సంڝ ల ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ  ڔ फకరణߘ ߰ందߕޔࠓऒ ం  ڒబܽद ఆࣣ ښవలం ࡓంݡ 
సమసङ లߘ పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం, ڒబܽद ఇ޴ ܼంܐం݋ అ߮ۮ ߖओ దܽ ऴపశऒ࠴  .

వృతफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  వదभ  pt x y ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ సࠪనం ړڷࡱߕ వదभ ࠪڒ ޓऴ ݋ࡐ ݋ం࠼ߦ ࡛
వృޑफ  ఈ pt l ޴ఖ ఉంܿంࡔ సరళ ݦఉం ڴలంబం ړ ړ ݋ం࠼ߦ ఈ ,޴ంޔݡయబۯ ݞऴ ݋ంܐంܼ ړߖ
సࠬకరణం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన మࡖక వృޑफ  ఈ సరళ ݦఉం ڴలంబం ڕ ݋ంܐదܽ ܼం࠴ ࠾ࡍమ ݋ంܐంܼ ړߖ
ధङࣃ ړ ఖࡔ మࡃङ  సࠬకరࡱހ ఏࠫܽ అ࠭࠲ ߖ l 
అ࠭ޑڷݡ, అޙ࠼ అߝ సరళ ࡔఖ ࢘ࡔ వృޑफ  l.޴ఉంܿం ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   ߸గ࡛ ޳छ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ࢑వ ࡌ भ޳ ం 
దܽ వృతफం ࣋ए࠴ బܽदڒ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ڕڷࡱߕ ࡛ డ ڝఆࡍ न݋ߝ అࣿߖऒ  x y ޴ఇ ,ݟయంڶ 

అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం అߩۮ ߖओ  ం.y x޳ంڕ
రऴసం పऱ࣒ޔదܽ వృతफం చ࠴   చޔరऴసం ړڷࡱߕ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡍߖ भషद వృతफం ࠮లం వదभ ښంऴߖ޳ऒx y 
కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ࡓంݟంܽړ సࠪనం ڒబܽद ࠴దܽ సࡍए एࡍదܽ స࠴ బܽदڒ ఒకܽ ࡽ  c c ࡽ
ఒకܽ ఈ ࠼ߦ ڷࡱߕంటऱ ۪కए ల ڷంޔࢂࢗ ݞం޴.
 ఇࡓ ޴ంړݡ సࠪన࠳న ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ ఇ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ࠪ సࡍए  ఒకܽ c ࡽ
మ࠾ࡍ మࡖక సࡍए తफం ࣋ए࠴ ݡ࠮ న࣒࠳ సࠬకరణం ߖ޵ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క ݡంࡓ ࡽ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ c x y 
సࠪనం  ڒబܽद సओ షदంڴ ఈ వృతफం ఉࣣ ߕࣆ ࠪڒ ݡ࠮ऒ  వదभ ښంऴߖ޳ऒ  కڵ࡯ ఉం޴, ఇ޴ ఇకए డ ఉం޴ e 
మ࠾ࡍ ఒకړߖ޳ సࠪన࠳న ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కڵ࡯ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ మࡖక సࡍए  c ࡏࠬ బܽदڒ ݡంࡓ ࡽ
۫డగڼ࡯టߩओ एࡍస ݡంࡓ ఈ ݡ एڜఒ ࡱ ࡽ కए ऒߕޔࠓకޑ ܽ యߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴  మࡖకܽ ࡓంࠪڒ ݡ 
ऒߕࣆ  అ࠼న ఈ ࠉం࢓޶ వదभ ఒక ܼంܐం࠴ ݋దܽ సࡍए  pt p ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ ݞవదभ ऴ ݋ం࠼ߦ ఒక ڕ ࡽ
కएࡅ ఒకܽ ࠪڒ ݡ࠮  వర ठ࠮లం ڒబܽद ࠼ߦం݋ అࡅ 1 ࠪڒ 3 ޴ߝకए  వర ठ࠮లం ڒబܽद మనం ఎకए డ p 
भ޳۫ ం  ఈ ࠉం࢓޶ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नڒ ݋ߝబܽद 1 ڒబܽद మڝ ࠾ࡍఆࡍ नڒ ݋ߝబܽद ఇ޴ ఈ y x 
 కం݄޶ఎం ࡯ݞఉం ࠼అ ݋ం࠼ߦ
ఈ ࠼ߦం࠴ ݋దܽ ڒछ ऴడంࡹ ݋ ఉనऒ  ఏڛక ࠼ߦం݋ మړ ࠾ࡍ సࠪన࠳న ڝఆࡍ नڒ ݋ߝబܽद 1 ay y 
ࡍఆڝ नړ1 ݋ߝ సࠪనం  ڒబܽद ఇ޴ ఒకए  p ࠾ࡍమ ࠪ ޴బܽद ఇڒ ݋ం࠼ߦ ݄
एࡍదܽ స࠴ వదभ ఉనऒ ړ1 ࡽ  ܼంܐం݋ ఇ࡮ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ܼంܐం݋ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ޴ c p pt 
మన࠭ ఇ޴ అߩۮ ߖओ  d c pt ݋ంܐంܼ ړ ߤదܽ వృతफం వ࠴ ޴ߝఖ అࡔ ߩࡏఎ  ޻ఇ ޴బܽद ఇڒ ం޳ంڕ
మ࠾ࡍ తࡌछ త అړ ࡱ ޴ లంబంڴ ఉంݦ ఒక సరళ ࡔఖ ఈ ఇతర వృޑफ సओ ړߖ రज ओߦۮ ߖఖ అࡔ బܽदi  ptڒ ,ࡏ

ah l pt ߖఉంద ڴలంబం ړ ఖࡔ సరళ ړߖݞనھߘక ߘ
పओۮ బݟం޴ మ࠾ࡍ అړߖ޵ ݞږ ޴ ܼంܐం݋ అۮ ߖపओ బݟం޴  ఇతర వృతफం ڒబܽद మనం ߖజంڴ ఈ 
ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ క࡯ߕھߘ అం݄ సࠪ߄నం ߖజం޶ڒ ڴ ఎం޶కం݄ మనం ࡍڷంۨ pt 
ࠪऴత࠲ సࠪۧరం ࠪऴత࠲ ఉపڵࡆంచబߕޔݡऒ ࠭ ఎం޶కం݄ ఈ సరళ ࡔఖ ړ లంబంڴ l pt 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఏࠫܽ  ࠭ఖङ కएࡅ ݋ంܐఈ ܼం ޴న࠳ కएࡅ ݋ంܐఈ ܼం ࡏࠬ బܽदڒ ࡱ࢐   pt pt 
కएࡅ ݋ంܐफ ఈ ܼం࣋۫ ߘࡱ࢐ ओߩఅ ߗڒ ޶ڒ కషदం ࡮ۧ నడంھߘక ߘࡱ࢐  ओߧۮ ࠭࠲ ݡ నߩओ  pt ݡ
అ޴ అߝ సరళ ࡔఖ ړ లంబంڴ ఉంܿం޴ అۮ ߖపओ బݟం޴.L pt

అర ߖ޵ అం݄ ޴ఉం ڴలంబం ړ बం ఏࠫటం݄ , ఓ ࠮లం అߩۮ ߖओ घڻ࣊ ߤࡷ ం , ఈ ఈ޳ంڕ ం݋  pt ah op 
ओߩఇ ߖలݞఉం ڴలంబం ړ pt ݋ంܐంܼ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࡯ݞఉం ࡱڶऴݟ 90 ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕమన ݡ

కएࡅ  లࣾణం ڒరణంڴ ఉం޴  ఆ߯ ߮ۮ ࡏ࢐ओ elf l pt ޴ఉంܿం ڴలంబం ړ ݞږ ఖࡔ టం݄, సరళࠫ޻
అర ߖ޵ బܽदڒ बం ఏࠫటం݄, సరళ ࡔఖ ऴߦథࠫకంڴ ఈ ڻ࣊ ߤࡷघ ంړ ݋ సࠪంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद l op
సరళ ࡔఖ ړ సࠪంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ సరళ ࡔఖߤࡷ  ڕ ఇ޴ ఇߩओ l op࡮ۧ నడంھߘక ߘࡱ࢐ ݡ l 
కएࡅ ఖࡔ బܽद సరళڒ లభంࣆ కएࡅ ࡱ࢐   l op ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ڕࡱ࢐ 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ కएࡅ   వర ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచబݟన ఒక ࠳న࣒ ߕࣆऒ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ
ఇࡅ ݡ࠮ ޴కए  వర ठ࠮లం ޳छ  p ߤవ ࠪڒ ݡ࠮ ړߖ܉ߖ ݋ం࠼ߦ కం݄ ఈ޶సࠪనం ఎం ړߖ޳ఒక ࡌ
కएࡅ  వర ठ࠮లం మ࠮ ࠾ࡍలం ڒబܽद ߘࡱ࢐ కھߘనడం ۧࣆ ࡮లభం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡅకए  o l 
సࠬకరణం రړߖڒ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࡱ࢐ ߖ గࣔరం࠙ ޴క ఇߘక ړ  y mx c x x c ޜ 
ఇకए ,޴ంޔݡంచబށڷ డ  ࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఈ ڷࡱߕ c l 
అవࢡڒలࡹ ఏࡱۮ ޴ऱܿࠈ అࡃङ ऴపశऒ ߖఅ ޴  అޔڷݡంڝ ޴సం సࠬకరణం ࢐సफړߖ࢐ ఇ޴ ఈ ࡔఖڕ ఈl l 
వృޑफ फޑఈ వృ ړߖ ఈ ۨనऒ ړߖ  వృޑफ  ,లం݄ݞఉం ڴ ݋ంܐఖ ܼంࡔ ఒక࢘ళ ఈ సరళ ,࡯ݞఉం ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ
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అర ߖ޳ बం ఏࠫటం݄, సరళ ࡔఖ తపओ క ఒక ࠉం࢓޶ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴.
వృޑफ ऒߖ ఉనऒ ࢓޶ంࠉ బܽद ఒకڒ ݟకంޑ  టऱߘߝ ,ޙ࠼  c2 

నړޑ ࠪڒ ࡹ ݋ం࠼ߦ ఒక ޾ఏ ߖݡంࡓ ऱܿ అڕߘం޳ం, ڒబܽद మనం ࡓంߖݡ ఏ޾ ఒక ࠼ߦంࡹ ݋c x y c 
నړޑ ࠪڒ ऱܿ ۮపओ ంݟ, అߩओ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ݡ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఎకए డ ఉߕऒ యߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴.x y 

మࡓ ࠾ࡍంݡ ఒకڜߖ޳కܽ ړޑనߩओ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ తపओ  ఈ   l c ڴࡍసߖ
సࠬకరߖހऒ  మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧڒ ࡯బܽद ఈ ࡓంݡ సࠬకరࡱހ సంతృߧफ ۮం࡯޳ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలߘ ఏకڒలంࡹ పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ ࣋फ మనం ఏࠫ ۯయగలం 
అం݄ మనం ߖ޵ऒ  భࡎ फ ۯయవ۪ऐ .

छ޳ छ޳ ࡌ ప ޓऴ ݋ࡐ ࡌ ऱ࣒ ओߩబܽद అڒ   y x c   ݡంࡓ ఈ ڴథࠫకంߦऴ ڕబܽद మనڒ ࠭ޑ޶మనం ߰ం ݡ
సࠬకరࡱހ ఉߕऒ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఖ ఖండనࡔ సరళ ޜ݀ వృతफం ఇ࢑ ,࠼  మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ ల c l x y 
छ޳  ࡯޳ంۮ फߧసంతృ ࡌ
फࣃۯ ڴబܽद మనం సరళంڒ ࠭  ఈ సࠬకరణంࡹ ఈ ߖ ఈకछ ओߩఇ ࠾ࡍమ ݟఉంచం ڴ ࡽ మనం ఈ y ݡ
సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶ , అߩओ ऴపశऒ ݡ తపओ ࡹ పओۮ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴࡍసߖ బݟనం޶న, ࢐సफړߖ࢐ ఈ l l 
వృతफం ړ݀ ࣄ ܼంܐం݋ అ࠼ ఉం࡯ݞ అۮ ߖపओ బݟంڒ ޴బܽद అޙ࠼  అ޴ߝ ఈ వృతफం ݀ړ ఒక l c 
ܼంܐం݋ అߩओ మధङ ݡంࡓ ࠾ࡍఖ మࡔ సరళ ݡ  ఖండన ࠉం࢓޶ ࠪऴత࠲ ఉం࡯ݞ అం݄ ఈ l c 
సࠬకరړߖހ ఒښ ఒక పࢲࡍए రం ఉం࡯ݞ అం݄ ఈ సࠬకరణం ࢐సफړߖ࢐ చࡏޔग జంڴ ఉంܿం޴.

गࡏޔచ ࡹ జం ڒబܽद ࡱ࢑వߘ బܽद ߄ࣃరణంڴ అకए డ కం݄ ఎڕए వ ఉండవచऐ x  , ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ c x 
కएࡅ एࢲࡍప ݡంࡓ  ఉండవ۪ऐ ࡱࡌ , అޙ࠼ మనం ఈ ߖ ࠪऴత࠲ ఒకܽ ఉం࢑ ݦధంڴ ఎం۪࡯࢐ڝ.c 
  ఇకए డ ఈ సࠬకరణంࡅ ࡹకए  పࢲࡍए రం ޳ࡶ ऴߦథࠫకంࡓ ڴంࡱ࡮࠮ ݡ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद x 
మనం అ࡮ంܽ ߖ ఎం۪ڕం݄ సంబం߅త పంړ फ ऴߦథࠫకంڴ సࡍए బܽद acڒ ޴ంޔڕޑ ۲ట ښఒ ߖݡంࡓ ࡽ c 
ఈ సࠬకరߖހऒ నరछߩ ߘబంధనలߖ మనం ࠾ࡍమ ޴ۯంࠚల ڕफ మన࣋ࡍޘ  ङ వࣅबక࣋ࡍफ, t  
లం݄ ఇకएݞఉం ڴసࠪనం ࡱ࡮࠮ డ ఈ సࠬకరణం వࣆफంڒ ޴బܽद ऴߦథࠫకం࢑ ڴవࣾత 0 అ࠼ ఉం࡯ݞ 
బܽद ఇకएڒ డ ࢑వࣾత 2 ޳ ࣄछ తफం ࣋ए࠴ న࣒ 6࠳ 3 ݋ࡐ ࡌ छ అం݄ ࡏపదࣔ 3 ࠑ 4  ޴ంޔ࢓ऱ అࡏࣃ న࣒ 4࠳ ࡛
పదࣔࡓ ݡ࠮ ࡏ ऱܿ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  చޔరऴసం ڒబܽद ఈ సࠬకరణం సࠪన ࡮࠮లߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽदc 
ఈ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  ఈ ࢑వࣾత ߕࣆऒ ऒߖހఈ సࠬకర ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  మࡍంత 
సరࢁకృతం ۯయవ۪ऐ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ   ߰ం࠭ޑ޶.
 ఇకए డ ࠴దܽ పదం మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణంࡹ మనం ۫డగڵ࡯నం޶న అࡹ ޴ చޔరऴڒࣃరంࡹ ఉం޴ c 
ऒߗబܽद మనం ఇవڒ ࠭ޑ޶బܽद మనం ߰ంڒ ए࣋ ࣄ 4 ڕం݄ మనڕࣆޓ నߩ࢙ ݟڕ  छ ࡓ న࣒ 8࠳ ࡛ ऱܿ 3 ݋ࡐ 
ࣾࠫంచంݟ మ࠾ࡍ ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ వࣆफం޴  ఒక ࡏࣃऱ ߘ ݡ࠮ ݋ࡐంݟ  ప ऱ࣒  ఇర࢙ ޳छ ऒߕࣆ ݡ࠮ ࡌ  c ړ
సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए ప ޓऴ ݋ࡐ న࣒࠳ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ  ऱ࣒  c ړݡ࠮ ݟంߘ ޶న࣒ ఐ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ 
సࠪనం ڒబܽद ࡅకए ओߩफ  అ࣋ۯ కృతంࢁంత సరࡍమ ߖ࢐ܽ మనం ࠾ࡍఈ మ ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ   c n er ݡ
ఈ ఇతర ࡓంࡱ࢑ ݡవڒ ࡱబܽद ఇڝ ࣄ ࢑సం మనڕ లࠚంࡓ ۯంࡱ࢑ ݡవࡱ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వలڵࡍޒ ߘ 
సࠬకరణంړࡹ ߭డڒ ࠭ޑబܽद సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరణం ڒబܽद సరళ ࡔఖ సࠬకరణం ݡ࠮ ݋ࡐ l l 
छ޳ సࠪనం  ప ړ ࡌ ऱ࣒ దܽ సందరग࠴ బܽदڒ  ం࠳ ࡹన࣒ వ݋ࡐ ࠑ ߤ ऴޓ అޙ࠼ పంړ फ సࠬకరణం x c c l x 
छ޳  ఓవ࡛ x y ޴బܽद ఇڒ సࠪనం 1 ړ 3 ݋ࡐ న࣒࠳ అం݄ ޴ంޔ࢓అ ޓऴ ݋ࡐ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ࠮ ݋ࡐ ࡌ
అవڒశంޜ సޔ߱ࡍం޴  ఇకए డ సࡕనڒ ޴బܽद , అ݋ࡐ ޴ߝ ऴ࠳ ޜޓన࣒ ఐ޶ ఉనऒ  ఇతర అవߖࢡڒऒ  a c 
भ޳۫ ం, ڒబܽद మనం ߖߖ޳ అకए డ ఉంۨనటऱޙ࠼, మనం ࠳న࣒ ఐ޳ ޶छ  ڕफ, మన࣋ۯ సࠪనం ړޓऴ ݋ࡐ ࡌ
సࠬకరణం ࠳న࣒ ݡ࠮ ݋ࡐ సࠪనం ఐ޶ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޶ ޴రదృషदవޕࢡफ   ఈ సࠬకరణం x y 
బܽद ఈ సమసङڒ కߧన ఎంࡕక సߧబܽद ఎంڒ ޶ࡶ ߙࡹߖ޻ ࡹకలߧఎం ڷࡱߕ ओߩఇ ࡹ క సమసङࡖమ ݡ  ߘ
࢐ङ ࠾ࡍం , మ޳ంڕࣆޓ రࣃ बం ࡅకए  వృతफం ࡅకए  ࢐ङ సం ࡅకए  అంతङ  ల వదभ pq rs r prڴ࠙ 
ܼంܐంڴࡱ ݋ ఉండߖవछ ంݟ.
 మన దగ ठర ఉనऒ కएࡅ వృతफం ࠾ࡍమనం ࣔ  వృతफం మ ޴ ࢐ङ ߖ޳  రࣃ बంࡹ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ ve a pr r 

అۮ ߖపओ బݟంڒ ޴బܽद మࡓ ࠾ࡍంݢ ఈ వృޑफ పओۮ ߖఅ ࡱ ݋ంܐంܼ ړߖ బݟం޴, మ࠾ࡍ rs pq rs ps 
కߘక ఇ޴ సరళ ࡔఖ అۮ ߖపओ బݟం޴.rq 

మ࠾ࡍ ఇకए డ మనڕ సరళ ࡔఖ ఉంڒ ޴బܽद ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ మࡱ ࠾ࡍ మ࠾ࡍ   ps rq q s ps rq
फࣃࡱవదभ క ࢓޶ంࠉ ఒక ࡱ ఇకए బܽद అ࢑ڒ ࠼ డ కࣃࡱफ  q s ps  ࢓޶ంࠉ ఈ ఖండన ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ࠼
మ࠾ࡍ వృతफం ۪ दܿڜలత߯ ఉంܼ࠼ కߘక అ࡮ జޙڵࡍ , మ࠾ࡍ ߰డ࢓ల పరంڴ వృతफం rq pq rs 
కएࡅ ࢐ङ ݡంࡓ  సం ࡍڷంۨ మనం ఏࠫ ۮపओ గలం ఎం޶కం݄ సంబంధం ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠭࠲ ఈ r 
అవڴహనߘ మࡖకڕࣆޓ ړ߯ߖ޳ంܼ࠭ తޒ࢐ࡏ సऱࡹ ݭ࠼ మన దగ ठర ఉనऒ ޴ఇ ,޴ంܽ వృతफం ఉం࡮ఇ ړߖ޳
ओߩۮ ߖంऴదం అښ ࢐ङ ڕం మన޳ంڕ సం ఉం޴, వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం అߖ ఆ߯ మనڕ మ࠾ࡍo pr r rs 

అࡓ ߝంݡ ܼంܐంࡱ ݋ ఉߕऒ యࡏޑࠋۮ ߖ pq 
झ݋ంܐంܼ ݢంࡓ బܽद ఈڒ ࡱ࢓ఈ ߰డ ޴అ ߗڒ  అߦۮ ߖओ फޑవృ ޴ߝఅ  ࡏ  ࢐ܽdpq ޙ࠼అ ࡱ ݋ంܐంܼ ړߖ
߰డࡱ࢓ ఈ ࡓంݡ ܼంܐం݋ ల ߰డړ ߖ ߘߝ ,࢓ కڡߜ द ࣋ۯफ మߘ ߘߝ ࠾ࡍంړ ݟ కڡߜ द ࣋ۯफ, ఎߩࡏ p s r q
మ࠾ࡍ ఆڕపచऐ  రంڷలࣄڶ ࡹన సరళ ࡔఖࡱ ఖۨऐ తంڴ ఒక ࠉం߯࢓޶ కࣃࡱफ .࠼
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 వృతफం ࡅకए  ۪ दܿڜలత ఈ ࠉంڒ ࢓޶బܽद ߘߝ ఉ޻भశߪరछ కంڴ ఉ޻भశߪరछ కంߘࣃڶ ڴ, ఈ ࠼ߦంڷ ݋ంݞ
ళचࢗ పచऐڕఈ ఆ ߘߝ ړߖݞ  ఏࠫܽ r ޴కం݄ ఇ޶ఎం ࠾ࡍమ ߘࣃڶ ߘతڶ 
ऴపశऒ ߖఅ ࡯࢐ڝఎం۪ ࡮ఎ ߖܽ࢒ బܽद మనంڒ  అޜڷݡంࡓ  ޴ం࠼ߦ ݡం ऱܿ మڒ ࠾ࡍబܽद ࠭࠲ ఈ q s 
࢐ङ ڴల పరంࢁڣ సం ࡅకए  వङ ڔ फకరణߘ కھߘనమ࠭ࡌڝ ߖ, అం݄ ఈ ࡓంݡ సరళ ࡔఖࡱ ఒకܽڴ pqnrs 
కएࡅ ݋ంܐఈ ܼం , ࠼ޑసబడڶ  ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  p p s  ޴ఉంܿం ڕవర ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ݋ం࠼ߦ 
ఇతర ܼంܐం݋ మ࠾ࡍ ఇతర సరళ ࡔఖ ఈ ఇతర ܼంܐంࡅ ݋కए  సంపరए बࣃ  నం ߘంݟ వృతफం వరڕ 
ఉంܿం޴, ఇ࠴ ޴దܽ ܼంܐంࡅ ݋కए  q ޴ఉంܿం ڕవర ࢓޶ంࠉ 
फࣃࡱవదभ క ߖ޳ ݢంࡓ బܽद ఈڒ పओۮ ߖఅ ࡏदڒࣛ ఒక ߘߝ బܽदڒ ࠼ బݟం޴ ఈ ࡓంݡ పంڕफࡱ ఒక ࠉం࢓޶ 
వదभ కࣃࡱफ ۪ ࢓޶ంࠉ ఆ ࠾ࡍమ ࠼ दܿڜలత߯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఈ ߰డߘ࢓ ఎం۪ڝవړߖݞ ఇ޴ ࠭ఖङ  న࠳
షరޔ, ఇ޴ వృతफం ࡅకए  ۪ दܿڜలత߯ ఉం࡯ݞ 
बࣃ ఈ ఖండన ࠾ࡍబܽद మڒ నం  అࣃࡱߧ ߖफ బܽद ఇకएڒ ࡏ డ ࠭࠲ ఈ సమసङ షएࡍప ߘ  x ߖ ఆࣣ ړߖݞంచࡍ
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ , ఇకए డ ۧ࡮ ࠭ఖङ  ࡱफڕపం ݡంࡓ ࢐సफవం ఏࠫటం݄ ఈ న࠳
వృతफం ࡅకए  ۪ दܿڜలత߯ ఒక ࠉం߯࢓޶ కࣃࡱफ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ࠼  ڴగకరంࡆ࢐సफవం ఉప న࠳
ఉంܿంڕࠪ  ޴ మ࠾ࡍ అࣇࣝ ࢑ए ۪ ݟంߘ ࡽ दܿڜలత߯ ఒక ࠉం߯࢓޶ కࣃࡱफ  ఖలࡔ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠼
ఖండన ࠉం࢓޶ వృతफం ۪ दܿڜలత߯ ڕࡶం݄ ఈ ڝణం ޛంࠢ ݟऴڶలڕ సࠪనంڴ ఉంܿందࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.
 ఇߩओ ओߩబܽद ఇڒ 90 ޴ఇ ݡ ओߩۮ ߖఅ ܼޓ ణంڝ ఈ ݡ  సరళ ޴ఇ ࠾ࡍమ ܼޓ ణంڝ కం݄ ఈ޶ం ఎం޳ంڕ
ऒߖ܉ࠜޒణ ऴڝ బܽद మనం ఈ లంబڒ ڶऴݟ 90 ݞږ ޴బܽद ఇڒ ఖࡔ  ۫࣋फ  ږङ ࠗ అߩओ  le px ܼޓ ڕమన ݡ
మࠫޛ ࠾ࡍघ ऒߕఉ ޴ ణం తపओڝ బܽद ఈڒ ࠼  కం݄ ఒక t pq޶ఎం ,࡯ݞఉం ޜܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ڴࡍసߖ
ܼంܐం݋ ఈ ڝణం ఇ90 ޴ మ࠾ࡍ ఆ ڝణంߖࡹ ఈ ࠙గం ࠳ 2 ࠑన࣒ ܼޓ అం݄ ఇ޴ ఇ࡮ opq 90 pi 
ఉంܿం޴.
ణం తపओڝ   ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ࠼అ ܼޓ ڴࡍసߖ ణ rspڝ లంబ ޴फ ఇ࣋۫ ߖ జంࠜޒఈ ऴ ࡏࠬ ݡ
ऴࠜޒజం ݞږ అޙ࠼ ఇ޴ వదभ లంబ ڝణంࡹ ఉంܿంڝ ߖ޵ ,޴ణం ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఇ2 ܼޓ ޴ r rsp 
छ޳ ܼޓ న࣒࠳ छࡌత ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ࡌ త ښవలం ఈ లంబڝణ ऴࠜޒజం ࡅకए  pi ps ߖఅ ࡱހڝ 3 
మࡅ ࠾ࡍకए ऒߕఉ ࡮ښఒ ࡱހڝ ݡ࠮  యߖ ఇߩओ సओ ݡ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఎం޶కం݄ ఒకܽ ఒక ڝణంrpq 
 pi rpq ޴ణం ఉంܿంڝ సం ఈڝ జంࠜޒऴ ܼޓ న࣒࠳ 2 ࠑ ణంڝ డవ࠮ ࠾ࡍమ ܼޓ కܽࡖమ ࡱڶऴݟ 90
ఎం޶కం݄ ఇ90 ޴ మ࠾ࡍ ఇܼޓ ޴ ఈ ڝణం సओ షदంࡓ ڴం࠳ ݡన࣒ ޳ ܼޓछ  ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ߯ ࡌ
  ߘߝ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡮ښఒ ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠼ఉంܼ ڴ࢑ధం ښఒ ࡱހڝ ݡ࠮ ల܉ࠜޒऴ ݡంࡓ
ऒߕफࣆڶ ڴݟ࢑ݟ࢑ ߘల܉ࠜޒయడం ऴڶ ߖܽ࢒ వలంښ t  wo rps ߖ జంࠜޒదట ఈ ऴ࠴ ߘߝ బܽदڒ ߘ
ऒߕफࣆڶ బܽद వదभ ఉనऒڒ ޴ఉంܿం ࡹణంڝ వదभ లంబ ޴క ఇߘక ߘ छࡌఆ త ࠾ࡍమ ܼޓ ణంڝ  త ߘߝ r p 

ऒߕफࣆڶ ߖ ఉనऒ ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ఈ ࡹ ޴ఇ ,ߘ ం޶న ڝణం ܼޓ అ࠼నߩओ వదभ rpq ݡ rpq pqr pqr p 
లంబ ڝణం ఉంܿం޴.
పङࡐࣃ   త ߖషओ ఉనऒ ڵ࡯మనం క ݟంߘ फలޔ పङࡐࣃ  త ߖషओ छ޳ ݟంߘ फలޔ  న rp rsݟంచబڵ࠙ ࡌ
తపओ ఇకए ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ అం݄ ࡯ݞఉం ݟంచబڵ࠙ ޜߖ޵ ڴࡍసߖ డ ߘంݟ ࣋ए छ ࡛ rp pq rp 

కएࡅ ऱࡏࣃ ޴ߝవలऱ అ޶అం ࠾ࡍమ ߖऱ అࡏࣃ  వర ठ࠮లం ߗڒ pq rs rp pqk rs rp.
  ࢐ङ సం ࡓంݡ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఈ ࡓంݡ ܼంܐం݋ ల ߰డࡅ ࢓కए  ఉతओ  కएrࡅ फޒ
వర ठ࠮లం తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ ఇ޴ ऴߦథࠫకంࣆߧ۫ ڴफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ ఎంߧక ڒబܽद త޶పࡍ a 
ړశ ߖ޳ फ అం݄ ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ఒక వృޑफ  ࢓޶ంࠉ ంۨ ఒక߅సంబం ړߖ
ఇకए ޴ండవࡓ బܽदڒ డ ఈ వృޑफ ऒߖ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ښ ߖ޵ంऴదం మ࠾ࡍ మనڕ ఇకए డ ࠼ߦం݋ ఉందߖ o p 
అڕߘం޳ం 
మ࠾ࡍ ఈ వృޑफ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ంۨ ఈ߅సంబం ړߖ  శړ फߖ మనం ఇߖ ࡮రछ ۨంۧ࠭ ఈ ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ఈ p 
వృతफం వరڕ ܼంܐంࡅ ݋కए  ࣋ए छ ࡛ न ߰డڒ ࢓బܽद అ޴ߝ ܼంܐం݋ అߖ అڕߘం޳ం, ఈ ࠼ߦం݋ pt pt 
फޑవృ ݟంߘ పओۮ ߖఅ ݋ంܐంܼ ړߖ ంݟ, ఆ߯ ఈ వృޑफ కएࡅ ݋ం࠼ߦ ంۨ ఒక߅సంబం ړߖ  శړ फ అߖ p p c 
ओߩۮ .ం޳ంڕ
 ఈ ߰డࡅ ࢓కए  చޔరऴߖࣃऒ  చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఆ߯ ࡮ۧ ࠭࠲ pt pt 
ఆసړ फకర࠳న ఫߖޑ࡯ऒ फࣃߧࡐߖ ݞږ  ࠭, ఇߩओ ङࡃరంభమߦऴ ݟంߘ మనం ݡ  ఏߕ޼ సరళ ࡔఖߘ p 
घࡍߖ फࣃ ࠭, అ޴ ఈ వృޑफ ऒߖ  మࡓ ࠾ࡍం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ కࣆۯ ݋फంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఏߕ޼ సరళ ࡔఖ a b 
వ۪ऐڒ ఇకए ߘఖࡔ బܽद మనం ఈ సరళڒ ఖࡔ సరళ ޴ఉంܿం ڴఏకపࣾం ߕ޼బܽद ఏڒ  డ ߩۮओ ࠾ࡍం మ޳ంڕ
ఈ సరళ ࡔఖ వృޑफ ऒߖ  మ࠼ߦ ࠾ࡍంటऱ వదभ కࣆۯ ݋फం޴, ఆ߯ మనం ࡏࣃऱ ࣋ए छ  సࠪనం a b pa pb pt ړ ࡛
అ࠭ޑߩ۫ ߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  శړ फ ڒబܽद ߖ޵ ఉతओ  p బܽद ఇ࢑ڒ ࡱ࢓డ߰ ݡంࡓ फ  ఈޒ
ఉనऒ ڕల వర࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ  ߰డࡱ࢓ , ఇకए డ సరళ ࡔఖ వృޑफ ऒߖ  కޒफࡍంۨం޴ మ࠾ࡍ p 
ఇ޴ ఏߕ޼ సరళ ࡔఖڕ వࡍ फࣆफంڒ ޴బܽद ݞږ ߕࣄڶ ߘߝ ఇڼ࡮ మߩۮ ߤࡷ ࡗओ  fa  ߘߝ ࠾ࡍం మ޳ంڕ
మ࠾ࡍ ఇ࡮ ఉߕऒ ओߩఅ ,࠼ ऱ ఇపओࡏࣃ ݡ ए࣋ ڕߕ ڔܽ छ కएࡅ ࡛  అࡱ࢑ ޻వߘ ఇࣆफం޴ b pa pb pt 
ఎం޶కం݄ ఈ ࡱ࢑వ ࣋ए छ ࡛ pt 
ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ ల߯ ࠪऴత࠲ ఆ߄రపݟ ఉంܿందࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ మߘ ߘߝ ࠾ࡍంݟ p p 
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ఏߕ޼ సరళ ࡔఖࣄڶ ߘనటऱڙ ߘߝ ޙ࠼ ऱࣆۯ ࠹࠼फߕऒ  ݋ం࠼ߦ ఈ ,ߘࣃڶ ߘఖࡔ ఏకపࣾ సరళ ߕ޼ఏ ߘߝ ߘ
మ࠾ࡍ ఈ ఏకపࣾ ߤݞ సరళ ࡔఖ ࣄڶన ࠉం࢓޶ల మధङ  ఉనऒ  ఈ ࡓంݡ ߰డ࢓ల ఉతओ फޑफ వృޒ ऒߖ  క݋ p 

ల ఉతओࡌ޷ ݡంࡓ ఆ ߘߝ బܽदڒ ޴फంࣆۯ ړశ ޴ం݄ అڕࣆޓ ߖफޒ फړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ 
సࡍए ऒߖ࢐సफ࢐ బܽद ఈڒ ݋ం࠼ߦ ంۨ ఈ߅సంబం ڕ ࡽ भ޳ۯ ࢓܌ࡏ  ం ڒబܽद ߖ޵ऒ  దట p࠴ ړߖݞంచߧࡐߖ 
ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱߘ మߖ ࠾ࡍ ఇకए డ ఉనऒ  సࡍए మధङ ࡽ ڡߜక ࡹ द ޳ۯभ ం మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంߖ ړ ݋ a b pb
ڡߜక ݞږ द ޳ۯभ ం తࡌछ త మనం  మݞږ ړ ࠾ࡍ కڡߜ द అޔ࢓ం޴ ఇߩओ  t a t ߖఅ ܼޓ ణంڝ ఈ ݡ
ओߩۮ  ,ం޳ంڕ
అߩओ एࣇࣝ ݡ ङ܉ ࡽ ణం ఒక ఆ࡛एڝ , ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ ޒࠫ छ޳  ఒక ޙ࠼ణం అڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ
ఆ࡛ए छ޳  ఈ ఆ࡛ए ࡌ  అߩۮ ߖओ ࠪ ంۨࡍڷ ణంڝ ఈ ߘߝ బܽदڒ ంऴదంښ ం޳ంڕ ऱܼ ऒߕޔݡ  ab ߘ
, ۪ दܿڜలత߯ ఏ ࠉం࢓޶ వదभߕߞ ఒښ ఆ࡛ए छ޳  ओߩఎలऱ ࡌ  బܽद మనం ఈڒ ޴ణం ఉంܿంڝ ࡱంతݟంࡓ ݢ
۪ ,ం݄ڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ दܿڜలత߯ ఈ ࠼ߦం݋ వదभ ఈ ఆ࡛ए छ޳   t t ab ܼޓ ణంڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ
మ࠾ࡍ అం޶వలన మధङ ఆ࡛ए ޻అ ࡹ छ޳   ޻అ ,޴ఉంܿం ڴܼޓ ݡంࡓ ణంڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ
࢑ధంڴ ఇߩओ ఈ ఆ࡛ए ݡ छ޳  ۪ ࡌ दܿڜలత߯ ఈ ࠉం࢓޶ వదभ ఈ ఆ࡛ए छ޳   ఈ ࡹణంڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ
ఇతర ఆ࡛ए వృతफం మధङ ݟంచంށగࡍప ߖ  ఉనऒ ࡹ  ఈ ఆ࡛ए छ޳  ऒߖހڝ నݟంచబࡍఉపసంహ ࡌ  మనం 
ఇంత࠭ڕం޶ ఉపڵࡆంۧ࠭,  ఇࡓ ޴ంࠀ ݡ మ࠾ࡍ ఇߩओ ణం సओڝ మనం ۫࣋फ ఈ ݡ షदంܼޓ ڴ పऱ࣒  ړࠀ 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇࠈ ߖ޵ ޴హङ .ణంڝ 
 ऴట࠻ంࡽڵ ऴట࠻ంࠈ ࡽڵङ కएࡅ ݋  జంࠜޒऴ ࡽఐ࣎࣊ ޴फ ఇ࣋۫ ߖ ݋ࠓ ࡽڵం࠻మనం ఈ ऴట ݞږ ణంڝ 
ఎం޶కం݄ ఈ ߰డ࢓ మ࠾ࡍ ఈ ߰డ࢓ ఈ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ बࡌࣃ  వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ړߖ
ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ ڝణం ڵࡍޒ సࠪనం మ࠾ࡍ అޛ ࢑ంࠢ ݟऴ࠳ ࡱڶన࣒ ܼޓ పऱ࣒   బܽद aڒ సࠪనం ړࠀ 
ఇߩओ పऱ࣒ ܼޓ న࣒࠳ ࡱڶऴݟ  ݡ फޑఈ వృ ݋ం࠼ߦ కం݄ ఈ޶సࠪనం, ఎం ړ߸  90 ޴ఉం ڴ ݋ంܐంܼ ړߖ t 
ణం తపओڝ బܽद ఈڒ ࡱڶऴݟ ణంڝ పऱ࣒ ܼޓ న࣒࠳ ࡱڶऴݟ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ90 ڴࡍసߖ  ఈ pto 90 atp 
ఇతర ڝణం ړࠀ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ ऒߖ܉ࠜޒమనం ఈ ऴ ݡ  అߵ ܼ పऱ࣒ ܼޓ ణంڝ फ ఈ࣋ۯ दߵ  ణం phiڝ ఈ ࠀ 
అ࢑ ޻ధంڴ మࡖక ऴࠜޒజం bpt bptbpt 
బܽद వదभ ఉనऒڒ మమघ ,ݟంచంࠫࣾ ݞږ ణంڝ  ऒ࡯  ࣾࠫంచంݟ ऴࠜޒజం ߖ పࡍగށంచంڝ ݟణంb fi btp tp 

పऱ࣒ ܼޓ छ޳ డటం۫ ߘల܉ࠜޒऴ ݡంࡓ బܽद మనం ఈڒ ࠀ  జం ܼङࠜޒऴ ࡌ btp btp ࡯߱ ߖ జంࠜޒऴ ߵ
ఉంܿందۮ ߖపओ గలం ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒలࡱހڝ ݡ࠮ ࡹ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అ࢑ 
పङࡐࣃ త ߖషओ పङࡐࣃ ݟంߘ फలޔ త ߘంࡐࣃ ݟపङ తߘ మనం ߰ం޳ ,࠭ޑ޶छ  ap pt ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ
తపओ छ޳ ڴࡍసߖ pv pt ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ నݟంచబڵ࠙ ࡌ
మ࠾ࡍ ఇకए డ ߘంݟ ࣋ए छ సओ ߖऱ అࡏࣃ ࡛ షदంࣆࡱޘ ڴफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ ࣋द࠱ ݋ం࢓܌ࡏ ߘ ݋ pt pa pb 
ऒߖ࢐సफ࢐ ంۨనߧࡐߖ ߖఅ ړࡹ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭  ࠭࠲ బܽद ఆࣣڒ ޴फంࣆۯ  ࢑వࡍంచړߖݞ ఇకए డ pb pa 
ఒక ۨనऒ  ఉ޳హరణ ఇవछ ऒޒऴపయ ړߖݞ फࣃ ࠭, ఇړࡹ ޴ ࣋ए छ ࡍఆڝ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ न݋ߝ అࣾం pb pt 
ఇకए ڕఅࣾం మన ࠾ࡍమ  ޴ బܽदڒ డ ߖ࡮࠮ऒ  కڵ࡯ ఉనऒ ऱܿ ۫పబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఐࠪڒ ޶ x y 
వలం ఒక ఏకపࣾ వృతफం ఉనऒښ వదभ ݡ࠮  వృޑफ ऒߖ  కڵ࡯ ఉߕऒ మߩۮ ߖओ ࢐ङ ړߖ޳ ࠾ࡍం మ޳ంڕ రࣃ बం 
పओۮ ߖఉంద ݡంࡓ ంڒ ݟబܽद ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ޳۫ ࠾ࡍभ ం  మనం ఇߩओ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ݋ం࠼ߦ ݡ ం, p 
ࡍఆڝ ߖ޵ नࡓ ݋ߝం࠳ ݡన࣒ ࡓంڴݡ ఉంڝ ݦఆࡍ नࡱ ݋ߝ అߩओ సओ ݡ షदంڴ ఈ వృޑफ  ంۨ ఈ r߅సంబం ړߖ
एࡍఈ స ݟంߘ ݋ం࠼ߦ పవ࡛ ఈ ݋ం࠼ߦ కएࡅ ݋ంܐంܼ ړ ࡽ  చదరߩ ߰డ࢓ ఉంܿం޴ p 
కएࡅ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ ݋ంܐంܼ  ޴ఉంܿం ڕమܿ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ  శړ फ ఈ ߰డࡅ ࢓కए  చޔరऴసం p pt 
ఇߩओ వదभ ఈ వృతफం మధङ ޶ڒ కషदం ࡮ۧ నడంھߘక ߖ ఈ ݡ ండ ఒక ptڕ జంࠜޒం , ఈ ऴ޳ߩࡱక ޜ ࡹ o p
లంబ ڝణ ऴࠜޒజం అߖ మ࠾ࡍ అకए డ  ࢓ޔ߄ చޔరऴసం పऱ࣒  చޔరऴసం ߯ޢగర࣒ ޳ࣄम ంతం ߘంݟpt ot 

࣋ए छ ओߩసࠪనం ఇ ړ ࡛ సओ ݡ షदంڴ ఈ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ࡓంݡ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ చదరߩ op ot 4 
ఎం޶కం݄  మ࠾ࡍ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࢐ङ రࣃ बం ఎం޶కం݄ మనڕ మ࠾ࡍ O op o 
కएࡅ ంܽݟంࡓ  అࣿంࣆࡱޘ ࡱࢡ.
ए࣋ ߵߦ  छ ࡛ ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴసం మ࠳ ݡ࠮ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ࡓం࠴ ݡతफం చޔరऴసం 
మ࠾ࡍ ఇ޴ ࠭߯ओ  ࠭߯ओ  ࡹఈ సࠬకరణం ߘవలࡱ࢑ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ 
ఉపڵࡆంۨనߩओ ए࣋ ڕమన ݡ छ ࡛ ࠭߯ओ కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ  శړ फ ࡓంݡ ఈ వృޑफ  pt p ړߖ
సంబం߅ంۨ ࠳ ࠪڒన࣒ ࡓంݡ ࠭߯ओ  ఇߩओ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ݋ం࠼ߦ ࡔ࢘ మనం ݡ ం మనం ࠫޛघ  ah ࠪڒ ޴
ఐ޶ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఇࠫޛ ޴घ घࠫޛ ఈ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࠪڒ ޴ छ޳ ఖࡔ సరళ ߖ޶ఐ ࠪڒ ޴  pn ࡌ
भ޳ࡏۯ ం మߩۮ ڴܽࣇ ߖߖ޵ ࠾ࡍओ ړం  పం޳ంڕ फ ఖۨऐ తంڴ సࡍए  ంటऱ a b࠼ߦ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ߘ ࡽ
వదभ కࣆۯ ݋फం޴, ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߖ ࢓ఈ ߰డ ࠭࠲ ݡ फࣃ ࠭ మࡍ࢐ ࠾ࡍ ఉతओ pa ߖफޒ pb 
ఆ ఉతओ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ  మనం wha  t ޴కం݄ అ޶ఎం ޴फంࣆࡍక࢒ధృ ߖఅ ޳ڒ సࠪనం ړफ 30ޒ
ओߩఇ ࡹ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭ ంۧ࠭, ఇకएߧ۫ ݡ డ ఈ సరళ ࡔఖߘ ۫࣋फ, సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం 
ఏࠫటం݄, ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ ఉం݄, సరళ ࡔఖ߯ ࠪڒ అۮ ߖపओ ంݟ, ఆ߯ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 2 x y y 
࢑భ܊ంచబݟం࠳  ޴న࣒ ޳छ తపओ ݡంࡓ ࡌ కएࡅ ఖࡔ ఈ ڴࡍసߖ  x ޶ఐ ޴ఇ ,࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕࡱ࢐ 
घࠫޛ ߘݡంࡓ న࣒࠳ న࣒࠳ ऒߖ޵ మనం ,ڴంచڵ࠙ ޜݡంࡓ న࣒࠳ ޴  సరࢁకృతం ࣋ۯफ , ఈ ࡔఖ ࡅకए  
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సࠬకరణం ࠳న࣒ 4 ړ సࠪనం ࠳న࣒ 4 ఇߩओ బܽद x yڒ సࠬకరణం ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړన࣒ 4࠳ ݡ x x 
ఇߩओ మనం తపओ ݡ వృతफం మధङ ࠾ࡍఖ మࡔ ߩࡏఈ ఎ ڴࡍసߖ  ఖండన ࡅకए  ఈ ࡓంࠉ ݡం࢓޶ల 
ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱߘ కھߘనړߖݞ ఈ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ఈ 
సࠬకరణం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴  సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఈ వృతफం ࡅకए  ఈ సࠬకరణం ఇߩओ  న࣒ y x࠳ ݡ
ࡎభ ޜన࣒ 4࠳ ߖ క మనం ఈߘసࠪనం క ړ4 फ ࣋ۯफ మన࠳ ڕన࣒ ఐ࠴ ޶తफం చޔరऴసం పऱ࣒ న࣒ y࠳  x x x 
ఏ࠴ ݡతफం చޔరऴసం ڷࡱߕ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖ޳ ంۨనࠚల ڕమన ݡ  మనం ۫డవ۪ऐ .
 ఉంࡹ ޴ చޔరऴڒࣃర సࠬకరణం ڒబܽद మనం ࡅకए छࡔ࢘ ݡంࡓ  ఈ x ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘవలࡱ࢑ ࡏ x 
ࡍఆڝ ల࢓޶ంࠉ ఖండన ݡంࡓ न݋ߝ లڕ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴, x 
సओ ڕబܽद మనڒ షदంڴ లࠚంࡅ ۯకए x x x ړ޶ఐ ߖ కం݄ మనం޶సࠪనం ఎం ړ޶వ ఐࡱ࢑ దܽ࠴ 
సࠪనంڴ ఉం۪࠭ޑ.
 ఎడమ ޒۯ ఎడమ ړޒۯ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఒక పࢲࡍए రం ఐړ޶ సࠪనం మ࠾ࡍ ఐړ޶ x x 
సࠪన࠳నߩओ ࡍఆڝ ݡ न݋ߝ ఒకܽڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇ࠼ߦ ޴ం݋ లࡹ ఒకܽ, ఇ޴ ఈ ࠼ߦం݋ మ࠾ࡍ మࡖకy 
పࢲࡍए రం  ఈ సࠬకరړߖހ ఏړݡ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఏړݡ సࠪనం అ࠼నߩओ ऒߕࣆ ఈ పదం ݡ  x x 
మ࠾ࡍ ఇڷࡱߕ ޴ అ࠼నߩओ కएࡅ ఖండన ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ఆ߯ ݡఏ ݡ  మࡖక ࠼ߦం݋ ఇߩओ  x yݡ
మనం ఈ ࡌ޷లࣆ ߘలభంڴ కھߘనవ۪ऐ  మ࠾ࡍ వర ठ࠮లం ప޺भ޴ࠫߖ వర ठ࠮లంڴ వࣆफం޴ p pb pa 
మ࠾ࡍ అ࠳ ݡ࠮ ޴ߝన࣒ ࠳న࣒ 2 ࣟࡽ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࡽࣟ ݀ న࣒࠳ ߤࢗ࣊  छ ࡛, ఇࠢ࠻ ޴ pb p 
కएࡅ  వర ठ࠮లంړࡹ ڴ వࣆफం޴ ఇߩओ కएࡅ ޴ࠫߖभ޺ప ݡ  వర ठ࠮లం  ࡓ ऱܿ ړࠢ࠻ సࠪనం అం݄ pb n 
࠭߯ओ ల ఉతओ ࠾ࡍమ ړߖ܉ߖ బܽदڒ సࠪనం ړ ړశ ݋ం࠼ߦ फ ఈޒ फړ సࠪనం అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ pa pb p 
ङߕఈ ఉప ࠭࠲ బܽदڒ ङߕఉప ࡍప޶త ړ࡯ప ߩంڵ࠭ ړߖࣃ సంڜ ࡹతफ అంߖࢡऒ  ऴߦరంࣃࠚफ ࠭.
एࡍస ݡంࡓ  ధనङ ڕࠬ ࡱ ݋ంܐరణ ܼం߄ࣃ ڕల ࡽ  ࡱ޳࢐
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