
 സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ നാലാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, അതിനാൽ കഴി؁ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു വരയും വൃ؋വും തأിലുت ബؖെുׯ؋റി്׺ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝിരുؗു, x, y 
അ؋ײിൽ ഒരു സർׯിൾ ഉ؇ാؗുׯ ഇന്റർെസപ്്ئ എ׹െന കണׯാׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ക؇ു.  
അു׺ത؇ിൽ ഒരു സർׯിൾ ഉ؇ാؗുׯ ഇന്റർെസപ് ുئകളും ഏെത׸ിലും അനിയْؓിതമായ 
േനർേരഖയിൽ ഒരു സർׯിൾ ഉ؇ാؗുׯ ഇന്റർെസപ് ുئം എ׹െന കെ؇؋ാം എؗതിെനുׯറിتു׺ 
ചില ْപശ് ന׹ൾ ഞ׹ൾ എടുׯാൻ േപാകുؗു , അതിനുേശഷം ഞ׹ൾ ഒരു പുതിയ ഉപവിഷയം 
ആരംഭിുׯം.  ഒരു നിحിത ബിؕുവിൽ ഒരു വൃ؋؋ിേലتുׯ ടാൻെജന്റ്, േനാർമൽ എؗിവയുെട 
സമവാകّം , അതിെന തുടർ്ؗ ഒരു വൃ؋വുമായി ബؖെؚ؂് ഒരു ബിؕുവിന്െറ ശװിയുെട നിർവചനം
ഉ؇ാകും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ْപٍ٠ം എടുׯാം , അതിനാൽ നأൾ കെ؇േ؋؇തു؇്  ഉ؍വ؋ിൽ 
നി്ؗ 3 യൂണി്ئ അകെലയുت അ؋ײിൽ ُ١ർശിؗുׯ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം , തുടർ്ؗ x 
വൃ؋؋ിന് നീള؋ിന്െറ അ؋ײിൽ ഏഴിന്െറ ര؇് മട്׹ വർ״മൂലമുت ഒരു തടشമു؇്, y 
അതിനാൽ അടു؋ ചതുരവും ചതുരവും ര؇് ؛സ് 2 ആകെ؂  വൃ؋؋ിന്െറ y gx fi pl  
െപാതുസമവാകّ؋ിെനാؚം 0 ന് തുലّമായ ഉ؍വرാന്؋ നി്ؗ 3 യൂണിുئകൾ അകെല us c  , 
വൃ؋ം അ؋ײിൽ ُ١ർശിുؗുׯ എ്ؗ പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ വൃ؋ം അ؋ײിൽ x x 
ُ١ർശിുؗുׯ എ്ؗ സൂചിؚി׺ിരിുؗുׯ അതിനാൽ ُ١ർശന׹ളിലൂെട ഞ׹ൾ അർ،മാؗുׯത് 
എ׸ിൽ  ഇതാണ് ഉ؍വം , ഇതാണ് ഇതാണ് അײം എؗാണ് നأൾ പറയാൻ ഉേؐശിؗുׯത്, x, y 
വൃ؋ം അײെ١ُ ؋ർശിؗുׯത് ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ യൂണിുئകളുت ഒരു ബിؕുവിലാണ്, x 
അതിനാൽ ഒരു സാഹചരّം വൃ؋ം ُ١ർശിؗുׯതാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് വൃ؋ം  ഇത് കൃതّം ഒരു 
ബിؕുവിൽ അ؋ײിൽ ُ١ർശിുؗുׯ, അതായത് മൂ്ؗ േകാമ പൂജّം, അതിനാൽ ഇത് സാധّമായ ഒരുxx 
േകസാണ്, അതിനാൽ ഇത് അടിرാനപരമായി സൂചിؚിؗുׯത് 3 േകാമ 0 യുെട ഈ േകസ് 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, മെئാരു േകസ് സർׯിൾ െന ُ١ർശിؗുׯതാകാം. ഈ മെئാരു ബിؕുവിെല x-
അײം ൈമനസ് ْതീ േകാമ പൂജّം, അത് അ؋ײിലും ഉ؇് , ഇത് ഇവിെട ഉ؍വرാന്؋ നി്ؗ മൂ്ؗ x 
യൂണിുئകളുെട അകല؋ിലാണ് , ഇതും ഇതും മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഉദാഹരണമായി ഈ േകസ്
എടു؋ാൽ പിെؗ  േബാ؂് കിടؗുׯ ഒേരെയാരു േപായിന്റ് വൃ؋؋ിെല അײം മൂ്ؗ േകാമ h , x 
പൂജّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം അ؋ײിെല ആ ബിؕുׯൾ ഏെതാെׯയാെണ്ؗ േനാׯാം , x 
ഈ വൃ؋؋ിലും കിടׯാൻ കഴിയുؗ അ؋ײിെല േപായിന്റുകൾ എെؓാെׯയാണ്, അതിനാൽ x 
നമു്ׯ അ؋ײിെല ഒരു ബിؕുവിെന ഈ േകാർഡിേനുئകൾ ഉപേയാഗി്׺ െപാതുെവ സൂചിؚിׯാൻ x 
കഴിയും േകാർഡിേന്ئ പൂജّമാണ് , ഈ ബിؕുׯൾ ഏെതാെׯയാെണ്ؗ േനാׯാം അെ׸بിൽ ഈ y 
വൃ؋؋ിൽ ഒരു േപായിന്റിന്െറ മൂലّ׹ൾ ഏെതാെׯയാെണ്ؗ  േനാׯാം.  നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഈ 
സമവാകّമാണ് , വൃ؋ം അ؋ײിൽ കൃതّം ഒരു ബിؕുവിൽ ُ١ർശിؗുׯതിനാൽ അതിനർ،ം x 
ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന് ര؇് േവരുകളുെ؇׸ിലും െപാതുെവ അടിرാനപരമായി യുെട a 
ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹ൾ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുു؋ം എؗാൽ പിؗീട് ആ ര؇് മൂലّ׹ളും 
അടിرാനപരമായി അു׺ത؇ിെല ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകളുമായി െപാരു؋െؚടും, അത് ഈ x 
സർׯിളിൽ കിടുؗുׯ, എؗാൽ ഈ ْപٍ؋٠ിൽ വൃ؋ം അ؋ײിൽ ُ١ർശിؗുׯത് കൃതّമായി x 
ഒരു ബിؕുവിൽ ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം  ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ മൂؗിന് തുലّമായിരിׯണം , ഈ ts 
കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന്െറ വിേവചനം പൂജّമാെണ׸ിൽ മാْതേമ അത് സാധّമാകൂ, ഇത് ചതുരം g 

ന് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, കാരണം ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ മൂലമാണ് മൂؗിന് c 
തുലّമായതിനാൽ ഇത് എേؚാൾ തൃلിٝെؚടു؋ണം നأൾ ഇവിെട മൂؗിന് തുലّം ഇടുؗു, അതിനാൽ 
നأൾ മൂؗിന് തുലّമായാൽ നമു്ׯ ഒآത് ؛സ് 6 ْഗാം ؛സ് സി തുലّം 0 ലഭിുׯം, പേײ സി ജി 
സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ 9 ؛സ് 6 ْഗാം ؛സ് ജി സ്കٔയർ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത്  മെئാؗുമب, 
ഇത് ഇടത് വശമാണ് ؛സ് ْതീ സൂآർ؉ ചതുരം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് എؗത് ൈമനസ് g g 
മൂؗിന് തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ , അതിനാൽ എؗത് സ്കٔയർ എؗത് ഒآതിന് c g c 
തുലّമായതിനാൽ അേത വൃ؋؋ിന്െറ തടشം എؗും പറയെؚടുؗു. അ؋ײിൽ ര؇് തവണ റൂ؂് y 
ഏഴ് യൂണിുئകൾ നീളമു؇്, ഇേؚാൾ മുآെ؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ , അ؋ײിെല ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ y 
ഇന്റർെസപ് ئിന്െറ നീളം ഈ സമവാകّം എഫ് സ് കٔയറിന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്ׯ ര؇ിന് തുലّമാണ് 
എ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ക؇ു.  ൈമനസ് ഒآത് കാരണം മുآെ؋ വരിയിൽ എؗത് ഒآതിന് w  e c 
തുലّമാെണ്ؗ ഇേؚാൾ ക؇ു , ഇത് ഇവിെട നി്ؗ ര؇് തവണ റൂ؂് ഏഴ് ആയി നൽകിയിരിുؗുׯ, അത് 
പിؓുടരുؗത് ؛സ് ൈമനസ് നാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് വّതُّ ٝസർׯിളുകൾ f 
ലഭിുؗുׯ . ഈ ബിؕുവിൽ അ؋ײിൽ വൃ؋ം മൂ്ؗ പൂജّെ١ُ ؋ർശിുؗുׯ , അതും വളെര x 
സٔാഭാവികമാണ്, അതിനാൽ ആദّെ؋ സർׯിൾ ഒ്ؗ യുെട മൂലّവുമായി െപാരു؋െؚടുؗു, c g 
അത് ൈമനസ് മൂ്ؗ ആയിരുؗു  മൂ്ؗ േകാമ േഫാർ ഈ േപായിന്റ ്ആണ് , നി׹ൾ വൃ؋ം വര׺ാൽ 
അത് ഇതുേപാെലയാകും, അതിനാൽ ഇതാണ് സർׯിൾ ഒ്ؗ , കൂടാെത എടുؗുׯതിന് പകരം c f 
ൈമനസ് േഫാർ എടുؗുׯതിന് പകരം എടു؋ാൽ ؛സിന് തുലّമാണ്.  നാല് , നി׹ൾ ؛സ് നാലിന് f 
തുലّമായ എഫ് എടു؋ാൽ ഞ׹ൾ്ׯ മെئാരു പരിഹാരം ലഭിുׯം   േപായി ആയി  ൈമനസ് ْതീ േകാമ 
പൂജّം ഉപേയാഗി׺ാണ് ആരംഭി׺െത׸ിൽ , വൃ؋െ١ُ ؋ർശിؗുׯ അു׺ത؇ിൽ, നമു്ׯ വീ؇ും x 
ര؇് സർׯിളുകൾ ലഭിുׯം, ഒ്ؗ ഇവിെടയും മെئാ്ؗ ഇതുേപാെലയും ആകും, അതിനാൽ 
െമാ؋؋ിൽ നാല് സർׯിളുകൾ നാല് സാധّമായ സർׯിളുകൾ ഉ؇ാകും  േചാദّ؋ിെല ഈ ര؇് 
വّവرകൾ പാലിׯാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ മ്ئ ര؇് സർׯിളുകളും ഇവിെട വരയ്ുׯം, 
മെئാ്ؗ ആകും, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും  ഉ؍വ؋ിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ യൂണി്ئ അകെല അ؋ײിൽ x 
ُ١ർശിؗുׯ മ്ئ ര؇് സർׯിളുകളാണ്.  അײം 2 മട്׹ റൂ؂് 7 ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ y 
ഇന്റർെസപ്്ئ കാണി׺ിب, പേײ അത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب , ഈ അײം മുകളിേല്ׯ y 
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നീ؂ണം, തുടർ്ؗ നأൾ ഈ വൃ؋ം ഒ്ؗ വര׺ാൽ പൂർ؉മായും ഇതുേപാെല ഒ്ؗ കാണും കൂടാെത c 
ഈ ഒ്ؗ അײെ؋ ര؇് േപായിന്റിൽ വിഭജിׯാൻ േപാകുؗു, നി׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാൻ c y 
കഴിയുؗ ഈ ൈദർഘّം ഏഴിന്െറ ര؇് ഇര؂ി സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമായിരിുׯം , മ്ئ മൂ്ؗ 
സർׯിളുകളുെട ഇന്റർെസപ്ുئകളും സമാനമായിരിുׯം  അവസാനെ؋ ْപഭാഷണം ര؇് 
അ؋ײിലും ഒരു വൃ؋ം ഉ؇ാׯിയ ഇന്റർെസപ്്ئ കെ؇ؗു؋തിനുت സൂْതവാകّം ഞ׹ൾ 
ഉരു؋ിരി؁ു, എؗാൽ ഇനിؚറയുؗ േചാദّം ഞ׹േളാട് േചാദി׺ാൽ എؓുെചുإം അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു വൃ؋ം നൽകുകയും ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു േനർേരഖയും നൽകുകയും ഞ׹േളാട് ഇത് 
കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚടുകയും െചുإം ഈ ൈദർഘّെ؋ ഈ േനർേരഖയിൽ ഈ വൃ؋ം നിർأി׺ 
ഇന്റർെസപ്്ئ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അ؋ര؋ിലുت െപാതുവായ 
സൂْതവാകّ׹െളാؗും ഉരു؋ിരി؁ിب , പേײ 
അ׹െന െചؗുإത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب , ഇതാണ് ഈ അടു؋ ْപٍ؋٠ിലൂെട ഞ׹ൾ 
വിശദീകരിؗുׯത്.  നമു്ׯ മെئാരു ْപശ് നം എടുׯാം ഒ്ؗ ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു l 
േനർേരഖയാണ് , ര؇് ഈ േനർേരഖയാണ് ؛സ് ഒؗുകൂടി തുലّമാണ് , ഈ വൃ؋ം ഉ؇ാׯിയ l x y 
ഇന്റർെസപ് ുئകൾ അതിന്െറ ര؇് േനർേരഖകളിലും തുലّമാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു.  ഒേര നീളം 
അതിനാൽ നീളം നീളം ഒരു ഇടേവളയുെട നീളം തുലّമാണ് പിെؗ അത് േചാദിുؗുׯ, കാരണം ആദّ l 
വരി ഒؗിന്െറ സമവാകّം നൽകാ؋തിനാൽ ഈ നാല് സമവാകّ׹ളിൽ ഏതാണ് എ്ؗ l 
േചാദിുؗുׯ എؗത് വ؉ിന്െറ സമവാകّമാകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം ഇന്റർെസപ്ئിന്െറ ons l 
മൂലّം കെ؇؋ാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ വൃ؋മു؇് , നമു്ׯ ഒരു േനർേരഖ ര؇് ഉ؇്, അതിന്െറ l 
സമവാകّം ؛സ് ഒؗിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഇത് എവിെടയാണ്  വരയ്ുׯക, അേؚാൾ ഇതാണ് x y 
ഉ؍വം , വّװമായും ഈ േനർേരഖയാണ് നീല നിറ؋ിലും വൃ؋؋ിലും വര׺ിരിؗുׯത് നأൾ 
കാണുകയാെണ׸ിൽ വൃ؋؋ിന് ൽ പകുതിയും ൽ ൈമനസ് ْതീ ൈബ ടുവിന് തുലّവും x- y-
വൃ؋؋ിന്െറ ആരം 
അ׹െനയാണ്  ഈ വൃ؋ം ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗത് നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും , അതിനാൽ 
അടിرാനപരമായി 5 ന്െറ 2 ന്െറ വർ״മൂലമുت ഈ ദൂരം ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ആരമായിരിുׯം, 
അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ഏകേദശം വര׺ി؂ു؇് , നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയുؗത് േപാെല ഈ വൃ؋ം 
േനർേരഖെയ വിഭജിുؗുׯ ര؇് ര؇് േപായിന്റുകളിൽ ര؇് , ഈ വരിയിൽ ഈ സർׯിൾ ഉ؇ാׯിയ l 
ഇന്റർെസപ് ئിന്െറ ൈദർഘّം ഇതാണ് ര؇്, അതിനാൽ ഈ ൈദർഘّം എ׹െന കെ؇؋ാം l 
എؗതാണ് ഇേؚാൾ േചാദّം, അതിനാൽ വّװമായും ഈ ര؇് കവല േപായിന്റുകളും ഇേؚാൾ ഏത് 
േപായിന്റിലും കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ലളിതമായ രീതി. ഈ േനർേരഖയിൽ ഇത് തൃلിٝെؚടു؋ാൻ 
േപാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ് േകാമ ഉെ؇׸ിൽ, ഈ ഉം ഉം ഈ സമവാകّം x y x y 
തൃلിٝെؚടു؋ണം, കാരണം ഈ േപായിന്റ് ഈ േനർേരഖയിലാണ്, അതിനാൽ െപാതുവായി 
എؓായാലും ഇവിെട നി്ؗ നأൾ ആെണ്ؗ കാണുؗു. ഒരു ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ y x 
േനർേരഖയിെല ഏത് െപാതു േപായിന്റും േകാർഡിേനുئകൾ നൽകും േകാർഡിേന്ئ ആണ്, xn x x y 
േകാർഡിേന്ئ ഒരു ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ ര؇് േകാർഡിേനുئകളും േചർ؋ാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ x 
ലഭിുׯം അതിനാൽ ഇതിന്െറ എبാ േപായിന്റുകളും ൈട്ؚ അടിرാനപരമായി ഈ േനർേരഖയിലാണ് 
, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ സർׯിളിൽ കിടؗുׯ അ؋രം േപായിന്റുകൾׯായി തിരയുؗു, കാരണം ഈ 
കവല ബിؕുׯൾ കെ؇ؗു؋തിൽ ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്, അതിനാൽ കവല േപായിന്റുകൾ 
ര؇ും ഉت േപായിന്റുകളായിരിുׯം. േനർേരഖയിലും വൃ؋؋ിലും അതിനാൽ േനർേരഖയിലുتതും 
വൃ؋؋ിലുتതുമായ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്ഈ സമവാകّെ1  ؋ ൈമനസ് ന് തുലّമായ x y 
െകാ؇് തൃلിٝെؚടു؋ണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ സമവാകّം ഞ׹ൾ എഴുതുؗു. സ്കٔയർ x 
 ിന് x x x؋ി ഒരു ൈമനസ് പൂജّׯസ് ْതീ ആ؛ സ് വൺ ൈമനസ് ഫുൾ സ്കٔയർ ൈമനസ്؛
തുലّമാണ് , നി׹ൾ ഇത് ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ചതുരം ൈമനസ് മൂ്ؗ ؛സ് ര؇് പൂജّ؋ിന് x x 
തുലّമാണ് , അതായത് ഒേؗാ രേ؇ാ ആെണؗും അടിرാനപരമായി എؗതിന് സമാനമാണ് x ah 
വിഭജന؋ിന്െറ ര؇് േപായിന്റുകൾ അതിനാൽ ഒؗായിരിുׯേآാൾ േകാർഡിേന്ئ x y 
പൂജّമായിരിുׯം, അതിനാൽ വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റുകളിെലാ്ؗ ഒരു േകാമ പൂജّമായിരിുׯം, 
അതിനാൽ ഒؗിന് തുലّമായി എടുؗുׯതിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ഈ കٔാْഡാئിക് x 
പരിഹരിؗുׯതിലൂെട നമു്ׯ ലഭിു׺  സമവാകّവും ന്െറ മ്ئ സാധّമായ മൂലّവും ര؇ാണ്, എؗാൽ x 
അേؚാൾ േപായിന്റ ്ര؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് ആയിരിുׯം, അതിനാൽ മെئാരു കവല ബിؕുവിന്െറ n 
േകാർഡിേന്ئ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ കവലയുെട ര؇് n 
േപായിന്റുകളും ഉتതിനാൽ ഇതിന്െറ നീളം  ഇന്റർെസപ്്ئ വളെര എളുؚ؋ിൽ ര؇ിന്െറ 
വർ״മൂലമാെണ്ؗ കാണാം , തുടർ്ؗ േചാദّ؋ിന്െറ ര؇ാം ഭാഗേׯ്؋ വരുേآാൾ , ഉ؍വ؋ിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗ മെئാരു േനർേരഖ ഉെ؇്ؗ പറയുؗു, അതിനാൽ മെئാരു േനർേരഖയു؇് ഏത് l 1 pa  
ഒറിജിനിലൂെട അതിനാൽ ഇത് ഇതുേപാെലയായിരിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ഉ؍വ؋ിലൂെട sses, 
കടؗുേപാകുؗ മെئാരു േനർേരഖയാണ് ഈ േനർേരഖയും വൃ؋؋ിൽ ഒരു തടشം l , 
സൃذിുؗുׯെവؗും ഇന്റർെസപ്ئിന്െറ ൈദർഘّം നൽകണെമؗും പറയെؚടുؗു.  ഈ േരഖ 
ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗതിനാൽ , ഈ േരഖയുെട െപാതുസമവാകّം യ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, y 
ഇവിെട ഈ േരഖയുെട ചരിവും തുടർ്ؗ  എൽ ര؇് എؗ വരിയ് ׯായി ഞ׹ൾ െചയ് തു, ഈ m 
േരഖയുെട വിഭജന േപായിന്റുകളും ഒരു േജാലി എളുؚമുت സർׯിളുമായി ഞ׹ൾ 
കെ؇േ؋؇തു؇്, കാരണം ഉദ്ഭവം വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റുകളിൽ ഒؗാെണ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ 
ഇതിനകം തെؗ അറിയാം, കാരണം േനർേരഖയും  വൃ؋ം ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗു , തുടർ്ؗ 
നമു്ׯ വിഭജന ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖയിെല
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ഏത് ബിؕുവും േകാമ എؗ തര؋ിലായിരിുׯം, കാരണം േകാർഡിന  എؗത് x mx y te x 
േകാർഡിേനئിന്െറ മട׹ാണ്, അ؋ര؋ിലുت ഏെത׸ിലും ബിؕു ഈ m 
വൃ؋؋ിലായിരിׯണെമ׸ിൽ , വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ന് തുലّമായ െകാ؇് mx y 
തൃلിٝെؚടണം, അതായത് ന് തുലّം നൽകിയാൽ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ര؇് y ms 
മൂലّ׹ളു؇്  ഈ ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّം തൃلിٝെؚടുു؋കയും ആ ര؇് മൂലّ׹ൾ x 
അടിرാനപരമായി ْപതികരിുׯകയും െചുإം , അതിനാൽ ര؇് േവരുകൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, x x
ഒരു ൈമനസ് മൂ്ؗ നും ഒ്ؗ ؛സ് ചതുര؋ിനും തുലّമാണ്, അതിനാൽ പരിഹാരം പൂജّ؋ിന് m m x 
തുലّമാണ് േപായിന്റ ്പൂജّം േകാമ പൂജّം , കവലയുെട കവല േപായിന്റ് പൂജّം േകാമ പൂജّം 
എؗിവയും ഒരു ൈമനസ് മൂ്ؗ മീئറിൽ ഒരു ؛സ് മീ ചതുരവും ഈ മെئാരു കവല ബിؕുവിേനാട് x 
േയാജിുؗുׯ, അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ആയിരിുׯം ഇേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് േപായിന്റുകളുെടയും 
േകാർഡിേനുئകൾ ലഭിു׺  കവല അതിനാൽ ന് തുലّമായ ഒ്ؗ , ഉ؍വرാനു؋ം ഈ മെئാരു mx y 
േപായിന്റിലും വൃ؋െ؋ വിഭജിുؗുׯ , അതിനാൽ ഇന്റർെസപ് ئിന്െറ നീളം നിർأി׺ t 
ഇന്റർെസപ് ئിന്െറ നീളമായിരിുׯം. സർׯിളിെല ഒ്ؗ എؗ േരഖ ഈ ര؇് c l 
േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂരമായിരിുׯം , ഇത് െല ൈലൻ ര؇് ഉ؇ാׯിയ വിഭജന؋ിന് c- l 
തുലّമായിരിׯണം, അത് ര؇ിന്െറ വർ״മൂലമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ സമവാകّം വർ״മൂലമാണ്.  
ര؇ിൽ രെ؇؉ം ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂര؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, ഇത് 
ലളിതമാുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ യഥാർ،؋ിൽ ന്െറ ര؇് വّതُّ ٝമൂലّ׹ളു؇് m 

ഒؗിന്െറ ഇന്റർെസപ്്ئ ര؇ിന്െറ വർ״മൂലമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ ഒേؗാ ൈമനസ്l m 
ഒേؗാ ആണ്.  ഏഴ് ْപകാരം ഒ്ؗ ന് തുലّമായ ആയിരിׯാം ന്െറ സമവാകّം ആകാം l x y l 
അെ׸بിൽ ഈ ര؇് േനർേരഖകൾുׯം സർׯിളിൽ ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ ഒേര തടشം 
ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ സാധّമായ എبാ േചായിസുകളിൽ നിؗും നമു്ׯ കാണാം, അേؚാൾ നമു്ׯ 
ആ േചായ് സ് കാണാം ഈ യ്്ׯ തുലّമാണ് ഒ്ؗ ര؇് എؗത് ന് തുലّമായ േനർേരഖേയാട് b y x sb x 
േയാജിുؗുׯ , ഇത് ഞ׹ൾ കെ؇؋ിയ സാധّതകളിൽ ഒؗാണ്, കൂടാെത േചാᅃ٧ ് ഞ׹ൾ c 
കെ؇؋ിയ മ്ئ സാധّതയുമായി െപാരു؋െؚടുؗു, അതിനാൽ അടു؋തായി നമു്ׯ സമവാകّം 
കെ؇؋ാം  ഒരു നിحിത ബിؕുവിൽ ഒരു വൃ؋؋ിേലتുׯ ടാൻെജന്റ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ 
വൃ؋ം ഉെ؇്ؗ കരുതുക , ഒ്ؗ േകാർഡിേനുئകളുت ഒരു ബിؕുവിൽ വൃ؋؋ിേലتുׯ x one y 
ടാൻജന്റിന്െറ സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ വൃ؋ം ഇവിെട 
ൈമനസ് ൈമനസ് ആയി േകْؕീകരി׺ിരിുؗുׯ. അേؚാൾ നമു്ׯ സർׯിളിൽ g f x one y one 
േകാർഡിേനുئകളുت ഒരു  േപായിന്റ് ഉ؇്, ഈ േപായിന്റിെല വൃ؋؋ിന്െറ ടാൻെജന്റായ p 
േനർേരഖയുെട സമവാകّം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ അതിനാൽ ഇതാണ് ടാൻെജന്റ് , p 
ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ ഈ ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّം ഇേؚാൾ േനടുക, നമു്ׯ ഈ ടാൻെജന്റിൽ ഒരു
േപായിന്റ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക , തുടർ്ؗ ടാൻെജന്റിന്െറ ചരിവ് ൈമനസ് ആണ്, ൈമനസ് xy y y x x 
ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ േരഖയുെട ചരിവ് ഈ േപായിന്റ ്വൃ؋؋ിന്െറ മധّ؋ിേല്ׯ േചരുؗു.  ഈ p 
േരഖയുെട ചരിവ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് എഫ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ്, y x g 
ഇത് െന െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് േരഖയുെട y one plus f x one plus g 
ചരിവ്, ഈ ഓؚിന്െറ ചരിവ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ അറിയാം സർׯിളിെല ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്p 90 
ആുؗുׯ ആ േപായിന്റ ് വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗേׯ്؋ േചരുؗ ൈലൻ െസഗ് െമന്റുت ഡിْഗികൾ p 
അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ഈ ൈലൻ ഓؚും ടാൻെജന്റും പരُ١രം ലംബമാണ് , അതിനാൽ ഈ 
ൈലൻ ഓപ് ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന്െറ ചരിവുകളുെടയും ടാൻെജന്റിന്െറയും ഗുണനഫലം ൈമനസ് ഒ്ؗ
ആയിരിׯണം. സ് പർശക സമയ؋ിന്െറ ചരിവ് ലിേനാ യുെട ചരിവ് ൈമനസ് ഒؗാണ്, ഇത് p 
സൂചിؚിؗുׯത് അൽؚം ലളിതവൽׯരണം നമു്ׯ നൽകുؗു, എؗാൽ എؗ ബിؕു വൃ؋؋ിൽ p 
 ിന്െറ സമവാകّവും p؋؋കൾ വൃുئതിനാൽ ഈ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനؗുإിതി െചر
തൃلിٝെؚടു؋ണം. അതിനാൽ ഇത് ശരിയായിരിׯണം അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി നമു്ׯ 
ടാൻെജന്റിന്െറ സമവാകّ؋ിൽ ഈ വലത് വശെ؋ ഈ അളവ് ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിׯാം , 
അതിനാൽ നമു്١ُ ׯർശന؋ിന്െറ സമവാകّം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ലളിതമാׯാൻ കഴിയും, 
അതിനാൽ ഇതാണ് ُ١ർശന؋ിന്െറ സമവാകّം െപാതുവായ സമവാകّം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ x y 
ിന് തുലّമാണ്, അതായത് p x؋സ് സി എؗത് എؗ ബിؕുവിൽ പൂജّ؛ സ് ടു എഫ്ഐ؛ ٧്عസ് ടു ജിഎ؛
ഒ്ؗ ഒ്ؗ, y 
അ׹െന നأൾ ഉരു؋ിരി؁ത് േപാെല തؗിരിؗുׯ ബിؕുവിെല ഒരു വൃ؋؋ിേലتുׯ ടാൻജന്റ്
സമവാകّം വൃ؋؋ിെല ഒരു ബിؕുവിൽ നൽകിയിരിؗുׯ ഒരു സർׯിളിൽ നി്ؗ േനാർമലിന്െറ p 
സമവാകّം ലഭിؗുׯത് ഞ׹ൾ കെ؇ുؗു؋,  അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ വൃ؋ം ഉെ؇ؗും ഇതാണ് 
േകْؕമാെണؗും നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ് ഉെ؇ؗും കരുതുക.  ചുئളവ് അതിനാൽ ഈ ബിؕുവിേല്ׯ p 
േകْؕേ؋ാട് േചരുؗ േരഖയാണ് സാധാരണ നൽകുؗത് ഈ വരിയാണ് അതിനാൽ ഇേؚാൾ ലّײം p 
നമു്ׯ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം നൽകിയാൽ , ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ നൽകിയാൽ p
 വൃ؋؋ിന്െറ ചുئളവ് അേؚാൾ ലّײം ഈ േനാർമലിന്െറ സമവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ്, 
അതിനാൽ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് ൈമനസ് എഫിെല േകْؕേ؋ാെടാؚമാെണ്ؗ g 
കരുതുക, കൂടാെത ര؇് ര؇് േകാർഡിേനുئകളുت ഒരു േപായിന്റ ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക. x y p 
സർׯിളിന്െറ ചുئളവിൽ ഉتത്, ഈ സാധാരണ േരഖയുെട സമവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് 
ഞ׹ളുെട ലّײം അെ׸بിൽ അؗെ؋ സമവാകّ؋ിന്െറ സമവാകّം, തؗിരിؗുׯ േപായിന്റിെല
വൃ؋؋ിേലتുׯ േനാർമലിന്െറ സമവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ഞ׹ളുെട ലّײം ഇേؚാൾ p 
അത് ആണ്  യിെല സാധാരണ ചരിവിന്െറ ചരിവ് ര؇് ൈമനസ് ൈമനസ് െയ ര؇് cle ar , p y f x 
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ൈമനസ് ൈമനസ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ മെئാരു േപായിന്റ് ഉ؇്, ഈ g 
സാധാരണയിൽ എെؓ׸ിലും െപാതുവായ േപായിന്റ് ഉെ؇്ؗ പറയുക തുടർ്ؗ ചരിവ് അെ׸بിൽ xy 
നമു്ׯ ഉെ؇്ؗ കരുതുക.  ഈ േപായിന്റ് ഇത് ഈ സാധാരണ േരഖയിെല ഏെത׸ിലും െപാതു 
ബിؕുവാണ്, ഈ ചരിവും സാധാരണ േരഖയിെല ഏെത׸ിലും ബിؕുവിനും സർׯിളിന്െറ 
മധّഭാഗ؋ിനും ഇടയിലുت േരഖാ െസഗ് െമന്റിന്െറ ചരിവിന് തുലّമായിരിׯണം , അതിനാൽ 
േകْؕ؋ിനും േപായിന്റിനും ഇടയിലുت േരഖയുെട ഈ ചരിവ് ഈ സാധാരണ േരഖയിെല p 
ഏെത׸ിലും ബിؕുവിനുമിടയിലുت േരഖയുെട ചരിവിന് തുലّമായിരിׯണം, നമു്ׯ ഉം q 
വൃ؋؋ിന്െറ മധّവും എ്ؗ പറയാം , കാരണം ഈ ര؇് വരികളും അടിرാനപരമായി ഒേര 
േരഖയാണ് , അതിനാൽ ഇത് ചരിവിന് തുലّമായിരിׯണം.  ൈമനസ് ൈമനസ് എഫ്-ന് േമൽ x y 
ൈമനസ് ൈമനസ് എഫ്- ന് തുലّമാണ് എؗ േരഖാ െസഗ് െമന്റ് , അത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯിയാൽ o oq 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് അതാണ് , അതായത് എؗ ബിؕുവിലുت സർׯിളിേലتുׯ േനാർമലിന്െറ p 
സമവാകّമാണിത്.  തؗിരിؗുׯ ഒരു ബിؕുവിൽ നി്ؗ തؗിരിؗുׯ വൃ؋؋ിേല്ׯ 
ُ١ർശന؋ിന്െറ നീളം മാുئക,  അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇്ؗ പറയാം , അതിന്െറ 
സമവാകّം ഇതാണ്, ഇത് സർׯിളിന്െറ േകْؕമാണ്, കൂടാെത ഒ്ؗ ഒ്ؗ േകാർഡിേനുئകളുت ഒരു x y 
േപായിന്റ് നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക. അേؚാൾ ഞ׹േളാട് ഈ ടാൻെജന്റ് ന്െറ നീളം p pt 
കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚടുؗു, അതിനാൽ ഈ ൈദർഘّം ഈ േപായിന്റിൽ ഈ സർׯിളിേലتുׯ pt 
ഒരു ُ١ർശനമാണ് അതിനാൽ വّװമായി ഇത് 90 ഡിْഗിയാണ് , ഈ േപായിന്റ് കെ؇؋ാൻ t 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, ഈ നീളം കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. തؗിരിؗുׯ 
വൃ؋؋ിന്െറ ആരമാണ് ഈ ൈദർഘّം ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം , അത് സ്കٔയർ ؛സ് ആണ്,ot g 
അത് സ്കٔയർ ؛സ് എഫ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ന്െറ വർ״മൂലമാണ് , ഈ ദൂരം കണׯാׯാം , ഈ g c 
പദْപേയാഗ؋ിന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ് ഇത് നൽകുؗത്. വ؉ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന്െറ റൂ؂്, ops x x x 
വൺ ؛സ് പൂർ؉ ചതുരവും ؛സ് പൂർ؉ ചതുരവും , ഒരു വലത് േകാണ g y one f opt 
ْതിേകാണമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ മനشിലാുؗുׯ, അതിനാൽ ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ op 
സ്കٔയർ സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ മനشിലാുؗുׯ. സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒടി Ot pt op 
സ്കٔയറിൻെറ കٔാൽസ് വർ״മൂലّം ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ചതുരം p x 
ഒ്ؗ ؛സ് പൂർ؉ ചതുരവും ഒ്ؗ കൂടി പൂർ؉ ചതുരവും സ്കٔയർ ആയ േറഡിയസിന്െറ g y f Ot d 
വർ״വുമാണ്.  സ്കٔയർ ؛സ് എഫ് സ്കٔയർ ൈമനസ് സി 
അ׹െന അവസാനം ഇത് ഒരു തؗിരിؗുׯ േപായിന്റ് മുതൽ ഈ സർׯിളിേലتുׯ ടാൻജന്റ് p pt 
യുെട നീള؋ിന്െറ പദْപേയാഗമാണ്, ഇതിന്െറ സമവാകّം ഇതാണ്, ഇവിെട നമു്ׯ സാധാരണയായി 
സമവാകّ؋ിന്െറ വൃ؋ം നൽകും  ഈ വൃ؋؋ിന്െറ വൃ؋ം നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ 
ഗുണക׹ൾ എؗിവ അതുേപാെല തെؗ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ gf, c p 
അറിയെؚടും , അവയും അറിയെؚടും, തുടർ്ؗ ഈ ടാൻെജന്റിന്െറ നീളം കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚടും. 
ഈ സൂْതവാകّം ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇവെയبാം ഒ്ؗ അറിയാവുؗതും x one y gf 
ഉം ഉം അറിയെؚടുؗതും അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു വൃ؋വുമായി ബؖെؚ؂് ഒരു ബിؕുവിന്െറ c 
ശװി എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിർവചിുׯം കൂടാെത ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുإം എസ്  ഓം ْപശ് ന׹ൾ ഒരു 
നിحിത േപായിന്റിെല ഒരു സർׯിളിേലتുׯ ടാൻെജന്റുമായി ബؖെؚ؂ ചില ْപശ് ന׹ൾ 
പരിഹരിുؗുׯ , കൂടാെത സർׯിളിെല ഒരു നിحിത േപായിന്റിെല ഒരു സർׯിളിന് സാധാരണയും 
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