
  ۨవࡍ ఉపߕङ సంࡹ సࡍए ङߕడవ ఉప࠮ ల߯ ࡽ छࣃ ړߖࣃ గతం, ఈ ఉపߕङ సంࡹ 
ఒక ࠼ߦం݋ సࡍए రߖ ޾ࡶ ޾ఉం ࡹ ࡽ प࠼ంۯ పదमڵ࠭ ࠭࠲ ޜޒంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ 
࠭ంࡿࢗ ڕ޶फ ࠭ మ࠾ࡍ ఇۨऐ న పంړ फߖ ఎ࡮ కھߘనవ۲ऐ भ޳۫  ం.
 మ࠾ࡍ ఇవछ బݟన వృతफం కࣆࡱफం޴ మ࠾ࡍ అࡓ ࢑ం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ ޳ࡶ ఒక ࠉం࢓޶ వదभ కࣃࡱफ  ࠻
फࣃࡱక ڴ࢑ధం ښఒ అ࢑ ޳ࡶ फࣃࡱక ڴ࢑ధం ښఒ అ࢑ ޳ࡶ ࠻ ऒߖڜ ޳ࡶ ࠻  సమసङ లࡓ ڴܿߦ ޜంݡ 
అࣿల߯ సࡍए కएࡅ ࡽ  అంతߖ࠻ࡌऒ  ఎ࡮ క޳۫ ࡹߕھߘभ ం మ࠾ࡍ ఈ ఉపߕङ సంࡹ మనڕ సమయం 
ఉం݄ ࠭࠲ ܼంܐంࡅ ݋కए  సࠬకరߖހऒ  కߝھߘ పదमݞږ ߖޒ కవ࡛ ࣃۯफ ࠭ మ࠾ࡍ ఒక ࡍߖ भషद ࠼ߦం݋ 
వదभ ఒక సࡍए ङߕబܽद గత ఉపڒ ޴న࠳రణ߄ࣃ ڕ ࡽ సంࡹ మనం ࠭ڵంۨన ࡍڷ ߖ޳ంۨ ڜంۮం ߩనశऐ రణ 
फࣃۯ సࠬకరణం ࣋ए ߖ޳ వృతफం ఉం݄ ڕబܽद మనڒ , ࠭ छ ࡛ అߖ అڕߘం޳ం.c x 
  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  फޑఒక వృ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ऒߖ రछߖ  ۨంۨందڕࠪ ߖy gx fy c 
 బܽदڒ ࣆࡱޘ
ए࣋ ࠾ࡍంऴదం మښ న࣒ వదभ࠳ న࣒࠳ छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪన࠳న ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ g f g r f 
࣋ए छ ओߩన࣒ ఇ࠳ ࡛ ఇవछ ݋ం࠼ߦ ఒక ڕమన ࡹమڵభం ݡ బݟంڝ ߖ޵ ,޴ఆࡍ नࡱ ݋ߝ మ࠾ࡍ c sup  p a b
ఈ వృతफం ࡹపల ఈ ࠉంࡹ࢓޶ ఉం޳ࡶ ޳ బయట పޔݡం޳ࡶ ޳ ఈ వృతफం ࡅకए  ۪ दܿڜలత߯ సڴࡍठ 
ङ܉ ओߩఇ ޴ߝఅ ࡯࠻ۯ ڥߖత ࡮ఉం݄ ఎ ڴయంޓࠫ ऴపశऒ ݡ .
ఇకए ࠭࠲   డ ఈ ࠒమघ फࣃ۫ ߘ పల ఉనऒࡱࢗ వృతफం ݋ం࠼ߦ ,࠭ టऱޙ࠼, ఈ ࠼ߦం݋ మ࠾ࡍ p p 
వృతफం మధङ రం మధङ޷   ޴రం ఉంܿం޷ 
కएࡅ రం  వృతफం޷ బܽद ఈڒ  ࢐ङ రࣃ बం కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ.
ంऴదం మధङښ ࠾ࡍమ ࢓޶ంࠉ ఈ ,޴పల ఉంܿంࡹ ࢓޶ంࠉ   కएࡅ రం వృతफం޷   ࢐ङ రࣃ बం కం݄ తڕए వڴ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠉం࢓޶ మښ ࠾ࡍంऴదం మధङ రం ఖۨऐ޷  తంڴ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ बࡌࣃ  ڴసࠪనం ړߖ
ఉం݄, అ޴ సओ షदంڴ ఈ ࠉం࢓޶ p.
  వృతफం ۪ दܿڜలత߯ ڒబܽद మనం ఈ ࢑ధంڴ కڝߘए గలం ڒబܽद మనం ࡯࠻ۯझ ంద࡮ऱ  ఈ ߖࡌ޷ऒ  
కھߘనడం ڒబܽद అ࠳ ޴ߝన࣒ ࡅకए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ࠳న࣒ ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  op op g g  ࠫߖ 
ओߩబܽद ఇڒ రऴసం సࠪనంޔతफం చ࠴ ࠉ న࣒࠳ ڕࠪ एڕకం݄ త ޴ߝమనం అ ݡ వڴ ఉం݄, f op r 
ఈ సࡍए एڕకం݄ ఎ ߖఅ ޴పల ఉంܿంࡹ ࡽ వ ఉనऒ టऱޙ࠼ అ޴ వృతफం ࡱࢗపల ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ p r p op
సࠪనంڴ ఉం݄ అ޴ అߘసࣆࡍफం޴.
 ݟంߘ ݭ࠼పܽ సऱߘ࠭  

కएࡅ  వङ ڔ फకరణߘ ఉపڵࡆంۨ ఇߩओ एࡍస ޴ߝఅ ݡ ߯ ࡽ  ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ వృతफం op p op 
కएࡅ  ࢐ङ రࣃ बం కం݄ తڕए వڴ ఉం޾ࡶ ޾ కڝߘए వ࠭࠲ ړߖݞ తࣆۯ ڥߖफߕऒ ࠭ r 
ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡏࠬ  ޙ࠼న࣒ అ࠳ ࡛ छ छ޳ యడంۯ ࡛  d f c ߘޔఈ షర ࡌ
फࣃۯ లభతరంࣆ ఒక ࣋ए ޒबࣄࡍఏࠫటం݄, ఈ ప ޴ڼ࡯ందగ߰ ࡹఆ߯ మనం ۨవర ,ࡏ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ  ܿߦ ޜ ࡛
పऱ࣒ ܊ఎ ݡంࡓ  ݀ ఎࠉ ࠆ పऱ࣒ తపओ ޴ఇ ߩ࢙ ఈ ఎడమ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ࣄ   మࡖకܽ ڒదߖ 
గమߖంచంݟ మݟږ ޜ ࠾ࡍన చޔరऴڒࣃర ࡐపం వࡏసڴ మޜ ࠾ࡍ భࡎ फ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद x y a b
మనం ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ఈ వర ठ ࡐపంړࡹ ఉంۧ࡯ , ఆ߯ మనం ߰ంߕࣆ ޴޻ऒ  కం݄ p 
తڕए వڴ ఉంߕࣆ ޳ࡶ ޳ऒ  కం݄ ఎڕए వ ఉంߕࣆ ޳ࡶ ޳ऒ ऒߕࣆ  ࡯࠻ۯ ڥߖత ޙ࠼సࠪనం అ ړ  కం݄ 
తڕए వ ࠼ߦం݋ వృతफం ࡹపల ߕࣆऒ एࡍస ޴ఉం݄ అ ڴసࠪనం ړ ߯ ࡽ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  p 
కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ వృతफం ࡱࢗపల ఉంܿం޴, ఉ޳హరణڕ మనڕ ఈ సࡍए ఇۨऐ ࡽ నటऱߖ޵ ,ޙ࠼ c 
సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆࡏ అߖ అڕߘం޳ం.x y x 
ప  ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳  ऱ࣒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ   బܽद yڒ ݡ࠮ ڴబܽद ऴڒ ࡏఆ ڴऴ ݡంࡓ బܽद ఈ వృతफంڒ సࠪనం ړ
ࡍఆڝ ంऴదంښ नښ ݋ߝంऴదం ࡅకए ࡍఆڝ  न࠳ ݋ߝన࣒ ݡ࠮ అ࢑ ޻ధంښ ڴంऴదం ࡅకए ࡍఆڝ  न݋ߝ x x y 
ࡍఆڝ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ न࠳ ݋ߝన࣒ ఇړڷࡱߕ ޴ సࠪనంf y f, 
మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అ࠳ 25 ޴న࣒ అޔ࢓ం޴ , g f c 
ఇڒ ڷࡱߕ ޴బܽद ࢐ङ రࣃ बం ఇర࢙ ఒకܽ ࡅకए  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ఇߩओ  న࣒࠳ ࠪڒ ݀ ݋ం࠼ߦ ڕమన ݡ
ఒకܽ ఇవछ బݟందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ సࡍए एࡍస ޳ࡶ ޳పల ఉంࡹ ࡽ ޳ࡶ ޳పల ఉంࡱࢗ ࡽ
సࡍए ߯ ࡽ  ఉం޳ అߖ కڝߘए మߖ అڒ ࠭ޑڷݡబܽद మనం ऴߦథࠫకంڴ ఈ ࣊ݟदߤझ  ఆߖ ߵ కھߘనవలࣄ 
ఉంܿం޴, ఇ޴ వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ ޶న࣒ ఐ࠳ అం݄ ݡంࡓ న࣒࠳  న࣒ థ࡛࠳   న࣒ ఒకܽ అం݄ ee࠳ న࣒࠳ ڷࡱߕ 
ఐ࠴ ޶తफం చޔరऴసం ڒబܽद ఇࡅ 50 ޴కए  వర ठ࠮లం, ఇ࢐ ޴ङ రࣃ बం కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఈ p 
వృతफం ࡱࢗపల ఉందߖ సओ షदం޶ࡶ ڴ, తࡌछ త మనం అڕߘం޳ం  ఒక పంړ फ మ࠾ࡍ వృతफం ఇవछ బݞन  ࠼
ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ  కڵ࡯ ఉనऒ  ఈ సࡍए ఇవछ ڕ ࡽ బݟందߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ మనڕ సరళ ࡔఖ l 
ఇవछ బݟంߖ޵ ,޴ సࠬకరణం  ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ  ऐۯవ ڕफࡏڷ ڕమన ݡ దܽ ऴపశऒ࠴   మనం y mx d
ఇకए ޴ఒక వృతफం ఉం݄ అ ڕफ మన࣋۫ ڴతంށగڣࡔ డ ఒక వృతफం మ࠾ࡍ ఆ߯ సరళ ࡔఖ ఇ࡮ ఉండవ۪ऐ  
ఒక సందరग ޴బܽद ఇڒ ం , వృతफంߖࡹ ఏ ࠉంࡔ ߘ࢓޶ఖ ఖండన ۯయߖ సందరग ంࡹ మࡖక సందరग ం సరళ 
వ۪ऐڒ ۲ట ۯంࡍफޒక ߘఖࡔ .
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  సࡍए फޑవృ ޴బܽद అڒ ࡽ ऒߖ  సڴࡍठ డవ సందరग࠮ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱంటऱ వదभ క࠼ߦ ݡంࡓ  ం ڴࡏߝ వృޑफ  ړߖ
ܼంܐంڴ ݋ ఉనऒ  ۲ట ఉంܿం޴ 
డవ సందరग࠮ ޴బܽद ఇڒ ం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ సరళ ࡔఖ ఆߤ అޔ࢓ం޴  వృతफంࡹ సڴࡍठ  ఒక ly 
ఇవछ ࠲ऴతࠪ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ڕబܽद మనڒ ޴ంޔڕޑ ߘ࢓޶ంࠉ బޙݟ మనڕ ఎࣆࡱޘ ࡮फం޴ , ఈ 
సందࡌग లࡹ ఏߖ ޴జߖ޵ ࠵ऒ  ఎ࡮ క࡯ߕھߘ అ޴ߝ ఒక ࣆలభ࠳న ࠪరठం ఏࠫటం݄ , మనం సࡍए ࠾ࡍమ ࡽ
సరళ ࡔఖߦ ߘऱ .యడంۯ ݋
  ఇ࡮ۧ ޴ సమయం ڕࣆޓంܿం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफړߖ࢐ ఈ సࠬకరހల వङ వసबߘ పࡍషए  ఇతర ړߖݞంచࡍ
ࠪరठంࡹ తߩओ  ,޴శం ఉంڒఅవ ڼࡍజ ࡱ
ప  ޴ߝఅ ڕబܽद మనڒ ऱ࣒ ఇవछ ߖసࠪనం అ ړ  బݟనం޶న, ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ y mx d ࡹదܽ సࠬకరణం࠴ 
ఉపڵࡆం۪ڕం޳ం.
 వృతफం మ࠾ࡍ సరళ ࡔఖ ఏ޾ ఒక సమయంࡹ కࣃࡱफ  బܽदڒ ࠼
వృతफం మ࠾ࡍ సరళ ࡔఖ ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ కࣃࡱफ  c l p a b ߖ޵ బܽदڒ ࠾ࡍమ ࡱࢡఆ అࣿం ࠼
అర बం ఏࠫటం݄ ఈ ࠉం࢓޶ వృతफం మ࠾ࡍ అࡓ ޴ంݟంܽ߯ ఉంܿంݞږ  ޴ సరళ ࡔఖ߯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ 
అర ߖ޵ బܽदڒ ࡯फ పరۧߧసంతృ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ बం ఏࠫటం݄, ఈ ࠉం࢓޶ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఈ 
సࠬకరణం సࠪనంޜ సంతృߧफ ۮం࡯޳  మړ ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद ఈ సࠬకరణం ఇߩओ  फ x a y bߧసంతృ ݡ
ఉనऒ ࡹఖࡔ ఈ సరళ ݞږ ݋ం࠼ߦ ఈ ,࡯޳ంۮ ం޶న ఈ సࠬకరణం ޜ ݞږ సࠪనం మޜ ࠾ࡍ x a y
సࠪనంڴ సంతృߧफ ۮం࡯޳ ,
 అంښ޶ మనڕ ఈ సࠬకరణం ݞږ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ ࠭ మనం ఈ ࠴దܽ 
సࠬకరణంࡹ  ప ऱ࣒ ङޑऴప ߖࠉ న࠳సࠪన ړ  ࠪऒ యం ࣃۯफ ma d ڕమన ࡹదܽ సࠬకరణం࠴ బܽद ఈڒ ࠭
ఎకए డ ఉం݄ అకए డ ߖߖ޳ ࠭࠲  ప ऱ࣒ ࡎభ ޜ  फ ࣃۯफ ࠭ మߖߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ సరࢁకృతం ࣋ۯफ మనం b ma d
వङ  ࡯ర࢐ޘ ߖߖ޳ ڔ फకరణ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇకए డ ڒబܽद మనం ఈ సࠬకరߖހऒ వర ߖ޳ ޴ఇ ޙ࠼నటऱࣄ۫  ठ 
సࠬకరణంࡓ ࡹండవ ݟऴڶ సࠬకరణం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ࢑ గࡍషदంࡓ ڴం࢐ ݡసफవ ࡱ࡮࠮ ఉండవ۪ऐ  , 
అࡓ ࢑ంࠚ࢑ ݡనऒ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ࡱ࡮࠮ న࠳జߖ  फࣃࠚల ࡱ࡮࠮ న࠳జߖ  .࠼
నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ࡹఈ సࠬకరణం ࡏࠬ   ࢐సफ࢑క ࡮࠮లߘ ߰ం޴నటऱޙ࠼, మనࡓ ڕంݡ ల࣋ࠚफ 
అర ߖ޳ , बం ఏࠫటం݄ , ࡅకए छࡔ࢘ ݡంࡓ  ऒߕఉ ࡱవࡱ࢑ ࢐సफవ ࡏ  మనం ఈ a ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠼
ऴషओߖ ߘవలࡱ࢑ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ڴతం߅ఆ߯ సంబం ࠾ࡍఒకܽ మ ࠾ࡍజనం మࡆ  అ޴ߝ  ప ऱ࣒ b ma d ړ 
సࠪనం ڒబܽद, ݋ߕ అ࠼నߩओ ప  ݡ ऱ࣒ ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ   ఒక a b, ma naught d
ఖండన ࣃధङ మࡃङ ऒߕఉ ڵ࡯క ڴ࢓޶ంࠉ  వ۪ऐڒ ࢓޶ంࠉ ఒక ఖండన ޴బܽद ఇڒ ࠭  ఈ ah  ݡంࡓ బܽद ఈڒ 
సࠬకరణం ࡅకए నऒࠚ࢑  ఇకए ࡱ࡮࠮  డ ఖండన ࡅకए  మࡖక ࠉం࢓޶ ఒకړߖ޳ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ 
ࡍఆڝ బܽदڒ न݋ߝ ఒకܽ అ࠼నߩओ ࡍఆڝ ݡ न݋ߝ వߤ పऱ࣒  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనࡓ ڕంࠚ࢑ ݡనऒ  x y ma d 
ఉనऒ ࡱ࡮࠮ న࠳జߖ ओߩ  ޴ఉంܿం ڕమన ݡ
సరళ ࡔఖ వృޑफ ऒߖ  కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఈ ఆڕపచऐ  రంڕڷ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డ ఆڕపచऐ ఖ ఈࡔ 
వృޑफ ऒߖ छࡔ࢘ ݡంࡓ  నऒࠚ࢑ ݡంࡓ ۯంࡍफޒంటऱ వదभ క࠼ߦ ࡏ  ڴసࠪనం ڕమన ࡹఈ సࠬకరణం ࡱ࢓޶ంࠉ 
ఉనऒ  ۲ట మࡖక సందరग ం ڒవ۪ऐ .
ऒߕఉ ڵ࡯క ߘల࡮࠮ ࢐సफవ న࠳సࠪన ڕమన ࡱ࡮࠮ న࠳జߖ   అర ߖ޵ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ࠼ बం 
ఏࠫటం݄, మనڕ ఒ࠮ ښలం ఉం޴, అߩ ޴నࡌవృతమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ సࠬకరణం ࡅకए ऒߖ࡮࠮   ఈ 
సందరग ంࡹ అߝ అࣾరంۨࣇ ޜంచߖవछ ంݟ.b 
  ఈ సందరग ంࡓ ࡹంࡱ࡮࠮ ݡ ఒక ړ ݋ߕ సࠪనం అޙ࠼ మనڕ ఒక ఖండన ࠉం࢓޶ ࠪऴత࠲ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ఆ ࠉం݋ߕ ࠪ ࠪڒ ݋ߕ ࢓޶ పऱ࣒  అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ం ऴߦథࠫకంڴ సరళ ࡔఖڕ d 
ܼంܐంڴ ݋ ఉం࡮ݦ ఉంܿం޴.
  ఏ޾ ఒక సమయంࡹ సࡍए ఉనऒ ࡱ࡮࠮ సࠪన ړߖހఈ సࠬకర ڕబܽद మనڒ ࡽ  సందరग ం ఇ޴ ࠪऴత࠲ 
ఉంܿం޴ 
మ࠮ ࠾ࡍడవ అవڒశం ఏࠫటం݄ ࡓంࡌࠪ ݡठ ړసం ࡱ ऱషदంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనߖ ڕజ࠳న ࠪరठం ޶ࡶ 
అర ߖ޵ ڴథࠫకంߦऴ ޶ࡶ న ࠪరठం࠳జߖ బܽदڒ बం ఏࠫటం݄, ఈ ࢑షయం ߕࣆऒ కएࡅ ߖ޳ న࠳సࠪన ړ  
ओߩఎ ࡹఖ ఈ ۨऴతంࡔ సరళ ࠾ࡍఅం݄ వృతफం మ , ޶ࡶ వࡱ࢑ న࠳జߖ फࣃࡱక ݢ  ߩࡏ࢑షయం ఈ ఎ ఈ ,࠼
फޑఖ ఈ వృࡔ ߩࡏఎ  ޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕఖࡔ ऒߖ  ఎߩओ ऒߖݞయۯ ఖండన ݢ  ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ 
छ޳ డటం۫ ߘల ݋యంࢳ߹ఎڝ छڒ ఈ ړߖ࢐సफ࢐ ࠾ࡍమ ࡌ ऴڡܽݞ ఈښछ కएࡅ ܾ  ࢑వࣾߘ ۫డటం ޳छ  ࡌ
సందࡌग లݞږ ߘ ۫డటం ۧࣆ ࡮లభం.
 ఈ ݡ࠮ సందࡌग లࡹ ఏ޴ వࡍ फࣆफంࡍڷ ޾ फంచవ۪ऐ  , ఈ ࡍߖ भషद ఆࡹచన࢑ ߘవࡍంచړߖݞ ఇకए డ ఒక ۨనऒ  
ఉ޳హరణڕࣆޓ  ߘం޳ం  వృతफం ࡅకए ࢐ङ ݡంࡓ ޴వదभ ఉం ࠪڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ంऴదంښ  రࣃ बం ݡ࠮ 
ߖ࠿ ऱܿ ఇڝ ޴ఆࡍ न݋ߝ అࣾం ڒవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మనڕ ఇకए డ ࠮లం ఉంڒ ޴బܽद ښంऴదం ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓంݡ 
వదभ ఉంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఇకए డ ښంऴదం ڒబܽद ఈ ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ݡ࠮ 
ߖ࠿ ऱܿ ڒబܽद వృతफం ఇం۪ࠫం۪ ఇ࡮ ఉంܿం޴ 
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మ࠾ࡍ ఇߩओ ఖ  పࡔ న సరళ࠳సࠪన ړ޶న࣒ ఐ࠳ ڕమన ݡ ऱ࣒  ఇۨऐ నటऱޙ࠼, ఈ సరళ x y 
ऒߖన࣒ 5 వదभ అࣿ࠳ ఖࡔ  కࣆࡱफం0  ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం ࠬద ݞږ ఈ ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞం޴ x y 
బܽद ఈ సందరगڒ ޴ఉంܿం ࡮ఖ ఇࡔ బܽद సరళڒ ంࡹ సओ షदంڴ మనం ڶ ߖߖ޳యడం ޳छ ङ܉ ࡌ  ڴయంޓࠫ
మనం ఖండన ࠉంࡶ ࢓޶దߖ ۫డవ۪ऐ .
 వృతफం మࡔ ࠾ࡍఖ మధङ  అޙ࠼ గށత ࢡवసफంࡹ మనం సڴࡍठ फࣃ۫ ࡮ఎ ߖగగలమࣃనڜ  ࠭,  ఒక࢘ళ ఈ 
వృతफం మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ࡓంݟంܽߙࡹ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ  x y ݡంࡓ ఉం݄, ఈ ݋ం࠼ߦ 
సࠬకరࡱހ సంతృߧफ ۮం࡯޳  ఆ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न݋ߝ ల ޳छ ओߩఇ ڕమన ࡌ  xy xy ݋ం࠼ߦ ݡ
ఉందߖ అڕߘం޳ం, ఇకए డ ߘంݟ మనڕ ఇ޴ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ, ఎం޶కం݄ ఈ ࠼ߦం݋ als 
సరళ ࡔఖࡹ  ప ऱ࣒ ࡍఆڝ బܽदڒ సࠪనం ړ న࣒࠳  न࠳ ݋ߝన࣒  ప ऱ࣒ ఇకए   ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ  డ ఈ x y 5 y x 5
సࠬకరణంࡹ ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  ఉపڵࡆంۨ అ޴ߝ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  न݋ߝ, ఎం޶కం݄ ఈ ఖండన x x 
కएࡅ వృతफం ࢓޶ంࠉ  ఈ సࠬకరߖހऒ  ంۨy yڵࡆఉప ߖ న࠳సࠪన ړߖ޵ బܽदڒ ,޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ݞږ 

కएࡅ న  ప࠳సࠪన ڕ న࣒࠳  ऱ࣒  ఐߖ޶ ఉపڵࡆంۨ ఇకए డ మనం ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ  మనం ߖ޵ऒ  x x 
సరࢁకృతం ࣋ۯफ మనڕ లࣆࠚफంڒ ޴బܽद ఇ޴ మనڕ లࣆࠚफం޴ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ࡅకए  ࡱ࡮࠮ 
పదࣔࡏ చޔరऴసం ࡓంࠢ࠻ ݡ ఆ࠳ ࡏన࣒ ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ నలࠢ ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ నలࠢ ఒకܽ ݡ࠮ ఇర࢙ 
ఎڒ ޴ࠫߖబܽद మనం ࡓంݡ పࢲࡍए డవ۪ऐ۫ ߘలࡌ .
झڡం߭ऱڒ  ړసం ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴలంږޒ࢑వࣾత ऴప కం݄޶ఎం ޴న࢙ࡱ࢑  ऱషदంڴ ఉంܼ࠼
ړసం ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ బܽदڒ ऱషदంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఖండన ࠼ߦంࡶ ݋దߖ మ࠾ࡍ ఈ ۨऴతంࡹ మనం సڴࡍठ  
ङ޳࢑ బܽदڒ ޻అ ޴ంࣄ۫ ࡍ ब ߖڜ ݞږऒ  ఉ޳హరణలڝࣆޓ ߘవړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࢐ ࡯సफړߖ࢐ ఈ వృతफం 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ऒߖڜ   ఇతర ࡔఖڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ࡱబܽद ࡓంݟంܽړޑ ߗన ߖڜऒ  ࡱఖࡔ 
సࡍए ߯ ࡽ ం࠼ߦ ݡంࡓ  ऱܿ ۮపओ ంݟ మࡓ ࠾ࡍండవ ݟऴڶ సࠬకరߖހऒ  ߰ందړߖݞ ऴపయޒऒ ంచ࠭࠲ ړߖݞ 
కవ࡛ ࣄۯన ࢩ࢑ ऱషణߘ ఉపڵࡆంۨ 
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧ۫ ߖߖ޳ ంచంݟ.
  ఆ ࣊కంݟ ݭऴڶ సࠬకర࢐ ړߖހసफࡓ ړߖ࢐ంࠚ࢑ ݡనऒ  ࢐సफవ పࢲࡍए  ࡱࡌ
ఉߕऒ ࡍఆڝ బܽदڒ  , ݟయంۯ ڥߖత ޾ࡶ ࡆ न݋ߝ అࣾంߖࡹ ఒక వృతफం ޳छ  ࡯ߕھߘక ࡮ఎ ߘల࠻ࡌఅంత ࡌ
అ޴ߝ త޶పࡍ అంశం ڒబܽद 
ఇ޴ అࣾం అߖ అڕߘం޳ం.x 
  ఇߩओ ఇకए ڕమన ݡ డ ࠮లం అࣾం y 
అߖ అڕߘం޳ం, ښ ߖ޳ంऴదం ఒక ࡹࠪڒ ఒకܽ మߖ࠿ ݡ࠮ ࠾ࡍటऱ ࢐ङ రࣃ बం కڵ࡯ ఉనऒ  సࡍए  ڵ࡯క ߖ ࡽ
ఉߕऒ एࡍబܽद సڒ ࠭  ఖండన l  x ޳ࡶ ంచడంࡍफޒఈ వృతफం క ޜల వదभ అࣾం࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ఈ ߕ޼ఏ ࡽ
 ޴ంڵ࡯యడం మనం ۫డగۯ
మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ వదभ అࣾంޜ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ఈ ޷రం ޳ࡶ ఈ ߰డ࢓ ఇకए డ ࡓంݡy 
ల మధङ࢓޶ంࠉ  ఈ ߰డ࢓ అࣾంޜ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ఈ ߰డߘ࢓ అࣾం ࠬద వృతफం ࣄۯన ఇంట࡛ ࣊  द x xߵ
అంܼڒ ࡏబܽद ఇ޴ ఇంట࡛ ࣊ एࡍఅࣾం ࠬద స ޳ࡶ ޳ࡶ दߵ ࣊ న ఇంట࡛ࣄۯ ࡽ  x x ࢓ఈ ߰డ ޴బܽद ఇڒ दߵ
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ࠙గం ࡅకए  ߰డࡓ ࢓ంࠉ ݡం࢓޶ల మధङ  ఉనऒ  అࣾం, ޑ࢐వరణ వృతफంޜ వృతफంy 
అంతࡌయం కڵ࡯ంۯ వృతफం అࣾంޜ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ఆ ࡓంࠉ ݡం࢓޶ల మధङ  y y ڴథࠫకంߦరం ऴ޷ 
అࣾం ڕ ޳ࡶऱప फంڴ ఇంట࡛ ࣊ छ޳ दߵ .࠲యࡌన అంతࣄۯ వృతफం ࡌ
 మనڕ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ఇవछ బݟం޴, ఈ అంత࠻ࡌల ࡱ࢑వߘ మనం ఎ࡮ కھߘంܼ࠭ ڒబܽद 
త޶ప࠭࠲ ࡍ ఒక పదमߖޒ చࡍऐ फࣃ ࠭, ఇకए డ మనڕ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం అం޴ంచబޙݟ మనం 
య వङࡌన అంతࣄۯ అࣾం߯ ఈ వృతफం ࠾ࡍమ ࡯ڴయగలۯ ڔ फకరణߘ కھߘనంڒ ,ݟబܽद ఇ޴ ࠬ అߖ x y x 
అڕߘం޳ం, ఇ޴ ࠪ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం ఇ޴ అࣾం , ఇకए డ మన࠮ ڕలం ఉం޴ మ࠾ࡍ అ࡮ x x y 
అޙ࠼ అڕߘం޳ం  ఇ޴ ఇకए డ ఒక వృతफం , ఇښ ޴ంऴదం అߩۮ ߖओ ऒߖ࠻ࡌబܽद అంతڒ ,ం޳ంڕ  x 
కھߘనړߖݞ అంతߖ࠻ࡌऒ  కھߘన࠴ ړߖݞదట ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ ڝఆࡍ न݋ߝ లߘ కھߘనవలࣄ x 
ఉంܿం޴, ఇߩओ  ఈ ݡ
వృతफం అࣿߖऒ  ఖంࣆݟफనऒ  ఈ ࠼ߦం݋ సओ షदంڴ కࣆߧߖफం޴.x 
ࡍఆڝ ߖ޳   नߕࣆ ݋ߝऒ ం࠼ߦ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ऱܿ ߕࣆ ࠪڒऒ  y ࠼ఉంܼ ࡹపంࡐ 
ओߩఅ ,޴అࣾం ࠬద ఉంܿం ࢓޶ంࠉ న࠳ఈ రక ڕబܽद మనڒ  x ڼ࡯మనం ۫డగ ݞږ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ
࢑ధంڴ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ తపओ క  ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ తపओ కएࡅ వృతफం ڴࡍసߖ  
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯, అ޴ చޔరऴసం పऱ࣒ ऒߕࣆ   చޔరऴసం ߕࣆऒ  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   ga c ړ
సࠪనం , మనం మࢁऱ ۫డగలం ఇ޴ వర ठ సࠬకరణం మࡓ ࠾ࡍంࡱ࡮࠮ ݡ 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ న࣒ వర࠳  ठ࠮లం ޳छ ఇవछ ࡌ బݞन  ऴగతफ పదం g g m  inus c܉ బܽद ఒకڒ ߩచదర  ࠼
ఏࠫటం݄, ߘߝ వృޑफ ऒߖ  ړߖݞంచۨࣇ 

߭దभ అࣾరం అߘޑࠋۮ ߖ మ࠾ࡍ ఈ ࡹయ࡛ ࣒ښ అ޴ߝ AI c c 
సࡍए కएࡅ ల సࠬకరణం ࡽ  ఎడమ ࢙ߩన ࣄबర࠳న పదం ڒబܽद ఇࡹ ޴య࡛ ڒ ࣒ښబܽद ఇ޴ ۨనऒ  అࣾరం c  c 
ओߩఇ ݞږ మనం ఇకए ݡ డ ߘంݟ సओ షदంڴ ۫డగలం , ࣋ए छ ࡛ ఈ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࣋ए छ ࡛ g c g c 
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కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ 
, ఈ సࠬకరړߖހ అసڒ ࢓ࡶ ࡱ࡮࠮ ࡱబܽद ఈ సࠬకరړߖހ అస࢓ࡶ ࡱ࡮࠮ ࡱ.
  ఈ వృతफం߯ 0 ࠪڒ అړߖߦࡐ ߝ ఎܿవంܽ ࠼ߦంࡶ ݋దߖ మߖ޵ ࠾ࡍ అర बం ఏࠫటం݄ , వృతफం ఎߩओ x ݢ
అࣿߖऒ  కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ఆ వృతफం g c 

అࣿߖऒ  కࣆࡱफం޴ ఈ సందరग ంࡹ ఇంట࡛ ࣊ తపओ ړ दߵ ࣊ ఇంట࡛ ڴࡍసߖ झړ࠻ ޴బܽद ఇڒ ޶द ఉండߵ  x x ޜ ࣒
ఇంట࡛ ࣊ సందరग ߖࡶ दߵ ం,  ࣋ए छ క సందరगࡖమ ޙ࠼సࠪనం అ ړࣄ ࡛ ం ڒబܽद ఈ ऴపޙङ క సందరग ం ఆࣣ g 
వ۪ऐڒ బܽद ఈ సంఖङڒ   ఈ ڕࣆښ అڷߘణం޶ࡶ ڴ 
ఎం޶కం݄  ࡹ  అతߖ ߸గ࡛ మనࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉߕऒ యߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ ఎం޶కం݄ ఈ ۨऴతంࡹ t 
వృతफం అࣿߖऒ फనऒࣆࡱంటऱ వదभ క࠼ߦ ݡంࡓ  ऱܿ ۫ࣃफ ࠭, చదరړ ߩ సࠪనం అޙ࠼ ఇߕࣆ ޴ऒ  x g c
మࡓ ࠾ࡍం࠳ ࡱ࡮࠮ ݡన࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद  చޔరऴసం ړ సࠪనం అޙ࠼, మనࡓ ڕంݡ సࠪన g g c
۲ట ఖۨऐ ࣋࡯క ޜవృతफం అࣾం ޴ఇ ,࠼ఉంܼ ࡱ࡮࠮ తంڴ ఒక ࠉం࢓޶ ఉందࣆۨࣇ ߖफం޴,  అޙ࠼ x 
ऴߦథࠫకంڴ అࣾం ࠬద మ߯ߖ޳ ࠾ࡍ ఒ࠼ߦ ښం݋ ఉంܿం޴ .x 
  వృతफం మ࠾ࡍ ఆ ࠉం࢓޶ సओ షदంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद చޔరऴసం ړ సࠪనం అޙ࠼ ఆ వృతफం g c
ऒߖవదभ అࣿ ࢓޶ంࠉ ऒߕࣆ ࠪڒ న࣒࠳ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ న࣒࠳ వࡱ࢑ బܽदڒ ޴ంޔڕޑ   x a g g 
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡓ ࡹంࡱ࡮࠮ ݢ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ అంతࡌయం ࡅకए ऒߕࣆ వࡱ࢑   
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࣋ए छ  సࠪనం g c ړ ࡛
అޙ࠼ అࣾం ఉనऒ  ఈ సࡍए కएࡅ ࡽ  అంతࡌయం ߕࣆऒ  అޔ࢓ం޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ సందరग ం ࣋ए छ ࡛ x g c
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣋ए छ ࡛ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄  అߩओ ऒߕఉ ࡱ ࣒ݟ ݡంࡓ ڕమన ݡ  d c  ࠼
ܽంڒ ࡱ ݋ࡐ ڡబܽद ࡹ࡮࠮ऱ  ఒకܽ ڒబܽद ఈ సࠬకరణం ࡅకए నऒࠚ࢑ ݡంࡓ   ఉంܼ࠭ ڵ࡯క ߘల࡮࠮ 
న࣒  ప࠳ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ బܽदڒ ऱ࣒  ࣋ए छ కएࡅ ݋ࡐ ࡛  వర ठ࠮లం ࠳న࣒ మࡖక ࠮లం ࠳న࣒ g g c g 
న࣒ ࣋ए࠳ छ బܽद ఈ సందరगڒ న࣒࠳ ࡛ ంࡹ  చޔరऴసం కం݄ ఎڕए వڴ ఉనऒ ओߩ  ఈ వృతफం d c g c x ݡ
అࣿߖऒ నऒࠚ࢑ ݡంࡓ   ޴ఇ ࢓޶ంࠉ కࡖమ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹల࢓޶ంࠉ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡱల వదभ క࢓޶ంࠉ 
ఆ߯ అࣾం ࠬద సࡍए ల మధङ࢓޶ంࠉ ݡంࡓ ఈ ޴వ ఉంܿంࡱ࢑ యࡌన అంతࣄۯ ࡽ  రం x޷ 

అࣾం ࠬద ఉనऒ  వృతफం ޳छ ల మధङ࢓޶ంࠉ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړߖఅࣿ ࡌ  రం x x g޷ 
࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ړ న࣒࠳ ࡛ ऱܿ వర ठ࠮లం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇړߖ޵ ޴ వङ ڔ फకరణ c

అࣾం ࠬద వృతफం ࣄۯన అంతߖ࠻ࡌऒ  మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ࣋ए छ ࡛ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄ x f c 
అࣾం ࠬద వృతफం ࣄۯన అంతߖ࠻ࡌऒ  ࣋ए छ ࡓ ݡంࡓ ړ న࣒࠳ ࡛ ऱܿ వర ठ࠮లం అߧ۫ ߖంచړߖݞ , y f c

࢐ङ .޴ంޔ߱࡯ڵࠫ ڴమం࠻
࣋ए छ ࡛ అޙ࠼  అړ ޴ߝ సࠪనం, అߩओ f e c  ݡ

అࣾం ࠬద వృతफం ࣄۯన అంతࡌయం ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, ఈ సందరग ంࡹ y f c 
వృతफం ऴߦథࠫకంࠉ ڴం࢓޶ వదभ అࣿߖऒ ࡍఆڝ ࠾ࡍమ ࡱࢡఅࣿం ࠾ࡍమ ޴ంޔڕޑ  नࡱ ݋ߝ  ఆ ࠼ߦం݋y 
ऒߕࣆ డవ సందరग࠮ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ࠪڒ  ంࡹ ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, సࡍए f f c y ࡽ
అࣾంޜ కࣆࡱफం޶ڒ ޴, తࡌछ త ߖڜऒ  సమసङ ల޳۫ ߘभ ం ڒబܽद ఇకए డ ఒక సమసङ  ఉం޴, ఇకए డ మనڕ ఒక 
సమసङ  ఉందۮ ߖపओ బݟం޴.
 వృతफం ߖ޵ సࠬకరణం ఈ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ࡏన࣒ ఆ࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ఆߕࣆ ࡏऒ  సࠪనం x y x y ړ
కएࡅ బܽद ఈ వృతफంڒ బܽद ఈ వృతफం ఇకएڒ ޴వదभ ఉంܿం ݡ࠮ ࠪڒ ంऴదం ఒకښ  డ ఆڕపచऐ  రంࡹڷ 
మ࠾ࡍ ఈ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बంࡹ ऴۯ ݞయబݟంࡓ ޴ంߖ࠿ ݡ ऱܿ మ࠾ࡍ ఈ ఆڕపచऐ  వృతफం ࡅకए  
࢐ङ పచऐڕఒకܽ ఆ ࡹలࣃ  రంࡹڷ ۨऴޒంచబݟందۮ ߖపओ బݟంڒ ,޴బܽद ఈ ࢐ङ సం ߘంݟ వరڕ pqp q  
పࡍగ޳ށभ ం ڒబܽद ఈ ࢐ङ సం ࢐సफړߖ࢐ ఎߩࡏ మ࠾ࡍ రంڷలऀߦ ࡹకంࣄڶ ڴన మࡖక సࡍए ࡛ڒࡍ ڕ ࡽ न t 
. ޴ంޔݡయబۯ
  అతߖ ఎߩࡏ వృతफం ࠼ߦంࠪڒ ݀ ݋ వߤ వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉం޴, 
ఈ ఎߩࡏ వృతफం ࡅకए  ఈ ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కھߘనమߖ ऴపశऒ  మమघ ऒ࡯  అޜڷݡంڒ ޴బܽद ఇ࡮ۧ ޴ కݎన࠳న޴ 
 కం݄޶ఎం ޶ڒ
ఈ ఆڕపచऐ పచऐڕ࢑࠙గం ఈ ఆ ఖࡔ   వృతफం ࡅకए  ࢐ङ సం ڒబܽद ࡯ޘయܑయం࠭࠲  ݟ ఆڕపచऐ  వృతफం 
కएࡅ ओߦۮ ߖంऴదం అښ  ࠭, ఇకए డ ఉڝ ࠹ఆࡍ नߝ ऱܿ ఒకܽ ޳ࡶ ఒకܽ మࡅ ݡ࠮ ࠾ࡍకए ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ o 
మ࠾ࡍ ఈ ఆڕపచऐ  వృతफం ࡅకए  ఈ ࢐ङ సం ఎߩࡏ వృతफం ࡅకए  ڵ࡯క ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ߩంڷ 
ఉంܿందߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴  మ࠾ࡍ ఇ࢐ ࢑ङ సం ࡅకए  p q p ࠾ࡍఈ మ ޙ࠼అ ࡱ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ 

కएࡅ వృతफం ߩࡏఈ ఇతర ఎ ޴ߝకం݄ అ޶ఎం ,࠼వృతफం߯ ఉంܼ ߩࡏఎ ݞږ  వృతफం q pq ߩࡏగ, ఈ ఎޓ 
కएࡅ వछߖఉండ ڴ࢓޶ంࠉ ంऴదం ఈښ  ంڝ ߖ޵ ,ݟఆࡍ न݋ߝ ఇవछ బޔݡంࡓ ޴ంࡱࠪڒ ݡ ఒకܽڴ ఉంݞలం݄,
ఈ ڝఆࡍ नࡓ ݋ߝంڴࡱࠪڒ ݡ ఇవछ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఈ ޷రߖ ߩ కھߘనవలࣄంڴ޴ మన࡯ऒ  ap
అߕޔڷݡऒ ࠭, అ޴ ఈ ఎߩࡏ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ఈ ߖ ݋ం࠼ߦ మనం ఈ ݡ
ڡߜక ړ ݋ం࠼ߦ द ࣋ۯफ అߩओ ڡߜక ړ అం݄ మనం ޴ంޔ࢓అ ࡱڶऴݟ  ణంڝ ఈ  ࣆࡱޘ ڕࠪ  ݡ द o poa 90 a 
ऒߕఉ ڴసࠪనం ࠾ࡍమ ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ యడం వలऱ ఈۯ యࣃ۫ ߖफ ࠭ ఎం޶కం݄ ఈ ࢙ߩ poa qoa 
కएࡅ బܽदڒ ߩ࢙ ఈ ݟంߘ  ఈ ࢙ࡅ ߩకए  ఈ ࢙ߩ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ poa qaqoa 
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ఎం޶కం݄ ࡓంݢ  ఈ ߰డࡱ࢓ ఎߩࡏ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ऴ܉ࠜޒల మధङ  ఈ ࢙ߩ 
మࡍంత ߄ࣃరణం ఎం޶కం݄ అ޴ߝ ऴࠜޒజం ࡅకए  ఆڕపచऐ  వృతफం ࡅకए  జం o poa qaࠜޒంऴదం ऴښ 
కएࡅ ࢐ङ  ంऴదంښ ޴కం݄ ఇ޶కం݄ ఎం޶సࠪనం ఎం ړ  సం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ qo p ah 
సࠪనంڴ ఉనऒ ం޶న ఈ ࡓంࡱހڝ ݡ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ సరళ ࡔఖ అ࠼నం޶న ఈ ࡓంݡ p oq 
ओߩఇ ࡱހڝ ఇకए ࣄۯ ࠹܍ ߖߖ޳ फ, మనం࣋۫ ߖ జంࠜޒణ ऴڝఈ లంబ ࡏࠬ , ࠼ఉంܼ ࡱڶऴݟ 90 ݡ డ poa
ओߩۮ ߖఅ ࠪڒ ݡంࡓ ޴ఇ ޙߧ۫  ޴ం, ఇ޳ంڕ
ఓ ݡ࠮ ࠪڒ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ఇߩओ ऒߖࡌ޷ ఈ ݡ  కھߘనమߖ అ࠭ޑڷݡ అ޴ߝ ఆڕపచऐ  p po 
వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ߘంݟ మనం ఈ సࠬకరణం ߘంݟ మనం ఆڕపచऐ  వృతफం 
కएࡅ  ࢐ङ రࣃ बం ࡓంߖ࠿ ݡ ऱܿ అߖ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ޷రం ࡓంߖ࠿ ݡటऱڕ సࠪనం op 
ఈ ޷రం ࣆలభంړࡵ ڴए ంచవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ మనڕ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽڝ ڔఆࡍ नࡱ ݋ߝ ఉߕऒ  oa o a ࠼
మ࠾ࡍ అ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
  ఐࡅ ޶కए  వర ठړߖ࡮࠮ ఆ߯ మనం ߯ޢగర࣒ ޳ࣄम ంߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࣋फ, ఈ ऴࠜޒజం ఓߵ ఈ ߰డߘ࢓ 
ߖ࠿ ऱܿڴ ߰ంޔ޶ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఎߩࡏ రంࡹڷ ۫పబݟన ఇతర వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం 
ߖ࠿ 3 ऱܿ అߖ ۫డటం ۧࣆ ࡮లభం.
 ఈ ఉపߕङ ऒߖࣃ  త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡍߪ ࡹफ ۯయం࠭࠲ ,ݟ మߖڜࡍऒ  సమసङ లࣃ۫ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ ఇۨऐ న 
फޑవదभ ఒక వృ ݋ం࠼ߦ ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ ࠾ࡍమ ݋ంܐంܼ ړߖ  ఎ࡮ ߰ంࣃ۫ ݞږ ࡹ޳फ ࠭ 
ధనङ ధనङ ࡱ޳࢐  ࡱ޳࢐
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