
കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിെല സർׯിളുകെളുׯറിتു׺ മൂؗാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ സٔാഗതം, ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഒരു േപായിന്റ ്ഒരു വൃ؋؋ിനുتിലാേണാ അبേയാ എ്ؗ തീരുമാനിؗുׯ രീതി 
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ അവസാനിؚി׺ത്, ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ മുേؗാ؂് േപാകും, ​​തؗിരിؗുׯ 
വരിയും തؗിരിؗുׯതും എ׹െന കെ؇؋ാെമ്ؗ േനാׯാം വൃ؋ം വിഭജിുؗുׯ, അവ ര؇് 
േപായിന്റിേലാ ഒരു ബിؕുവിേലാ വിഭജിുؗുׯേ؇ാ അെ׸بിൽ അവ സമാനമായി 
വിഭജിؗുׯിെ׸بിലും ര؇് അു׺ത؇ുകളിെലയും ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ തടشം എ׹െന 
കെ؇؋ാെമ്ؗ േനാׯാം, തുടർ്ؗ ചില ْപശ് ന׹ൾ ഉ؇ാകുേآാൾ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ 
സമയമുെ؇׸ിൽ ഞ׹ളും േനാׯാം. ഒരു നിحിത ബിؕുവിൽ ഒരു സർׯിളിേല്ׯ ടാൻജന്റിന്െറ 
സമവാകّം കെ؇ؗു؋ രീതി കവർ െചുإക, അതിനാൽ കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ 
അവസാനിؚി׺തിന്െറ കുറ്׺ റീകّാ്ؚ െചുإക, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇׸ിൽ c 
അതിന്െറ സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും ആെണ׸ിൽ സ׸ൽؚിുׯക. ؛സ് ടു ജിഎ؛ ٧്عസ് ടു x y 
ൈഫ ؛സ് സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു സർׯിളിെന നിർവചിുؗുׯെവ്ؗ 
നമുׯറിയാം , ൈമനസ് ജി ൈമനസ് എഫിെല മധّഭാഗവും ജി സ്കٔയർ എഫ് സ്കٔയർ ൈമനസ് 
സിയുെട സ്കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമായ ആർ േറഡിയസും ഇേؚാൾ നമു്ׯ നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക. 
ഒരു േപായിന്റ് അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ഈ വൃ؋؋ിനുتിൽ ഈ േപായിന്റ ്ഇതിലുേ؇ാ p a 
അേതാ പുറ്؋ കിടുؗുׯേ؇ാ അേതാ ജّാമിതീയമായി ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ചുئളവിൽ കൃതّമായി 
കിടുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ എ׹െന പരിേശാധിׯാം എؗതാണ് ഇേؚാൾ േചാദّം. എؗ ബിؕു p 
വൃ؋؋ിനു പുറ؋ാെണ׸ിൽ, ഈ ബിؕുവും വൃ؋؋ിന്െറ മധّവും തأിലുت അകലം, p 
അതിനാൽ ഈ ദൂരം വൃ؋؋ിന്െറ ദൂരേׯ؋ാൾ വലുതായിരിׯണം, മറുവശ്؋, േപായിന്റ ്
ഉتിലാെണ׸ിൽ, ഈ േപായിന്റ് തأിലുت ഈ ദൂരം േകْؕം വൃ؋؋ിന്െറ ദൂരേׯ؋ാൾ 
കുറവായിരിുׯം, ഈ ബിؕുവും േകْؕവും തأിലുت ദൂരം വൃ؋؋ിന്െറ ദൂര؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ,
വّװമായും ഈ േപായിന്റാണ് വൃ؋؋ിന്െറ ചുئളവിൽ ഉتത് അതിനാൽ ഇതാണ് നമു്ׯ p 
എ׹െന കെ؇؋ാനാകും, അേؚാൾ നأൾ െചേإ؇ത് ഈ ദൂരം ഒപി കെ؇ു؋ക എؗതാണ്, 
അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് എഫ ്ൈമനസ് ബി op g 
പൂർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ കുറവാെണ׸ിൽ ഇേؚാൾ നأൾ പറയുؗു op r 
എؗതിേനׯാൾ അത് ആണ് ഈ സർׯിളിനുتിൽ കിടؗുׯത് േനׯാൾ വലുതാേണാ എ്ؗ f p r-
േനാുؗുׯ , തുടർ്ؗ സർׯിളിന് പുറ്؋ കിടുؗുׯെവؗും ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഇേؚാൾ p op r p 
മുآെ؋ ൈسഡിൽ നിؗുت ന്െറ എ٧്ْعപഷൻ ഉപേയാഗി്׺ സർׯിളിൽ കിടുؗുׯെവؗും op 
അതിനാൽ ഇത് ആണ് വൃ؋؋ിന്െറ ആരം േനׯാൾ കുറവാേണാ എ്ؗ ഞ׹ൾ op r-
പരിേശാധിുؗുׯ, അത് സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ d f c 
അവرെയ ര؇് വശ׹ളും ചതുരാകൃതിയിലാׯി ലളിതമാׯിയാൽ അവസാനം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 
ഈ അവر തുലّമാണ് എؗതാണ് ഒരു സ് കٔയർ ؛സ് ബി സ് കٔയർ ؛സ് ടു എജി ؛സ് ടു എഫ് ബി ؛സ് 
സി െനഗئീവ് ആണ് , ഈ ഇടത് വശം എؗിവയ് ്ׯ പകരം യഥാْകമം എؗിവയുت ഈ x, y a, b 
ചതുരാകൃതിയبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ 
നൽേക؇തു؇് ഈ കٔാْഡാئിക് രൂപ؋ിേല്ׯ , തുടർ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് പൂജّേׯ؋ാൾ p 
കുറവാേണാ അേതാ പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാേണാ അേതാ പൂജّ؋ിൽ കുറവാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിന് 
തുലّമാേണാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯക. പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ് , ഉദാഹരണ؋ിന് വൃ؋؋ിന് പുറ്؋ 
നമു്ׯ ഈ വൃ؋ം നൽകിയി؂ുെ؇׸ിൽ, അതിന്െറ സമവാകّം ചതുരവും ചതുരവും കൂടാെത x y 
ആറ് ൈമനസ് എ؛ ؂്സ് നാല് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ വൃ؋ം ര؇് ആണ്, ആണ്x y g g 
മൂ്ؗ, അതിനാൽ േകْؕം േകാർഡിേന്ئ ആണ് േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് മൂ്ؗ ആണ്, x x 
അതുേപാെല േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേന്ئ നാലായിരിുׯം, കാരണം ൈമനസ് നാല് ആണ്, y f y 
േകാർഡിേന്ئ ൈമനസ് ആണ്, ഇത് നാലിന് തുലّമാണ് , ആരം ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലവും f g f 
ചതുരവും ആയിരിുׯം അതിനാൽ അത് 25 ൈമനസ് സി ആയിരിുׯം, അത് നാലാണ്, അതിനാൽ ആരം 
ഇരുപ؋ിെയാؗിന്െറ വർ״മൂലമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്ര؇് േകാമ ൈമനസ് ഒ്ؗ 
നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുക , ഈ േപായിന്റ് സർׯിളിനുتിേലാ വൃ؋؋ിന് പുറേ؋ാ ആേണാ എ്ؗ
കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. അെ׸بിൽ സർׯിളിൽ, അതിനാൽ നأൾ 
അടിرാനപരമായി ഈ ദൂരം കെ؇േ؋؇തു؇്, അത് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിന്െറ o p 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതായത് ൈമനസ് അ؀് മുഴുവൻ ചതുരവും നാല് ൈമനസ് 
ൈമനസ് ഒ്ؗ, അ؀് മുഴുവൻ ചതുരവും ആണ്, അതിനാൽ ഇത് 50 ന്െറ വർ״മൂലമാണ്. ദൂരേׯ؋ാൾ 
വലുതാണ് , അതിനാൽ അത് അ׹െനയب ഈ ബിؕു ഈ വൃ؋؋ിന് പുറ؋ാെണ്ؗ വّװം, p 
അടു؋തായി നമു്ׯ ഒരു വരയും ഒരു വൃ؋വും നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഈ 
സമവാകّം ഉت ഈ സർׯിളിൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ കരുതുക , നമു്ׯ ഒരു 
േനർേരഖയാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, അതിന്െറ സമവാകّം ആണ് ؛സ് ന് തുലّമാണ് y mx d 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ മനشിൽ വരുؗ ആദّെ؋ േചാദّം, നമു്ׯ ജّാമിതീയമായി കാണുകയാെണ׸ിൽ , 
നമു്ׯ ഒരു വൃ؋മുെ؇׸ിൽ, ഇത് ഇവിെട ഒരു വൃ؋മാണ്, തുടർ്ؗ ഒരു േനർേരഖ 
ഇതുേപാെലയായിരിׯാം, അതിനാൽ േരഖ ഒരു ബിؕുവിെനയും വിഭജിׯാ؋ ഒരു സؕർഭമാണിത്. 
വൃ؋ാകൃതിയിലുت മെئാരു സؕർഭം , േനർേരഖ വൃ؋؋ിലൂെട മുറിയുؗിട؋ാണ്, അതിനാൽ അത്
വൃ؋െ؋ കൃതّമായി ര؇് േപായിന്റുകളിൽ ഖ؈ിുؗുׯ , മൂؗാമെ؋ േകസ്, േനർേരഖ 
യഥാർ،؋ിൽ വൃ؋؋ിേലتുׯ ഒരു ُ١ർശനമാണ്, അതിനാൽ ഇത് മൂؗാമെ؋ േകസാണ്, 
അതിനാൽ ഈ േകസിൽ േനർേരഖ സർׯിളിൽ കൃതّം ഒരു ബിؕുവിൽ മാْതേമ ُ١ർശിൂتുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഈ ര؇് സമവാകّ׹ൾ മാْതേമ നമു്ׯ നൽകിയിൂت؂ു എ്ؗ നമു്ׯ എ׹െന 
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അറിയാനാകും, ഈ േകസുകളിൽ ഏതാണ് ശരിയാേണാ എ്ؗ ഇത് എ׹െന കെ؇؋ാം , തീർ׺യായും 
ഒരു എളുؚവഴിയാണ് നأൾ വൃ؋വും േനരായ ലി എؗാൽ അത് സമയെമടുുׯം, തീർ׺യായും ഇത് 
പിശകുകൾ്ׯ സാധّതയുتതാണ് , മെئാരു വിധ؋ിൽ ഈ സമവാകّ׹ൾ പരിഹരിׯാൻ ْശമിׯണം,
അതിനാൽ എؗത് ؛സ് ന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯതിനാൽ ആദّ y mx d 
സമവാകّ؋ിൽ ഈ വُٝു ത ഉപേയാഗിׯാം കാരണം വൃ؋വും േനർേരഖയും ഒരു ഘ؋؂ിൽ 
വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ വൃ؋വും േനർേരഖയും ഒരു ഘ؋؂ിൽ വിഭജിׯെ؂ c l p 
ആ േകാർഡിേനുئകൾ ഉം ഉം ആണ്, അതിനാൽ ഈ ബിؕു വൃ؋؋ിൽ കിടുؗുׯ എؗതാണ്. a b 
അതും േനർേരഖയിൽ കിടുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ ര؇് 
സമവാകّ׹െളയും തൃلിٝെؚടു؋ണം, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഈ േപായിന്റ് സർׯിളിൽ 
കിടؗുׯതിനാൽ ഈ സമവാകّം ന് തുലّവും ന് തുലّവുമായ െകാ؇് തൃلിٝെؚടണം എؗതാണ്x b y 
. ഈ സമവാകّം ഇേؚാൾ തൃلിٝെؚടണം, കാരണം ഈ േപായിന്റും ഈ േനർേരഖയിലായതിനാൽ ഈ 
സമവാകّം തുലّമായ എؗിവയിൽ തൃപ് തിെؚടു؋ണം , അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം x a, y 
ഉ؇് , ഇേؚാൾ നأൾ െചؗുإത് ന് തുലّമായ എؗത് മാئിرാപിുׯക എؗതാണ് ؛സ് ma b 
ഡിയിേല്ׯ ഈ ആദّ സമവാകّ؋ിൽ, ഈ ആദّ സമവാകّ؋ിൽ നമു്ׯ ഉتിടെب؋ാം അതിെന b 

 ം , അത് ma dുׯഇനിؚറയുؗ സമവാകّം ലഭി ׯതുടർ്ؗ നമു് ,ുؗുׯാപിرിئമാ ്׺സ് ഉപേയാഗി؛
ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ഈ പദْപേയാഗവും ഇവിെടയും തുറׯണം, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം 
കാണുകയാെണ׸ിൽ അത് തുറുׯക. അതിന്െറ ഒരു കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിെല ഒരു ര؇ാം ഡിْഗി 
സമവാകّമാണ് , അതിനാൽ അവയ്്ׯ പരമാവധി ര؇് യഥാർ، േവരുകൾ ഉ؇ാകാം, അത് ര؇് 
വّതُّ ٝയഥാർ، േവരുകളാണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് വّതُّ ٝയഥാർ، േവരുകൾ ലഭി׺ാൽ a 
യ്്ׯ ര؇് വّതُّ ٝയഥാർ، േവരുകൾ ലഭി׺ാൽ നമു്ׯ ര؇് ലഭിുׯം ഈ സമവാകّ؋ിൽ , യുെട a 
ര؇് വّതُّ ٝയഥാർ، മൂലّ׹ൾ ഉെ؇്ؗ എؓാണ് സൂചിؚിؗുׯത് , ഉദാഹരണ؋ിന്, നമു്ׯ ഈ 
മൂലّ׹ൾ ഒരു നൗ؂ും ഒؗും ഉ؇ായിരിׯാം , തുടർ്ؗ എؗത് ؛സ് ന് തുലّമായതിനാൽ ഒരു b ma d 
നّൂനുമായി െപാരു؋െؚടാം. എؗത് ؛സ് ന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ a Naught b ma Naught d 
നമു്ׯ ഇത് ഒരു സാധّമായ വിഭജന ബിؕുവായി ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് ഒരു വിഭജന ബിؕുവായിരിׯാം, 
അതിനാൽ ഇവ ര؇ും ആഹ് ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ വّതിരിװമായ േവരുകളാണ് ഇവിെട മെئാരു 
കവല േപായിന്റ് യുമായി െപാരു؋െؚടുക അ׹െനെയ׸ിൽ, േകാർഡിേന്ئ ao x 
ഒؗായിരിുׯേآാൾ േകാർഡിേന്ئ വൺ ؛സ് ആയിരിുׯം, അേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് വّതُّ ٝy ma d 
യഥാർ، േവരുകൾ ഉتേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകൾ ഉ؇ാകും , അവിെട േനർേരഖ 
വൃ؋െ؋ ഖ؈ിׯാൻ േപാകുؗു, അത് ഇതുമായി െപാരു؋െؚടും. ഈ സؕർഭ؋ിലൂെട പ׺ , ഈ 
വൃ؋െ؋ ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകളിൽ ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകളിൽ മുറിؗുׯ പ׺ വരയുت 
മെئാരു േകസ്, ഈ സമവാകّ؋ിൽ നമു്ׯ തുലّ യഥാർ، േവരുകൾ ഉتിട്؋ നമു്ׯ തുലّ 
യഥാർ، േവരുകൾ ഉ؇ായിരിׯാം, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത് നമു്ׯ ഒരു 
റൂ؂് മാْതേമയുൂت എؗാണ്. ഇത് ആവർ؋ിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േകസിനായുت ഈ 
സമവാകّ؋ിന്െറ റൂ؂് ഒരു നّൂനാൽ സൂചിؚിׯെ؂, അതിനാൽ ര؇് േവരുകളും ഒരു ന؂ിന് 
തുലّമായിരിؗുׯ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു വിഭജന ബിؕു മാْതേമ ഉ؇ാകൂ, ആ േപായിന്റ ്ഒരു
േകാമ മാْതമായിരിുׯം ؛സ് ഈ േകസ് അടിرാനപരമായി േനർേരഖ ഒരു ഘ؋؂ിൽ d , 
വൃ؋േ؋ാട് ُ١ർശിؗുׯ തര؋ിൽ ഉتതാണ്, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ മാْതേമ ഉൂت , ഈ 
സമവാകّ؋ിനും േകാٌ٧ിനും തുലّമായ േവരുകളു؇് . ഇ മൂؗാമെ؋ സാധّത, ര؇് റൂ؂ുകളും 
സ׸ീർ؉മാണ്, അതിനാൽ യഥാർ، റൂ؂് ഒؗുമിب , കാരണം ഞ׹ൾ്ׯ യഥാർ، റൂ؂് ഇب, 
അടിرാനപരമായി അർ،മാؗുׯത്, ഈ വُٝു വിന് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു യഥാർ، മൂലّം ഇب 
എؗതാണ് . ഈ ചിْത؋ിൽ വൃ؋വും േനർേരഖയും ഒരിׯലും വിഭജിؗുׯിب , കാരണം ഇത് ഈ 
ചുവؗ വരയുെട കാരّവുമായി െപാരു؋െؚടുؗു, കാരണം ചുവؗ േരഖ ഈ വൃ؋െ؋ ഒരിׯലും 
മുറിؗുׯിെ്ؗب നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും , കൂടാെത ഈ ഗുണക׹ൾ േനാؗുׯതിലൂെട 
േകസുകൾ കാണുؗത് വളെര എളുؚമാണ്. വാُവٝ؋ിൽ, ഈ ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّ؋ിന്െറ
വിേവചനം േനാؗുׯതിലൂെട, ഈ മൂ്ؗ േകസുകളിൽ ഏതാണ് ബാധകെമ്ؗ മനസിലാׯാൻ കഴിയും, 
ഈ ْപേതّക ആശയം വّװമാؗുׯതിന് നമു്ׯ ഇവിെട ഒരു െചറിയ ഉദാഹരണം എടുׯാം, നമു്ׯ 
സർׯിൾ ചതുരവും ചതുരവും കൂടി പരിഗണിׯാം. ര؇് ൈമനസ് നാല് ൈമനസ് നാല് x y x y 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗം ൈമനസ് ഒരു േകാമയിൽ ആെണ്ؗ 
നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും ര؇് ആരം മൂ്ؗ യൂണിുئകളാണ് ഇവ േകാർഡിേന്ئ അײമായിരിׯെ؂, 
നമു്ׯ ഇവിെട ഉ؍വം ഉ؇് അതിനാൽ േകْؕം ൈമനസിലാണ് ഒ്ؗ ര؇് അതിനാൽ ഇതാണ് ഇവിെട 
േകْؕം അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ ്ൈമനസ് ഒؗും ര؇ും ആരം മൂ്ؗ യൂണിുئകൾ ആണ് അതിനാൽ 
വൃ؋ം ഏകേദശം ഇതുേപാെലയാണ് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ ൈമനസ് അ؀ിന് തുലّമായ ؛സ് എؗ x y 
േനർേരഖ നൽകിയാൽ സ׸ൽؚിുׯക. േനർേരഖ ഈ േപായിന്റിൽ ൈമനസ് 5 0-ൽ അു׺ത؇ിെന x 
വിഭജിׯാൻ േപാകുؗു, ഇത് അ؋ײിൽ ഈ ബിؕുവിലൂെടയും കടؗുേപാകാൻ േപാകുؗു , y 
അതിനാൽ േനർേരഖ ഇതുേപാെലയാണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ജّാമിതീയമായി 
വരയ്ׯാൻ കഴിയും വൃ؋؋ിനും േരഖയ്ുׯം ഇടയിൽ വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റ് ഇെ്ؗب കാണുക, 
എؗാൽ ഈ സർׯിളിലും ഇതിലും േകാർഡിേനുئകളുت ഒരു േപായിന്റ ്ഉെ؇׸ിൽ , x, y 
ഗണിതശാസ്ْതപരമായി നമു്ׯ ഇേؚാൾ െചᅃٝതുേപാെല കൃതّമായി മുേؗാ؂് േപാകാം. ഈ ര؇് 
സമവാകّ׹ളും ആ േപായിന്റ് യുെട േകാർഡിേനുئകളാൽ തൃപ് തിെؚടു؋ണം, അതിനാൽ ഇവിെടxy 
നി്ؗ നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക, ഈ േപായിന്റ് േനർേരഖയിൽ ؛സ് ൈമനസ് 5 xy x x y 
ന് തുലّമാണ് േകാർഡിേന്ئ ൈമ്ׯ തുലّമായിരിׯണം ഇവിെട ഈ സമവാകّ؋ിൽ ഈ വُٝു ത y 
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ഉപേയാഗിؗുׯ ന്െറ ؛സ് 5 ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ആണ്, കാരണം ഈ വിഭജന x nus x x 
ബിؕു സർׯിളിന്െറ ഈ സമവാകّെ؋യും തൃلിٝെؚടുു؋ം , അതിനാൽ ഇതിന് തുലّമായ y y 
ഉപേയാഗിؗുׯത് ന്െറ ൈമനസിന് തുലّമായ ؛സ് അ؀് ഓവർ ഉപേയാഗി്׺ ഇവിെട നമു്ׯ y x 
ലഭിുؗുׯ , ഇത് ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഇതാണ് , ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ േവരുകൾ 
പതിനാറ് ചതുരമാണ്, ര؇് അ؋آിയാറ ്ൈമനസ് എ؂് തവണ നാ؋١يിെയ؂് തവണ നാ؋١يി ഒ്ؗ മൂ്ؗ 
ഇരുപ؋ി എ؂് , അതിനാൽ ര؇് പരിഹാര׹ളും നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും വിേവചനം െനഗئീവ് 
ആയതിനാൽ സ׸ീർ؉മായ മൂലّമു؇് , ര؇് േവരുകളും സ׸ീർ؉മായതിനാൽ ര؇് േവരുകളും 
സ׸ീർ؉മായതിനാൽ , വിഭജന؋ിന്െറ േപായിന്റ് ഇെുؗبം അതാണ് ഈ ചിْത؋ിൽ നأൾ 
കൃതّമായി ക؇ത്, അതിനാൽ വിദّാർ،ിയും ചില ഉദാഹരണ׹ൾ എടുׯാൻ ْശമിׯണം 
യഥാർ،؋ിൽ ഈ സർׯിളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ മ്ئ ചില വരികൾ നി׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ 
ര؇ിെനയും ُ١ർശിؗുׯ ചില വരികൾ നമു്ׯ സർׯിളിൽ ര؇് േപായിന്റുകൾ പറയാം, തുടർ്ؗ 
ര؇ാമെ؋ ഡി ലഭിׯാൻ ْശമിؗുׯ വിശകലനം ഉപേയാഗി്׺ അത് കാണിׯാൻ ْശമിുׯക. ْഗീ 
സമവാകّം, തുടർ്ؗ ആ ര؇ാം ഡിْഗി സമവാകّ؋ിന് യഥാർ،؋ിൽ ര؇് വّതُّ ٝയഥാർ، 
പരിഹാര׹ൾ ഉേ؇ാെയ്ؗ പരിേശാധിുׯക, അതിനാൽ അടു؋ വിഷയം എ׹െന 
ഇന്റർെസപ്ുئകളും േകാർഡിേന്ئ അു׺ത؇ിെല ഒരു വൃ؋വും കെ؇؋ാം എؗതാണ് , അതിനാൽ 
ഇന്റർെസപ്്ئ എؗതുെകാ؇് എؓാണ് ഉേؐശിؗുׯെത്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം . അײം ഇതാണ് x y 
അײം , ഇേؚാൾ ഇവിെട നമു്ׯ ഉ؍വി׺ിരിؗുׯ ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിന്െറ േകْؕം
ഒരു േകാമയിലും മൂ്ؗ യൂണിുئകളുെട േറഡിയസുമു؇്, അതിനാൽ സർׯിൾ ഇതുേപാെലയാണ് , 
അതിനാൽ ഈ സർׯിൾ മുറിؗുׯത് അെ׸بിൽ ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ അײവുമായി x 
വിഭജിുؗുׯ, അത് ഈ ര؇് േപായിന്റുകളിൽ അײവുമായി വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ദൂരം y 
അെ׸بിൽ ഈ നീളം ഇവിെടയു؇് , അതിനാൽ വൃ؋ം അײവുമായി വിഭജിؗുׯ ര؇് x 
േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ഈ നീളെ؋ ഇന്റർെസപ്്ئ എ്ؗ വിളിുؗുׯ. അു׺ത؇ിൽ വൃ؋ം x 
നിർأി׺തിനാൽ ഇത് ഇന്റർെസപ്്ئ അെ׸بിൽ അെ׸بിൽ അ؋ײിൽ വൃ؋ം ഉ؇ാׯിയ x x 
ഇന്റർെസപ്്ئ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ നീളവും അതുേപാെല തെؗ വൃ؋ം തടشെؚടുؗു؋ ര؇് 
േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت അ؋ײിന്െറ ഈ ഭാഗ؋ിന്െറ നീളവുമാണ് ബുؑി കാലാവرാ y h 
വൃ؋ം അു׺ത؇ുമായി വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ ആ ര؇് ബിؕുׯൾ തأിലുت ദൂരം y 
അടിرാനപരമായി അ؋ײിെല വൃ؋ം ഉ؇ാؗുׯ തടشമാണ് അെ׸بിൽ ചുരു؋ׯിൽ ഒരു y 
വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം നൽകിയാൽ നമു്ׯ എ׹െന കെ؇؋ാം എؗതാണ് േചാദّം. ഈ 
ഇന്റർെസപ് ുئകളുെട മൂലّം പുറ؋ായതിനാൽ അടു؋തായി ഞ׹ൾ ഒരു രീതി ചർ׺ െചുإം, അവിെട
നമു്ׯ സർׯിളിന്െറ സമവാകّം നൽകിയാൽ, ഈ സർׯിൾ അ؋ײിൽ ഉ؇ാׯിയ x, y 
ഇന്റർെസപ് ئിന്െറ ആവിഷ് കാരം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയണം, അതിനാൽ ഇത് 
നി׹ളുേടതാെണ്ؗ കരുതുക. ഇതാണ് നുأെട അײം, അതിനാൽ ഇതാണ് അײം ഇതാണ് x x x y 
അײമാണ് ഇവിെട ഉ؍വി׺ത് , അ׹െനെയ׸ിൽ ഇത് ഇവിെട ഒരു വൃ؋മാെണ്ؗ സ׸ൽؚിുׯക, 
ഇത് േകْؕമാെണ്ؗ നമു്ׯ പറയാം . കെ؇ു؋ക ഇന്റർെസപ് ്ئ ആദّം ഈ ര؇് േപായിന്റുകളുെട x 
േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇േ؋؇തു؇്, ഇേؚാൾ ഈ വൃ؋ം അײെ؋ വിഭജിؗുׯ ഈ േപായിന്റ ്x 
വّװമായും അതിന്െറ േകാർഡിേന്ئ പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ര؇് y 
േപായിന്റുകളും േകാമ പൂജّ؋ിന്െറ രൂപ؋ിലാണ്. ഞ׹ൾ്ׯ ഇ؋ര؋ിലുت ഒരു േപായിന്റ ്ഉ؇് x 
അ؋ײിൽ ഈ ബിؕുവും നമു്ׯ കാണാനാകുؗതുേപാെല സർׯിളിലാണ്, അതിനാൽ ഈ 
ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണം, അത് ഒരു 
ചതുരവും പൂജّ ചതുരവും പൂജّവും ര؇് ؛സ് സിയും നമു്ׯ കഴിയുؗതുേപാെല പൂജّ؋ിന് ga 
തുലّമാണ് വീ؇ും േനാൂׯ ഇെതാരു കٔാْഡാئിക് സമവാകّമാണ് , ര؇് േവരുകളും 
നൽകിയിരിؗുׯത് ൈമനസ് ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് യുെട ൈമനസ് സ്കٔയർ റൂ؂് ആണ്, g g c 
അതിനാൽ ْശؑിേׯ؇ ഒരു വാ്ׯ, ഞാൻ ഉപേയാഗിുؗുׯ എؗത് ഒരു വൃ؋െ؋ സൂചിؚിׯാൻ AI 
ഒരു വലിയײരം എ്ؗ പറയും. േകസ് എؗത് സർׯിളുകളുെട സമവാകّ؋ിന്െറ c c 
ഇടതുവശر تു؋ിരമായ പദമാണ്, അതിനാൽ ഇത് േലാവർേകസ് ആണ്, അതിനാൽ ഇതും c 
െചറിയײരം ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ വّװമായി കാണാം സ്കٔയർ ഈ േയׯാൾ c g c 
കുറവാെണ׸ിൽ സ്കٔയർ ആെണ׸ിൽ േയׯാൾ കുറവാണ്, അേؚാൾ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ g c 
യഥാർ، േവരുകെളാؗുമിب, ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ യഥാർ، േവരുകളിبാ؋തിനാൽ, ഈ 
വൃ؋؋ിൽ കിടؗുׯ േകാമ 0 എؗ രൂപ؋ിന് ഒരു േപായിന്റും ഇെുؗبം അത് ْപധാനമായും 
അർ،മാؗുׯത് അതാണ് വൃ؋ം ഒരിׯലും അײെ؋ വിഭജിׯിب, അതിനാൽ ചതുരം x g c 
േയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ, വൃ؋ം അു׺ത؇ിെന വിഭജിؗുׯിب, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ the x 
ഇന്റർെസപ്ئിന് തടشമിب , അതിനാൽ ഇത് അ؋ײിൽ തടشമിب എؗതിന്െറ അവرയാണ്, x g 
സ്കٔയർ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ മേئ േകസ് , അതിനാൽ ഈ ْപേതّക േകസ് ആഹ് െചإാം. ഈ c 
േകസുമായി െപാരു؋െؚടുؗിب, കാരണം ഈ ചിْത؋ിൽ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ 
കാണുؗു , കാരണം ഈ ചിْത؋ിൽ വൃ؋ം അു׺ത؇ിെന ര؇് േപായിന്റിൽ വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ x 
ഞ׹ൾ കാണുؗു, സ്കٔയർ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ഇത് പൂജّവും ര؇ും േവരുകൾ ൈമനസ് ന് g c g 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ സ്കٔയർ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ര؇് തുലّ േവരുകളു؇്, അതായത് g c 
വൃ؋ം അു׺ത؇ുമായി വിഭജിؗുׯിട്؋ കൃതّമായി ഒരു ബിؕു ഉെ؇്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, എؗാൽ x 
അടിرാനപരമായി ര؇ും കിടؗുׯ ഒരു േപായിന്റ ്മാْതേമ ഉൂت. അു׺ത؇ിലും വൃ؋؋ിലും x 
ആ ബിؕുവിലും വّװമാണ്, അതിനാൽ ചതുരം ന് തുലّമാെണ׸ിൽ വൃ؋ം അ؋ײിൽ g c x 
ُ١ർശിുؗുׯ, അതിനാൽ യുെട മൂലّം ൈമനസ് ആണ് അതിനാൽ േപായിന്റ് ൈമനസ് a g g 
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ആയിരിുׯം േകാമ പൂജّം , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ര؇ും മുതൽ േവരുകൾ തുലّമാണ് 
ഇന്റർെസപ് ئിന്െറ മൂലّം പൂജّമായിരിുׯം, അതിനാൽ സ്കٔയർ യ് ്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ g c x 
അു׺ത؇ുت ഈ വൃ؋؋ിന്െറ ഇന്റർെസപ് ്ئ പൂജّവും മൂؗാമെ؋ േകസ് സ് കٔയർ േയׯാൾ g c-
വലുതാെണ׸ിൽ സ് കٔയർ േയׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ അേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് വّതّസ് ത d c-
േവരുകളു؇്, അതിനാൽ േവരുകളിൽ ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ര؇് വّതُّ ٝേവരുകൾ 
നമു്ׯ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ര؇് േവരുകൾ ൈമനസ് ؛സ് ന്െറ വർ״മൂലമായിരിുׯം ൈമനസ് സി, g g 
മേئ റൂ؂് ൈമനസ് ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ആണ് ഈ സാഹചരّ؋ിൽ, സ്കٔയർ g d c g c 
േയׯാൾ വലുതായിരിുׯേآാൾ, ഈ വൃ؋ം അײെ؋ ര؇് വّതُّ ٝേപായിന്റുകളിൽ x 
വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ബിؕുകളിെലാؗാണ് , മേئ േപായിന്റ് ഇതാണ്, തുടർ്ؗ സർׯിൾ 
നിർأി׺ ഇന്റർെസപ്ئിന്െറ മൂലّം അײം ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂരമായിരിുׯം x x 
അ؋ײിൽ അു׺ത؇ിന് തുലّമായ വൃ؋ം ْപതിനിധീകരിؗുׯത്, അതിനാൽ ഈ ര؇് x 
േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂരം സ്കٔയർ ൈമനസ് യുെട ര؇് മട്׹ വർ״മൂലമായിരിുׯം, g c 
അതിനാൽ ഇത് അു׺ത؇ിൽ സർׯിൾ ഉ؇ാׯിയ ഇന്റർെസപ്ئിന്െറ എ٧്ْعപഷൻ അതുേപാെല, x f 
ചതുരം േയׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ , അ؋ײിൽ വൃ؋ം നിർأിؗുׯ ഇന്റർെസപ്്ئ ചതുരം c y f c 
ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ചതുരം ൈമനസ് യുെട ര؇് മട്׹ വർ״മൂലമാെണ്ؗ കാണിؗുׯതിനുت f c 
ഒരു വّായാമമായി ഇത് അവേശഷിുؗുׯ . അ؋ײിൽ വൃ؋ം ഉ؇ാׯിയ ْപതിബؖം പൂജّമാണ് , y 
എഫ് സ്കٔയർ േയׯാൾ കുറവാെണ׸ിൽ , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ വൃ؋ം അടിرാനപരമായി c y 
അ؋ײിൽ ُ١ർശിുؗുׯ, ആ ബിؕുവിന്െറയും േകാർഡിേനുئകളുെടയും േകാർഡിേനുئകൾ പൂജّം 
േകാമ ൈമനസ് ആയിരിുׯം കൂടാെത ഈ മൂؗാമെ؋ േകസിൽ ചതുരം േയׯാൾ f f c-
കുറവാെണ׸ിൽ , വൃ؋ം അײവുമായി വിഭജിؗുׯിب , അടു؋തായി നമു്ׯ ചില ْപٍ׹٠ൾ y 
േനാׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട ഒരു ْപٍ٠ം ഇവിെടയു؇്, ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇്ؗ 
പറയെؚടുؗു, അതിന്െറ സമവാകّം ഈ ചതുരമാണ്. ؛സ് ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ആറ് x y x y
 ,ിന്െറ മധّഭാഗം ഒരു േകാമ മൂؗിലാണ്؋؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ വൃ؋സ് ആറ് പൂജّ؛
അതിനാൽ ഈ േകْؕം ഈ വൃ؋ം ഇവിെട പ׺ നിറ؋ിലാണ് വര׺ിരിؗുׯത്, ഈ വൃ؋؋ിന്െറ 
ആരം ര؇് യൂണിുئകളാണ് , തുടർ്ؗ അത് േْഗയിൽ വര׺ിരിؗുׯ ഈ പ׺ വൃ؋؋ിന്െറ 
വّാസ׹ളിെലാ്ؗ പറ؁ു അതിനാൽ ഈ വّാസം മുതൽ വെര പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ en pq p q 
ഈ വّാസം യഥാർ،؋ിൽ മെئാരു സർׯിളിേല്ׯ േരഖെؚടുുؗു؋, അത് ഭാഗികമായി ചുവ്ؚ 
നിറ؋ിൽ വര׺ിരിുؗുׯ , ഈ ചുവؗ വൃ؋ം ര؇് േകാമയിൽ േകْؕീകരി׺ിരിുؗുׯ, ഈ 
ചുവؚിന്െറ ഈ ആരം കെ؇؋ാൻ േചാദّം േചാദിുؗുׯ. വൃ؋ം അതിനാൽ ഇത് വളെര 
കടുؚമുتതب , കാരണം ഈ ْഗീൻ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ്ഈ പ׺ വൃ؋؋ിന്െറ വّാസമുتതിനാൽ 
നമു്ׯ പ׺ വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗം ആെണ്ؗ പറയാം, ഇവിെടയു؇് േകാർഡിേനുئകൾ ഒؗാണ്o um 
േകാർഡിേനുئകൾ അെ׸بിൽ ഒؗും മൂؗും, ഈ പ׺ വൃ؋؋ിന്െറ ഈ വّാസം ചുവؗ 
വൃ؋؋ിന്െറ ഒരു കൂ؂മായതിനാൽ വّാസ؋ിന്െറ അവസാന ബിؕുകളായ എؗീ ര؇് p, q 
േപായിന്റുകൾ ഉ؇ായിരിുׯെമ്ؗ വّװമാണ്, എؗാൽ ഈ എؗിവയും ചുവؗ വൃ؋؋ിൽ p, q 
കിടുׯം. കാരണം ഈ മെئാരു ചുവؗ വൃ؋؋ിന്െറ ഒരു േകാർഡ് കൂടിയാണ് , ഈ ചുവؗ pq 
വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗം ഈ ബിؕുവായിരിׯെ؂ , അതിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ര؇് േകാമയായി 
നൽകിയിരിുؗുׯ, ഈ േകാർഡിേന്ئ ര؇് േകാമയായി നൽകിയിരിുؗുׯ , ഈ ദൂരം കെ؇؋ാൻ ap 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. ആണ് റാഡി ആയിരിുׯം നأൾ ഈ ചുവؗ വൃ؋മാണ്, അതിനാൽ 
ഇേؚാൾ ഈ േപായിന്റ ് ഈ േപായിന്റുമായി ബؖിؚി׺ാൽ , ഈ ആംഗിൾ ഡിْഗി a poa 90 
ആയിരിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം, അതായത് േല്ׯ ബؖിؚിؗുׯതിനാൽ , ഈ ര؇് a q 
ْതിേകാണ׹ളും ഉം ഉം േയാജിؚാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാം. കാരണം ഈ വശ്؋ നിؗുت ഈ poa qoa 
വശം, അതിനാൽ യുെട ഈ വശം യുെട ഈ വശ؋ിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഈ ര؇് നീളവും poa qaqoa 
ചുവؗ വൃ؋؋ിന്െറ ആരമാണ് , തുടർ്ؗ ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ൾׯിടയിലും ഇത് ഈ വശമാണ് 
സാധാരണമാണ് , കാരണം പ׺ വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕമാണ് ْതിേകാണ؋ിന്െറ o poa 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇത് വّാസ؋ിന്െറ േകْؕമായതിനാൽ ഈ qo qo p ah 
ര؇് ْതിേകാണ׹ളും തുലّമായതിനാൽ ഈ ര؇് േകാണുകളും തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ p oq 
ഒരു േനർേരഖയായതിനാൽ ഈ ര؇് േകാണുകളും 90 ആയിരിുׯം നി׹ൾ ഇേؚാൾ ഈ വലത് 
േകാണിന്െറ ْതിേകാണം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് സൂം െചയ് ത് ഇവിെട poa 
കാണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ഒരു ര؇് േകാമ ആെണ്ؗ പറയാം, ഇത് ഒരു േകാമ മൂ്ؗ, ഇതാണ് o p, 
അതിനാൽ ഈ ദൂരം ഇേؚാൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു. എؗത് പ׺ വൃ؋؋ിന്െറ po 
ആരവും അതിൽ നിؗുتതുമാണ് ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ പ׺ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം ര؇് 
യൂണിുئകളാെണؗും അതിനാൽ ഈ ദൂരം ര؇് യൂണിുئകൾ്ׯ തുലّമാെണؗും ഈ ദൂരം op oa 
എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാം, കാരണം നമു്ׯ എؗിവയ് ുׯം േകാർഡിേനുئകൾ ഉتതിനാൽ ഈ o, a 
സമവാകّം നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും. അത് അ؀ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ നأൾ 
ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓം ْപേയാഗി׺ാൽ ഈ ْതിേകാണ ഓؚിന് ഈ നീളം യൂണിുئകളായി 
ലഭിുׯെമؗും അതിനാൽ ചുവؚിൽ കാണി׺ിരിؗുׯ മ്ئ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം 3 യൂണിئാെണؗും 
കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ് . അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഈ ْപഭാഷണം പൂർ؋ിയാുׯം, 
ഞ׹ൾ കുറ്׺ ْപٍ׹٠ൾ കൂടി കാണും, കൂടാെത ഒരു നിحിത േപായിന്റിൽ ഒരു സർׯിളിേല്ׯ 
ടാൻെജന്റ്, േനാർമൽ എؗിവയുെട സമവാകّം എ׹െന േനടാെമؗും േനാׯാം നؕി 
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