
ङߕదܽ ఉప࠴  సంࡹ సࡍए ङߕఉప ݡంࡓ ల߯ ࡽ छࣃ ڕలࣃ గతం, ࠭࠲ ఈ ఉపߕङ సంࡹ వృతफం ࡅకए నऒࠚ࢑   
फࣃڵࣃనڜ ࡹరంభంߦऴ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘలހల సࠬకరߦࡐ ఒక వృతफం ڴ޶ం࠭ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ చࡍऐ फࣃ ࠭.
 ఇవछ బݟన ߖ࡯ڝ ߤߕ ݡ࠮య࡛ ࠼ߦంటऱ ޳छ  ࡌ
, ఏ࢐ ߕ޼ङ సం ࡅకए ఇవछ ࡱ࢓޶ంࠉ ߩంڵ࠭ ݡంࡓ  బݟన వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం ޳छ  ࡌ
మనం ఆࣣ ࡿࢗ ړफ ࠭ 
వృతफం 

మ࠾ࡍ అࣾం ࡓంݟంܽߙࡹ వృతफం ࡅకए  అంత࠻ࡌలߘ కھߘనࣇ ړߖݞऴޑలݞږ ߘ x y 
߰ంޔ޶ం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࢓ङ తओ ऒߕ ల࢑ ߘవࡍంచߖڜ ࠭࠲ ړߖݞऒ  సమసङ లݞږ ߘ పࡍషए फࣃࡍ ࠭, 
भ޳ࠚరంߦऴ ޜ ߖ࢐ܽ ޴ంړబܽद మనం ఈ ऴڒ ం ڒబܽद మన࡯ߖڝ ߤߕ ݡ࠮ ڕయ࡛ ࠼ߦం݋ ఇవछ బݟం޴.ah 
ం࠼ߦ ݡ࠮  ऱܿ సరళ ࡔఖ࢓ࡶ ࡹ, అߩओ एࣇࣝ ݡ ం࠼ߦ ݡ࠮ ڕమన ݟంߘ ࡽ ऱܿ ఉం݄ మ࠾ࡍ అ࢑ 
సరళ ࡔఖڕࡶ ࡹం݄ ڷ ߖ޳ంࢇࢗ ݞच  ऴపޙङ క࠳న సࡍए .ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఉంద ࡽ
 ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ޳ࡶ ऴߦథࠫకంڴ ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ఉంݦ ఒక ऴపޙङ క వృతफం మనం ఎలऱߩओ  ఒక ݢ
ऴపޙङ క࠳న వృޑफ ऒߖ  కھߘనవ۪ऐ , అޙ࠼ ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ߖ࡯ڜయ࡛ ڴ࢑ߖڒ ఉనऒ ంత వరڕ ࠪऴత࠲ 
అ࢑ ఒక ऴపకటన సరళ ࡔఖࡹ ఉండږడڒ ޶బܽद మనం ߩۮओ ࡍఆڝ ంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ ం ఈ޳ంڕ नࡱ ݋ߝ x one
y one x two y two nx three y three, 
ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ంటऱ ڷంࢇࢗ ݞऱ వృޑफ ऒߖ  కھߘనړߖݞ మనం ऴߦథࠫకంڴ ఆ వృతफం ࡅకए ऒߖ޳ంऴښ   మ࠾ࡍ 
࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴.
  వృతफం ڒబܽद మనం ఆ వృతफం ࡅకए ࢐ङ ࠾ࡍంऴదం మښ  बࡌࣃ ऒߖ  ऴపޙङ కంڴ కھߘనగޙڵ࡯ , మనڕ 
ऴߦథࠫకంڴ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ఉం޴, మనࣇࣝ ڕए  , ࣆࡱޘ ऱࢁతం మ࡯రణ ఫ߄ࣃ ఒక ݟంߘ ࡽ
మనڕ సࡍए .ం݄ڕࣆޓ ߘߩంڷ ߕ޼ఏ ڕహరణ޳ఉ ࠾ࡍఉం݄ మ ࡽ
 ఇకए డ ۧ࡮ కషदం మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ޓగ ࡅకए  లంబ ޴छ ࠙గమߩۮ ߖओ ओߩం, అ޳ంڕ ఉనऒ ݡ త ߦఠࢡల ab 
एࡍస , ࣆࡱޘ ڕమన ݟంߘ మధङ ࡽ ओߩఎలऱ ࡹ ߯ ࣒ࠑ ఈ లంబ ݢ  ఎకए  ऱ ctorࡏࣃ ࡮ۧ ޴ఒక۲ట ఉంܿం ݩ
ङ޳࢑  ߘबలࡏ
ఒక సࡍए एࡍస ڕࠬ ޳ࡶ ޳ఉం ࡽ ఇవछ ࡽ బݟం޳ అߖ అడగంݟ మ࠾ࡍ సࡍए కएࡅ ࡽ ऒߖ޳ంऴښ   కھߘనమߖ 
ࠫమघ ऒ࡯  అڒ ࡏޑڷݡబܽद ఇకए డ ښంऴదం ۫పబడڒ ޶ࡶబܽद ࠬࡏ ఈ సࡍए కएࡅ ࡽ ऒߖ޳ంऴښ   ఎ࡮ 
కھߘంܼࡏ ఈ ऴߦపࡎ दߖ ఉపڵࡆంచడం ఒక ࠪర ठం ڒబܽद మనం ޴࣋ۯ ఏࡓ ߕ޼ంݡ ఏకపࣾ ޓగలߘ 
घࡍߖ ంచవ۪ऐ  ࠭࠲ గ , ఆ߯ޓ కࡖమ ޴గ, ఇޓ ఒక ޴బܽद ఇڒ 
ఈ ࡓంޓ ݡగలڕ లంబ ޴छ घࡍߖ ߘలڴ࠙ फࣃ నలऱ ۪కए ޴బܽद ఇڒ ࠭ ల ࡔఖ.
కएࡅ ߩంڷ   లంబ ޴छ కए۪ ڷరం࡯ߗ ఈ ఇతర ࠾ࡍంగం మ࡯ ల ࡔఖ ޓగ ࡅకए  లంబ ޴छ  ంగం, ab cd࡯
ఇߩओ ఇకए ݟంߘ फࣄఈ ఆ ݡ డ మనࣆࡱޘ ڕ, వృతफం ࡅకए కएࡅ ߩంڷ ߕ޼ంऴదం ఏښ   లంబ ޴छ ࣊క द࡛  ߯  
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ښంऴదం తపओ ఎకए ޴ఇ  ࡯࢐ڝݡప ڴࡍసߖ కएࡅ ݋ࣔ ఒక ۲ట ఈ ݩ  లంబ cd 
छ޴ ࠙గ࠳న ఈ ࡯ߗరంڷ ۪కए ల ࡔఖ߯ ޓగ ࡅకए  లంబ ޴छ ࠙గ ࡔఖ߯ ఉం࡯ݞ.ab ab 
 ఇ ښంऴదం తపओ కए۪ ߩࡱఈ న ڴࡍసߖ ల ࡔఖ మ࡯ߗ ࠾ࡍరంڷ ۪కए ల ࡔఖ ࡓంݟంܽ߯ ప࡯࢐ڝݡ మ࠾ࡍ 
ఈ ࡓంݡ పంڕफࡱ ఖۨऐ తంڴ ఒ۲ ښట కࣃࡱफ ఇకए ,࠼ డ ఈ ఖండన ࣃब నం ఈ సࡍए  ߖఉంܿంద ڴంऴదంښ ړ ࡽ
ఖۨऐ ࠭࠲ తంڴ అڕߘంܿߕऒ .చనࡹథࠫక ఆߦమన ऴ ޴బܽद ఇڒ ࠭
కएࡅ దట వృతफం࠴  ऒߖ޳ంऴښ   కھߘనړߖݞ ఇకए డ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ  ల࢓޶ంࠉ ݡ࠮ బܽद ఈڒ ߘ
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ  ఒక వృతफం ఉం݄, ఈ ࠉ ݡ࠮ం࢓޶ల ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ ऱܿڴ ఒక వృతफం ఉందߖ 
అڕߘం޳ం, 
అߩओ  p 1 p 2.޴ఖ ఉంܿంࡔ సరళ ߮࡯క ߘల ࠾ࡍమ ݡ
  ఈ వృతफం ࡅకए  ఖ p two pࡔ సరళ ߮࡯క ߖޓऴ ࠾ࡍమ ڴ࡮గޓ 
అ޻ వృతफం ࡅకए  మࡖక ޓగ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖޑ࡯న ఫࣄ۫ మనం ݡ  ఉపڵࡆంۨ ఈ వృతफం ah 
కएࡅ ऒߖ޳ంऴښ  నవ۪ऐھߘక ڴలభంࣆ   ఎం޶కం݄ ఇߩओ ऒߕఉ ࡱగޓ ݡంࡓ ڕమన ݡ .࠼
 మనం ࡍߖघ ంచవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡔఖ ࠭ڜघ కएࡅ ݡంࡓ   లంబ ޴छ ࠙గంڴ ఉండߖవछ ంݟ p one p 
మ࠾ࡍ ఈ పంړ फ ऴࡓ ݡޑంݡ ऴࡅ ޓకए  లంబ ޴छ ࠙గంڴ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఆ߯ ఖంݞంతర p p 
వछߖఉండ ڴ࢓޶ంࠉ ంݟ.
  ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కھߘనడం ۧࣆ ࡮లభం అߖ మనం కھߘనऒ  తࡌछ త ఈ ࡓంݡ లంబ ޴छ కएࡅ ల వృతफంڴ࠙  
ऒߗఅవ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  ޴ఉంܿం ڴంऴదంښ  ఈ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ बࡌࣃ op2 op3 ڴసࠪనం ړߖ
ఉంܼ࠼ మښ ࠾ࡍంऴదం మ࠾ࡍ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए ࡍఆڝ  न݋ߝ లڕࣆࡱޘ ߘనऒ  తࡌछ త మనం 
వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యగల࠭ ڒబܽद మనం ޴ڜ ߖߖ޳भ޳ۯ ڴभ ం  ఇߩओ ఇకए ݡ డ ښంऴదం ࡅకए  
ࡍఆڝ न݋ߝ లߘ ߰ందړߖݞ ఒక ࠪర ठం ఏࠫటం݄ , ఈ ࡓంݡ లంబ ޴छ ऒߖހల సࠬకరڴ࠙  ऴࣄ࢐, ఆ߯ ఖండన 
షएࡍప ߘ࢓޶ంࠉ క࣊ࠑ బܽदڒ ,ంచడంࡍ द࡛  లޜ ऴߦరంࠚంۨ ఇ࣊ࠑ ޴క द࡛   ఇ࣊ࠑ ޴క द࡛ క࣊ࠑ బܽद ఈڒ   द࡛  b1 b2 b 
ఒకܽ ޓగ ࡅకए  ఈ మధङ మధङ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ  కएࡅ ࢓޶ంࠉ  ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ఈ ޓగ 
కएࡅ  మధङ కएࡅ ࢓޶ంࠉ   
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ࡍఆڝ नࡱ ݋ߝ 
ఈ ఇతర ࣔߧ ݀ ߧ ݋ ऴࡅ ޓకए  ఈ మధङ కएࡅ ࢓޶ంࠉ  ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ ݀ పऱ࣒  ऴޓ ఓవ࡛ ܿ ࡓంݡ x x ny 
 ప ऱ࣒  ऴޓ ఓవ࡛ ݀ ࡓంڒ ݡబܽद ఇߩओ छ޴ లంబ ࣒࠻ఈ బ ݡ ࣊క द࡛  వࡅ ߤకए  సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యడం y ah b 
ం ఇకए޳ంڕߘఒక ఉం݄ అ ڕకం݄ మన޶ఎం ޶ڒ ޴న࠳నݎక ࡮ۧ డ ࠼ߦం݋ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ మనڕ ఈ 
లంబ ޴छ ࣊క द࡛  ఒకܽ߯ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ లߘ కڵ࡯ ఉనऒ ओߩۮ ߖఉంద ݋ం࠼ߦ   ం, b x y޳ంڕ
అߩओ छ޴ ఈ లంబ ݡ ࣊క द࡛  వ࠳ ࡱ࢐ ߤన࣒ ఒకܽ పऱ࣒  b y y y x x ݟంచబڵ࠙ ޜన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ 
छࡌత ݡంࡓ ڴఅదనం  ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ త ఈ ޓగ మ࠾ࡍ ఈ లంబ ޴छ దళం ࠴కए నऒܓ  ఒకܽ 90 x d ࡹ
फనऒࣆࡱక ࡱڶऴݟ ऱܿ మనం ۫ࣃफ ల ఉతओࡱ࢐ ఖలࡔ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠭ కएࡅ గޓ బܽद ఈڒ న࣒ ఒకܽ࠳ फޒ  
లంబ ޴छ ࣊క द࡛ ࡓ  ऱܿ ࠳ ڕࡱ࢐ ࡱ࢐న࣒ అޔ࢓ం޴.

ऒߖ޵ బܽद మనంڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ  చకए  ऴ࢐࣋फ y y x x ڵࡍޒ ڴ
ऴߦథࠫకంڴ ఈ లంబ ޴छ ࣊క द࡛ కएࡅ   సࠬకరߖހऒ  ߰ం࠭ޑ޶ ఎం޶కం݄ మڝ ࠾ࡍఆࡍ नࡱ ݋ߝ  ఈ x y 
లంబ ࣊ࠑక द࡛ ऒߖހఈ సࠬకర ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߖࡹ   సంతృߧफ పరۧ࡯ మ࠾ࡍ మనం ߖ޵ऒ  फ࣋ۯ ߤࠀࡍ ڴभ޴ڜ 
మనڕ ఈ సమయం వࣆफంڒ ޴బܽद మనం ߖ޵ऒ छࡌన తࣄۯ ߤࠀࡍ  త మనڕ లࠚం޴ۯ ఇڒ ޻బܽद ఇ޴ 
లంబ ޴छ ࣊క द࡛ కएࡅ ߤవ ࠉ  .దܽ సࠬకరణం࠴ 
 
కएࡅ ޓऴ ࡹޒపదम ޻ఇ ݡంࡓ ݟ࢘  లంబ ޴छ ࠙గ సࠬకరణం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒښ p one p p two p 
࢑ధ࠳న వङ ڔ फకరణ ࠳న࣒ సమߕࣆ ࡱ࠻ऒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߝంటࢗ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ  మ࠾ࡍ ఇߩओ  y ݡ
మనం ښవలం ఈ ࡓంݡ సࠬకరހలߘ ఏకڒలంࡹ పࡍషए झ࡯ంۧࡍ న అవసరం ఉం޴, ఎం޶కం݄  ఈ ࡓంݡ 
సࠬకరހల ޳छ ఇవछ ࡱހసࠬకర ࡌ బݟన ఈ ࡓంݡ లంబ ࣊ࠑక द࡛  ల ఖండన ࠉం࢓޶ వృతफం ࡅకए  ంऴదంښ 
అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఈ వృతफం ࡅకए ऒߖ޳ంऴښ   కھߘనړߖݞ మనڕ ఈ ࡓంݡ సࠬకరࡱހ అవసరం.
  సࠬకరࡱހ ఏకڒలంࡹ మ࠾ࡍ 
ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల పࢲࡍए రం అ࠼న మ࠾ࡍ లߘ x y x naught y naught

మ࠾ࡍ  so y naught x naught
ఆ తࡌछ త ޳छ फࣃۨࣇ ࡌ ࠭. so x 

అ޴ߝ వృతफం ࡅకए  naught y naught p one p two p three   ݞంڷ ࠾ࡍమ ޴ంऴదం , ఇښ 
ओߩఇ ,޴ంޔࢂࢗ మనం ఈ వృతफం మధङ ݡ ఉనऒ ࡹ ࡍఆڝ  नߕࣆ ࡱ ݋ߝऒ ऒߕࣆ   x y x naught y ݋ߕ ޳ࡶ 
అߖ కߕھߘऒ ࠭ 
࢐ङ బܽदڒ రࣃ बం ޳छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ r 

తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒ కएࡅ రऴసంޔతफం చ࠴ న࣒࠳   వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం x 0 x 2 y 0 y 2 
మߘߝ ࠾ࡍ ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿڴ మనం ఈ ޷రం ޳ࡶ ఈ ޷రం ޳ࡶ ఈ ߖࡌ޷ऒ ऒߕڕࣆޓ   
࢐ङ రࣃ बం ఒ࡮ښ ఉంܿం޴.
 ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ 
ంऴదం మధङښ  ࢐ङ రࣃ बంࡹ ఈ వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  మనం ࣆలభంڴ ऴ࢐యగల࠭, మࡖక ࠭ఖङ  న࠳
࢑షయం ఏࠫటం݄ , ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ పరసओ రం ߖࡶ ఈ పࣄࡍबޒ మనߖ ڕజంڴ ఎంڕ޶ అవసరం మ࠾ࡍ 
 కం݄޶ఎం ޶ڒ కషदం ࡮ۧ డటం۫ ߖߖ޳
ం࠼ߦ ݡ࠮ ఈ ࡱ࢒ ऱܿ ߖ࡯ڝయ࡛ ڴ ఉం݄, ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ఒښ సరళ ࡔఖࡹ ఉనऒ టऱޙ࠼, అ࢑ ఒښ 
వృతफం߯ ఎߩओ फࣃߧ۫ ࠭࠲ ߖపడవ ݢ నऒڕݡఒక వృతफం ࠬద ప ޾ఏ ࡏ࢐ ࠭ టऱޙ࠼, ఆ వృతफం ࡅకए  y 
 ంऴదంښ
ఈ ޓగ మ࠾ࡍ ఈ ޓగ ࡅకए  లంబ ޴छ ࠜజం ࡓంݟంܽ ࡅకए  లంబ ޴छ ࠜజం ࡅకए  ఖండన వదभ ఉం࡯ݞ 
మ࠾ࡍ మనం ఇంతڕ ࠭ంߗڒ ࠭ࣃ۫ ޶ మనం ఇకए డ ۫࣋फ లంబ ޴छ ࠜజం  ࣔࡅ ݋కए  p1 p2 b1 
ఇ࡮ ఉంܿం޴ మޓ ࠾ࡍగ ऴࡅ ޓకए క࣊ࠑ  द࡛  లంబ ޴छ ࠙గ࠭ ఇࡓ ޴ంݡ ఇ޴ మࡖక ࡯ߗరంڷ p two p b 
۪కए ల ࡔఖ అޙ࠼ ఒښ సరళ ࡔఖ߯ ఉనऒ ం޶న ఇࣆ ࡮ۧ ޴లభం లంబ p one p two p three 
छ޴ ऒߕఉ ڴకܽ సࠪంతరంڜߖ޳ఒక ݢంࡓ ࡱڴ࠙ యߖ ۫డంݟ, ఎం޶కం݄ మనڕ ఇకए డ సరళ ࡔఖ ఉం޴ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇޛ ݞږ ޴ంࠢ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡓంݡ లంబ ޴छ ఖంࡱݞ సࠪంతరంڴ 
ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ అ࢑ ఎపओ फࣃࡱక ڔܽ ఎపओ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ फࣃࡱక ڔܽ బܽद అకएڒ ࠼ డ అߖ అర बం.
 ఏ వృతफం ږڒడ޶ ఎం޶కం݄ అకए డ మనం ఈ ࡓంݢ కࠉ ࣋࡯ంߘ࢓޶ కھߘన࠭ࡶ ఎం޶కం݄ అ࢑ 
సࠪంతరంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఏ వృతफం ఉండ޶ ఈ ݟ࠮ంܽ࠼ޑ߱ܽ޳ ߗ, ఎం޶కం݄ ich 
ఈ ݡ࠮ ఎకए అకए ࡆޑళࢗ ݟంߘ ݟ డ ߘంݟ ఒక వృతफం ఉం݄, లంబంڴ ఉం޴ ݦछ తపओ ࡱڴ࠙  ఆ ڴࡍసߖ
వృతफం మధङ फࣃࡱక ࡹ छ޴ లంబ ݡంࡓ న ఈ޶యనంۯ ఖండన అ࢑ ߗڒ ,࠼ ఖంࡱݞ ఈ సందరग ంࡹ ఖండన 
.࢓ందۮ
  
ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ అబదमం 
ओ߮ۮ  వృతफం ఏࡶ ޵దߖ ఇ޴ అߘసࣆࡍफం޴, ఈ ఆࣣ ߖߕ߄࢑ऒ  ࢑వࡍంచ࠭࠲ ړߖݞ ఒక ۨనऒ  ఉ޳హరణ 
ం࠼ߦ ڷࡱߕ ڕమన ࡹహరణ޳బܽद ఈ ఉڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ऱܿ ఇవछ బݞन ړ࣌ ߤڒ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ ऱߤڒ ڡ అߖ 
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ం࠼ߦ ڷࡱߕ య అం݄ ఈڔచऴ  ࠭ࡌڝ ࠭࠲ ߖంచమߧ۫ ऱܿ ఒښ వృతफంࡹ ఉంܼڒ ࠼బܽद ۫ߧంۯ ఒక 
ࠪర ठం ఏࠫటం݄, మనం ࠴దܽ ࠼ߦ ݡ࠮ంటऱߩۮ ߘओ  ڥߖత ߖఅ ޳ڒ య࡛ߖ࡯ڜ అ࢑ ࠾ࡍం మ޳ంڕ
ऒߖހమనం సࠬకర ޙక߱ڒ య࡛ߖऱ࡯ڜ అ࢑ ,ࣄۯ  కھߘనవ۪ऐ .
 ఈ ࠉ ݡ࠮ం࢓޶ల ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  ఒక వృతफం ࡅకए  వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  తࡌछ త, ఈ 
ఇకए ࢓޶ంࠉ డ ߕలठవ ࠼ߦం݋ ߯ ఉం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయవ۪ऐ .t 
चࢇࢗ ݞంڷ ల࢓޶ంࠉ ݡ࠮ దܽ దశ ఈ࠴ బܽदڒ ޶ڒ ޳ࡶ వృతफం ߨ݇    వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  
కھߘనడం ࠴దܽ దశ,  ڒబܽद మనం ఇకए డ ࠮లంڝ ޜఆࡍ न݋ߝ అࣿߖऒ  ఒకܽ మనం ࡹంటऱ࠼ߦ फ࣋ڶ 
.
 ఇకए డ ࠼ߦం݋ ఒక ߕࣆऒ బܽद ఇకएڒ ޴ంࣄڵ࠭  డ ऴపޒ చޔరऴసం ݋ߖ࠿ ߰డ࠼ߦ ࢓ంࡓ ݋ం࠳ ݡన࣒a 
ఏݡ ఈ ࡔ ࢓ࡱߖఖ߯ ఎకए ఎకए ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ݩ ߖ࠿ ݡఏ ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ఉం ݩ ऱܿ మ࠾ࡍ 
ళचࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ ఒకܽ ఒక వృతफం ఈ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ డవ࠮ వలࣄ వ࣋फ, ړ࢐ܽ p one p two 

߭ ࡏ߮ ߖఅ ݡ࠮ दܿڕం޳ం, అߩओ ంచవ۪ऐށగࡍప ߘఖలࡔ సరళ ݡంࡓ మనం ఈ ݡ , అ࢑ సओ షदంڴ p 
घ࠭ڜ ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ࠾ࡍవృతफం మ  ࠼ఉంܼ ڴࡱగޓ ల లంబ p 1 p 2 p 3 
छ޴ ऒߖހల సࠬకరڴ࠙  కھߘంܼ࠭, ࣊ࠑక द࡛ క࣊ࠑ ࠾ࡍమ ߤవ ࠉ  द࡛ పओۮ ߖఅ ݀ ࠉ  ంݟ , ఆ߯ అ࢑ ఎకए డ 
కࣃࡱफ भ޳۫ ࡆ ం ڒబܽद ࡅకए  ఈ ࠼ߦం݋  ఖండన అ޴ߝ వృతफం ࡅకए ऒߕࣆ ంऴదంښ  ऒߕࣆ   i x y ڴ
ఉంܿం޴ , ఇ޴ మڷ ࠾ࡍంޔࢂࢗ ݞం޴ మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡹ మనం p one p two p three 
ङ܉ ం࠼ߦ ݡ࠮ ఈ ڴయంޓࠫ ऱܿ ߖ࡯ڜయ࡛ ڒదߖ ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ
 అంߖߖ޳ ࠭࠲ ښ޶ కھߘనడంࡹ మࡍంత ࠭ం࠭ڴࣃ ڕ޶ ఏ వృతफం ޳छ ऒߗఅవ ࡌ దܽ లంబ దछ࠴  ందछ
ࡍఆڝ ߯࢓޶ంࠉ ఏ ړߖڴ࠙ न݋ߝ లߘ కڵ࡯ ఉంܼړ࢐ܽ ࡆ సࠪన࠳న ࡱ࢐ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߯ ఉనऒ  xy b 
ఏ࠼ߦ ߕ޼ంړ ݋ం޴ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧڒ ࡯బܽद ఇకए డ ఈ ڷంߩ మధङ  ఒక xy ޴ఉంܿం ࢓޶ంࠉ 
छ޴ వలऱ ఈ లంబ޶అం ࠾ࡍమ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ ࠙గ ࠳ ࡱ࢐న࣒ y 
.న࣒ 3࠳
5, ఇ࠳ ޴న࣒ 1.x 
5 కం݄  ప ऱ࣒  3.y 
5 
మ࠾ࡍ ఈ ޴छ ࠙గ లంబ ޴छ  గޓ ࠾ࡍణకం మڷ
 ࣎ ऱ కएࡅ ߵ  ఉతओ ల వదभ ఉనऒڶऴݟ फ 90ޒ ం޶న లంబ దछ ందछ కएࡅ ఖࡔ   ఈ వङ ڔ फకరణ ऴࡅ ݡޑకए  p ߤవ ࡱ࢐ 

ఉతओ ݡఏ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݡంࡓ న࣒ 0࠳ న࣒ 7࠳ న࣒ 0࠳ న࣒ 7࠳ ݀ फ తపओޒ  న࣒ p mi  nus࠳ ڴࡍసߖ
ఒకܽ అ࠼ ఉం࡯ݞ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࡅకए  సࠬకరణం ఈ ޓగ ࡓంࡅ ݡకए  ఈ లంబ ޴छ ࠙గ సࠬకరణం ah p one p 
 ޴బܽद ఇڒ

కएࡅ ݀  లంబ ޴छ ࠙గ࠳న పంړ फ ࡅకए  సࠬకరణం .p one p b 
  ఇ޻ పదमࡹޒ మనం ఈ ఇతర ࣔ݋ ऴࡅ ޓకए  లంబ ޴छ ࠙గ సࠬకరߖހऒ  కھߘంܼ࠭, ఈ ޓగ p one p 
కएࡅ  ఈ మధङ కएࡅ ࢓޶ంࠉ  ࡍఆڝ  न4 ݋ߝ.
.0 ࠪڒ 5

 అޔ࢓ం޴, ఇߩओ కएࡅ గޓ ڕమన ݡ  ఈ ޴छ ࠙గం߯ మڝ ࠾ࡍఆࡍ नࡱ ݋ߝ ఉనऒ  ఏ࠼ߦ ߕ޼ం5 ݋ x y 
ఉంޓ ޴గ ऴࡅ ޓకए  ఈ లంబ ޴छ ࠙గ࠭ అߩओ छ޴ ఈ లంబ ݡ ࠙గ࠭ ࡓంࡅ ݡకए  p one p b y ࡱ࢐ 
ऒߕࣆ న࣒࠳  న࣒ 4.x࠳ ߘ޶ఐ ݋ం࠼ߦ 
छ޴ ఈ లంబ ڴంచڵ࠙ ޜ5 ࠙గ࠭ మڷ ࠾ࡍంݟ 90 ߩऴڶల వదभ ఉనऒ ం޶న ࡱ࢐ ࢐ܽల ఉతओ  న࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
అޔ࢓ం޴.
 ऱࡏࣃ బܽद ఈڒ 
ऴࡅ ݡޑకए ऒߕࣆ న࣒࠳ ڕన࣒ ఒకܽ మన࠳ సࠪనం ړݡఒకܽ ࠬద ఏ ࡱ࢐   సࠪనం y ޶ఐ ݋ం࠼ߦ 
ప  ݡన࣒ ఏ࠳ ऱ࣒  ࠭߯ओ క࣊ࠉ  సࠪనం ޴బܽद ఇڒ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ  द࡛ కएࡅ ݀ ࠉ   అߤ࠻ ఈ ۪కए ల x 
ఆڕపచऐ ओߩఇ ࠾ࡍఖ మࡔ   ంऴదంښ ఈ ݡ
ఈ ࡓంݡ లంబ ޴छ ఇకए ,޴వదभ ఉం ࢓޶ంࠉ ల ఖండనڴ࠙ డ ޴ڜभڴ సవరణ ఉం޴, ఇ31 ޴.

 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠭ߘపܽ సऱߘ ݭ࠼ంݟ మనڝ ڕఆࡍ नࡱ ݋ߝ లࣃࠚफ 5.࠼
 ఈ వృతफం ࡅకए  మనం ݟంߘ ంܽݟంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ంऴదం ఈښ 
 x ڕߕ ࡹఈ సࠬకరణం , ߘంܼڕࣆޓ ߩ࢙ ఈ ߘంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ ఈ ߘߝ బܽदڒ ݡఏ ݟంߘ ݋ߕ ޴࣋۫
ఇకए డ ఏࠬ ڒ ޶ࡶబܽद ఏࠬ ޶ࡶ  ऴߦథࠫకంړߖ޵ ڴ సࠪనంࡓ ڴండవ సࠬకరణం ߘంߘߝ ݟ ఈ ࢙ڕߩy y 
పऱ࣒ ݋ߕ ݡన࣒ ఏ࠳ ڕߕ , ం݄ڕࣆޓ ޶ఐ ݋ం࠼ߦ  ࠭߯ओ  ఒక ࠼ߦం݋ ఐ޶ పऱ࣒ ऒߕࣆ   x ݋ం࠼ߦ 
ఐړ޶ సࠪనం ޶ࡶ, ఇ޴ ࠭߯ओ  y y  ࠼ఉంܼ ڵ࡯క వలऱ అ࢑޶అం ࠾ࡍమ ݋ߕ ݢంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ ݡంࡓ 
సࠪనంڴ ఉండܼړߖ , ఆ߯ మనం 50 7 ࠑ సࠪనం ߰ందగల࠭ ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ  ఈ ࢙࡯࢐ڝࣆޓ ߩ, x 1 
బܽद మనం వృతफం మధङڒ ఉనऒ ࡹ ࡍఆڝ  न݋ߝ ఐ޶ అߖ ߰ం࠭ޑ޶.x 
 ఈ సࠬకరణం ߘం޳ࡶ ݟ ऴߦథࠫకంڴ ఈ సࠬకరణం ߘంݟ మన݋ߕ ڕ సࠪనం ࠳న࣒ ఏ݋ߕ ݡ పऱ࣒  y x 
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࠭߯ओ పऱ࣒ ޶ऱ ఐࡏࣃ ݡన࣒ ఏ࠳ సࠪనం ݡంࡓ   ࠭߯ओ కएࡅ వృతफం ݡ࠮ న࣒࠳ వలంښ ݡంࡓ   ంऴదంښ 
ఐ࠳ ޶న࣒ ݡ࠮ వదभ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  న࣒࠳ ࠪڒ ޶ఐ ޴బܽद ఇڒ వృతफం  ࣆࡱޘ ంऴదంښ ڕమన ݡ
࢐ङ ࡏࠬ ݡ࠮ बࡌࣃ ऒߖ నవ۪ऐھߘక ڴలభంࣆ  , ఇ޴ ఈ ޷రం ఉంܿంڒ ޴బܽद ࢐ङ రࣃ बం ఐߖ࠿ ޶ ऱܿڴr 
వࣆफం޴ మ࠾ࡍ వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యడం ۧࣆ ࡮లభం కߘక ఇ࠳ ޴న࣒ అޔ࢓ం޴ x x 

రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ రऴసం ࣋एޔతफం చ࠴ ݋ߕ న࣒࠳  छ  naught y y r x y ޶ఐ ݋ߕ ݋ߕ బܽदڒ ࡛
కएࡅ బܽद వృతफంڒ ݡ࠮ న࣒࠳  సࠬకరణం ఐڒ ޶బܽद ࣋ए छ ࡛ ఇర࢙ ఐڒ ޶బܽद ఇ޴ వృతफం ࡅకए  r r 
సࠬకరణం .
  ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ఏ࢑ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ఇߩओ एࡍఈ స ݋ం࠼ߦ లठవߕ ఈ ݡ ߯ ࡽ  ఉం޾ࡶ ޾ తڥߖ 
घࠫޛ న࠳న సࠪనߩ࢙ బܽद ఎడమڒ ࡯࠻ۯ झڡࣄ న࣒࠳ ߖ ޴ x y ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆవ ڕफ మన࣋ۯ సࠪనం ړ 

 ప ऱ࣒   అం݄  ڒబܽद అతߘ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ సࠪనం ڒబܽद ఎడమ ࢙ߩ కంړ ߵ సࠪనం ڒబܽद 16 ࠭࠲ 9 25 t  
एړࡵ ߖసࠪనం అ ړన࣒ 6࠳ ࠾ࡍమ 9 ޜ ంۧ࠭ , ఎడమ ࢙25 ߩ అࣃ۫ ߖफ ࠭, ఇ޴ వృతफం ࡅకए  xy

సࠬకరణంڕߩ࢙ ݟڕ ࡹ సࠪనం మڒ  ࠾ࡍబܽद ఈ ࠼ߦంړߖ܉ߖ ݋ 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ దܽ࠴  ఈ సࡍए एࡍస ߖࡹ ࡽ ߯ ࡽ  ఉం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ڷࡱߕ 
ం࠼ߦ ऱܿ ఆ సࡍए ߯ ࡽ  ఉߕऒ పܽ సమసङߘ࠭ బܽदڒ ࠼  ݡ࠮ ߖڒ య࡛࡯ߖڝ ڕంۨ మన߅సంబం ڕ
ం࠼ߦ ऱܿ ఇవछ బݞन  ࠼
మ࠾ࡍ మమघ ऒ࡯  అࡏڴݟ  ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ంటऱ ڷంࢇࢗ ݞच  వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనంڒ ,ݟబܽद 
ऐࡍచ ࠭࠲ ంۨన పదमڕڒ ޒంݞ మࡖక పదमޒ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ఇతర పదम࠭࠲ ࡹޒ ఈ 
సࠬకరణం ޳छ ఇవछ ࡌ బݟన వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ࡅకए ऒߖߦࡐ రణ߄ࣃ   ఉపࣃڵࡆफ ࠭  మ࠾ࡍ 
ం࠼ߦ ݡ࠮ ఈ ࠭࠲ ऱܿ ఈ సࡍए ߯ ࡽ  ఉߕऒ छ޳ లࢡఅࣿం ߘల ݋ం࠼ߦ ݡ࠮ బܽद ఈڒ ࠼  ࡌ
ఈ సࠬకరణం తపओ కం݄ ఈ సࠬకరణం తపओ޶ఎం ࡯फపరۧߧసంతృ ڴࡍసߖ  b y  ࡯फపరۧߧసంతృ ߖ ڴࡍసߖ
కएࡅ ߤవ ݋ం࠼ߦ దܽ࠴ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ మనం మ࠾ࡍ లߘ వߤ మ࠾ࡍ వ޳ ߤछ ࡎభ ࡌ फ p x y x y 
మనం ఇపओ ,ޙ࠼నటऱࣄۯ ऒߕࣆ నߩ࢙ ݟڕ ݟంߘ ߤవ ڔܽ ఉనऒ ߯ ߤవ ޴బܽद ఇڒ ,࡯޳ం߰ ߖ ం޶న p p c 
ఇ޴ సࡍए ङڒ ࡽ  c. ޴ంޔ࢓అ ࡽటߧ

ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ  పऱ࣒ ߤవ ݡంࡓ  ऒߕࣆ   సࠪనం  x y gx fy c ړ
మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంݡ మݞږ ݡ࠮ ࠾ࡍ ఈ సࡍए ߯ ࡽ  ఉనऒ ం޶న మనڕ ఇతర ࡓంݡ p p 
సࠬకరࡱހ లࣃࠚफ ऒߖހసం మనం ఈ సࠬకరڝ ݡంࡓ బܽदڒ ࠼  ߰ం࠭ޑ޶ మڝ ݡ࠮ ࠾ࡍసం  p p 
మన࡯ޘ ݡ࠮ ڕయߖ వృޑफ ऒߕఉ ࡱ फޑవృ ߝఅ ࠾ࡍమ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼ ऒߖ ࡍߪ  फ࢑ ڴవࡍంచړߖݞ ఈgf c 
ऒߖހడవ సࠬకర࠮  ߰ం࠭ޑ޶ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ ۫࣋फ మన వదभ ఉనऒ  gf ࡱހసࠬకర ݡ࠮ ࢑
మࡹ ࠾ࡍ సరళంڴ ఉంܼ࠼, అం޶వలऱ ఇకए డ మనڕ సరళ࠳న సࠬకరހల వङ వసब ఉం޴ .c
షएࡍప ߖߖ޳ వలऱ మనం޶అం ࠾ࡍమ ࡱހసࠬకర ݡ࠮ ࢑ߖయ࡯ޘ ݡ࠮    బܽदڒ ࡯ڴంచగలࡍ
పࡍషए छ޳ ంచడంࡍ  ఈ gf c ڵࡍޒ ߘవలࡱ࢑ ఈ ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶ం߰ ߘవలࡱ࢑ ࠾ࡍమనం మ ࡌ
సࠬకరణంࡹ ఉంۨనߩओ కएࡅ మనం వృతफం ݡ ࡍߪ  फ సࠬకరߖހऒ .࠭ޑ޶ం߰ ࡹపంࡐ రణ߄ࣃ 
  ࢐  ఒక వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  ࢑వࡍంۯ y, 
మనڕ ఒక వృతफం ఉందߖ అڕߘం޳ం, ఇకए డ మనڕ ఆ వృతफం ࡅకए ࢐ङ ంతڜ  సం కڵ࡯న ࡓంڵ࠭ ݡంߩ 
ఇవछ ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ ఒకܽ మ ࡱ࢓޶ంࠉ బݞन కएࡅ ߖ޵ ࠾ࡍమ ࠼  x y x y 
సࠬకరߖހऒ  కھߘనవలࣄంڴ޴ మన࠭ అ࠭ޑڷݡ.
 సࡍए ఒక ࠪర ړߖ޳ బܽदڒ ࡽ ठం ఏࠫటం݄ , మనం మࢁऱ మన ࣝࣇए ङ܉ ࡽ ۪ వృతफం ,ޙࢀࢗ ړޒࠫ दܿڜలత߯ 
వృతफం߯ ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ xy 
ఉం݄ మ࠾ࡍ ఈ ࠉంߘ࢓޶ ఈ ࢐ङ సంࡓ ߖࡹంڵ࠭ ݡంࠉ ߩం࢓޶లڕ కڡߜ द ࣋ۯफ మనࣆࡱޘ ڕफం޴ ఇకए డ 
ఈ ڝణం ఎలऱߩओ బܽद ఇకएڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖఅ ࡱڶऴݟ 90 ݢ డ ڝణం 90 ݟऴڒ ࡱڶబܽद ఈ ऴࡅ ݡޑకए  ࡱ࢐ 
కएࡅ  ఉతओ కएࡅ ఖࡔఈ వऴక ࡱڶऴݟ फ 90ޒ एࡐస ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞఉం ڴన࣒ ఒకܽ࠳ ࡱ࢐  ङ కएࡅ ݋  
సࠬకరߖހऒ  ߰ం޻ంڕ޶ ఈ లࣾߖހऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭  ఈ ࠴కए నऒܓ కएࡅ  న࣒ ࠬద y y x࠳ ݡంࡓ ࡱ࢐ 
ࡓ న࣒࠳ ݟంߘ ऱܿ ఈ ޓగ ࡅకए ओߩన࣒ అ࠳ న࣒ కం݄ ఒక࠳ ఒకܽ ࡱ࢐  ఈ ఉతओ ݡ  ,న࣒ x y y x x࠳ फޒ
ఒకܽڴ ఉం࡯ݞ, ఆ߯ మనం ڵࡍޒ ߖߖ޳ ऴ࢐࣋फ ఆࣣ చకए  న࣒  x x x x࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴फంࣆࠚల ڕమన ڴ
పऱ࣒ ݡంࡓ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳  ऒߖ޵ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ  మࡍంత y y y y 
࢑సफࡍంపܑࣄనటऱޙ࠼, 
ఈ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ࡛  x y x x x y.޴फంࣆన࣒ ఒకܽ వ࠳ ऱࡏࣃ ݡంࡓ 
  ప ऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ ݡంࡓ  ऱ࣒  ఒకܽ ࡓంݡ పऱ࣒  ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ ఖۨऐ ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ తంڴ y y x x y y 
వృతफం ࡅకए ए࣋ ޴ఇ , ޴ఉంܿం ࡹపంࡐ రణ߄ࣃ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  x y gx fy c 
ऒߕࣆ छ޳ డటం۫ ߖߖ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ కएࡅ వృతफం ࠾ࡍంऴదం మښ ࠭࠲  ࡌ  ࢐ङ రࣃ बం ࡅకए  
ࡍఆڝ न݋ߝ లݞږ ߘ కھߘనగల࠭ 
న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ంऴదంښ బܽदڒ ఒకܽ పऱ࣒ ࡱࠪڒ ݡంࡓ   ద g g x x y yࠬ ݡంࡓ ݡంࡓ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ښంऴదం ࠳న࣒ ࠳ ࠪڒన࣒ అޔ࢓ం޴  మ࠾ࡍ ఈ ࡓంߖ ݡ ߱లऐ డం ޳छ  g f g g x ࡌ
వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ ޴ߝఅ ݡంࡓ కం݄ ݡంࡓ   ݀ ఓవ࡛ ܿ ࠳న࣒ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ x f y y 
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అ࢑޻ధంڴ మనం ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కھߘనవ۪ऐ ఈ సమసङ ڴࡍవۨ ݞږ  సమసङ ߝఅ ࡯࠻ۯ ڥߖత ࡮ఎ ߘ  ߘ
.ం޳ంڕࣆޓ
  వృޑफ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ంۨ ఏకపࣾ߅సంబం ړߖ बࣃ  నం ڒబܽद మనڕ ఇవछ బݟందߖ అڕߘం޳ం  ڜంత 
ࡍఆڝ ఆ ݋ం࠼ߦ नࡱ ݋ߝ మڒ ࠾ࡍబܽद మనڝ ڕఆࡍ न݋ߝ మޜ ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦం݋ ఉం޴ మ࠾ࡍa b c b p 
మన߄ࣃ ڕరణ ࡐపంࡹ సࠬకరణం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ ऒߕࣆ   x y gx fy c ړ
సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ యవ۪ऐۯ ࡮ఎ ݡ  ఈ ࠉం࢓޶ వృతफం ࡹపల ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ వృతफం ࡱࢗపల ۧ࡮ p 
ङ܉ फޑఈ వృ ,࠭ޑࠋۮ మనం ߖఅ ޳ఉం ڴయంޓࠫ ऒߖ  మనం ۫ࣄనటऱޙ࠼, సࡍए  న࣒ g f࠳ న࣒࠳ ڕ ࡽ
వదभ ښంऴదం ఉందߖ మ࠾ࡍ ఇߩओ ए࣋ ݡ छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  g f c 
వర ठړߖ࡮࠮ సࠪన࠳న ࢐ङ ऒߖࣃ फࣃ۫  ࠭.
  ఈ ࠼ߦంࠉ ࠪڒ ݋ ఈ ࢑ࠪనంࡹ ఎకए ఉనऒ ݩ టऱޙ࠼, ఈ ࠼ߦంࠉ ࠪڒ ݋ వృతफం ࡹపల ఉం݄ ఇకए డ 
ओߩۮ ओߩం, అ޳ంڕ ంऴదం మధङښ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ ࢐ङ రం޷  రࣃ बం ڒబܽद కం݄ తڕए వڴ p r p 
ఉంܿందߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴.
 వృతफం ࡹపల ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ 
వృతफం మధङ ࠾ࡍమ ݋ం࠼ߦ ఉనऒ ࡹ ࢐ङ రం޷  రࣃ बం కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ ࠪऴత࢐ ࠲ङ రࣃ बం p 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం ߖ޵ऒ  మࡍంత సరࢁకృతం ࣋ۯफ, ఈ పࣄࡍबޒ ऴߦథࠫకంڴ చޔరऴసంޜ సࠪనంڴ 
ఉంܿం޴.
ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ఎ܊ పऱ࣒ పऱ࣒ ࠆఎࠉ ݀  ऒߕࣆ ࣄ   కం݄ తڕए వڴ ఉంࡏࠬ ߗڒ ,޴ ఈ ఎడమ ࢙ߩ 
సࠬకరణం ఇకए ڶऴݟ ండవࡓ ఈ ޙ࠼నటऱࣄ۫ డ ޜ సࠪన࠳న ޜࠉ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఉనऒ ओߩ x ݡ
ࡍఆڝ ࠾ࡍమ ڴసࡏవ ߖ ࠾ࡍపల మనం మࡹ ݟయంۯ ڥߖత ޾ࡶ ޾పల ఉంࡹ ݋ం࠼ߦ न݋ߝ x y a b 
छ޳ ࡎభ ࡌ फ ࣃۯफ ࠭ , ఆ߯ మనం గށంࡱ࢑ ۯవ ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ 

మ࠾ࡍ లޜ ߘ భࡎ फ ࣄۯన తࡌछ త ఈ ࡱ࢑వ ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ మనం ߰ంࡱ࢑ ޻వߘ x y anb
తࣃۯ ڥߖफ ࠭.
 
అߩओ పల ఉనऒࡱࢗ వృతफం ݋ం࠼ߦ ݡ టऱ࠼ߦ ,ޙ࠼ం݋ వృతफం ࡹపల ఉందߖ అర बం, అߩओ  రం r޷ ݡ
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ , ఆ߯ మనం ߰ం޻ షరޔ ఏࠫటం݄ ఇకए డ మࢁऱ ఈ ࡱ࢑వ ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వڴ 
ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అߩओ एࡍస ޴ߝఅ ݋ం࠼ߦ ఈ  ޙ࠼అ ݡ ߯ ࡽ  ఉంܿం޴, అߩओ ఖۨऐ ޴ఇ ݡ తంڴ p 
ऒߕࣆ एࡍస ࠾ࡍమ ࠪڒ ݋ం࠼ߦ ఒక బܽद ఇ࢑ڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ ఇۨऐ ࡽ న ݡ࠮ దృࢡङ  ఈ b c ࡱ
సࠬకరߖހऒ  కڵ࡯ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀ ఎࠉ ࠆ పऱ࣒  int p ga ࣄ 
సࠪనం ڒబܽद మనం ఈ ఎడమ ࢙ߩన ߖ మޜࠉ ޜ ࠾ࡍ భࡎ फ ࣋ۯफ మనڕ ఈ ࡱ࢑వ ఇకए డ వࣆफం޴ x a y 
మ࠾ࡍ ఆ߯ మనం ఈ ࡱ࢑వߘ తࣃۯ ڥߖफ ࠭ ఎం޶కం݄  ఈ ࡱ࢑వ ߕࣆऒ ऒߕࣆ బܽदڒ సࠪనం  ړ  f ړ
సࠪనం అޙ࠼ ఇߩओ తघߕవ ధࡱ࢑ ఈ ݡ కం޳ࡶ ڴ ऴపږޒలంڴ ఉంܿంߕࣆ ޳ࡶ ޴ऒ  ڴసࠪనం ړ
ఉంܿం޴, అߩओ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ఈ ݡ  కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంܿం޴ అߖ అߘసࣆࡍफం޴ pp c 
మ࠾ࡍ ۨవࡹ ړࡍపల ఉంܿం޴  ఈ ࡱ࢑వ 0 కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠼ߦం݋ సࡍए  c p p ࡽ
एࡍస , ޙ࠳జߖ ޴బܽद ఇڒ ޴పల ఉంܿంࡱࢗ ङߕఈ ఉప ࠭࠲ బܽदڒ ޴పల ఉంܿంࡱࢗ ࡽ ऒߖࣃ  త޶పࡍc p 
ఉపߕङ సంࡍߪ ࡹफ ࣃۯफ  అࣾం ࠬద అࣾం ࠬద ah ݡంࡓ ࠭ޑڷࣃనڜ ޜలࢡవంܽ ఇతర అం ࠭࠲ ,࠭
వృతफం ࣄۯన అంత࠻ࡌలߘ కھߘనడం వలన 
ఒక పంړ फ ఒక వృతफం ڷంޔࢂࢗ ݞం޳ࡶ ޳ అ޴ జరగ޳ࡶ ޳ࡶ అ޴ వృతफం మధङ  ߖఅ ޳ࡶ ޳ంޔࢂࢗ ࡹ
తۯ ڥߖయړߖݞ షరޔలݞږ ߘ ߰ంޔ޶ం޴ మߖڜ ࠾ࡍऒ  సమసङ లڕࣆޓ ݞږ ߘంܿం޴ ధనङ ࡱ޳࢐
 ࡏࠬ ࡏࠬ 
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