
 త޶పࡍ ఉపߕङ ర޵ ࡹలࣃ ड࡯ڒక ڴ࢑࠙ల߯ ࠴దܽ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం సࡍए ࡯ఎ ࣒࡮ࠒࡌߦ ࡱ ࡽ झߵ  
ࣝప࡛ ࣒࡮ࠓ వంܽ అߝక ࠚ࢑నऒ  శంڦ ఆంࣾల లࣾࡱހ మ࠾ࡍ సࠬకరހలߘ చࡍऐ फࣃ  బܽद ఈڒ ࠭
ఉపߕङ సంࡹ మనం సࡍए फࣃࠚరంߦऴ ޜల ࡽ एࡍబܽद సڒ ࠭ भ޳۫ ఏࠫ݇ ࡽ ం  అం݄ ఇకए డ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ 
మనڕ ఓ ࣄबర ࠉం࢓޶ ఉందߩۮ ߖओ  బܽदڒ ం޳ంڕ
ఒక ࡍߖ भషद ࣄबర ࠉంߘ ࢓޶ంݟ ఒ޷ ښరంࡹ ఉనऒ  అߖऒ एࡍస ߖޒల సࠫ࢓޶ంࠉ   बరࣄ బܽद ఈڒ ࡏఅంܼ ࡽ
ओߩۮ ߖరం అ޷  ం.r޳ంڕ
  మనం ఒక ࠼ߦంߘ ݋ కھߘనగలࠪ, 
ఈ ࣄबర ࠉంߘ ࢓޶ం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߘ࢓޶ంࠉ ంతڜ  भ޳ ం, ڒబܽद ޷రం ࡍڷంۨ r 
ࠪ ऱܼ ओߩటݦ ࠪ ంۨࡍڷ ߤऱ߮ ߤऱ߮ ࡽనलన࠱ݧ ݡంࡓ మనం ݡ ऱܼ ऒߕޔݡ  ంۨࡍڷ తలంࡍబܽद మనం ఉపڒ ࠭
ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ ఈ ࢑ధంڴ 
ఈ ࣄबర ࠉంߘ ࢓޶ం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  ఒక ࠉంߘ࢓޶ కھߘనړߖݞ మనం ࠭ంڴ޶ ఒక ࡔ ࢓ࡱߖఖߘ r 
మ࠾ࡍ ఈ ࣄबర ࠉం࢓޶ వదभ కࣆࡱफనऒ  సࠪంతర ࡔఖ޳ڶ ߘभ ం ఇߩओ ఉనऒ ࡹరం޷ ݡ  మࡖక ࠉంߘ࢓޶ o 
߰ందంݟ 
ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంڜ ݟంత ࡎߖ पత ޷రం అߩۮ ߖओ ం ఒక ࠪర޳ంڕ ठం ఏࠫటం݄, ఈ ࠼ߦంߘ ݋ంݟ r o 
ఏߕ޼ సరళ ࡔఖ ޔࢂࢗంద࠭࠲ ߖ పࡍగࣃށफ भ޳ڶ ߘఖࡔ సరళ ߕ޼బܽद మనం ఏڒ ࠭ ం అߩۮ ߖओ  ం, o޳ంڕ
ఉ޳హరణߘ ڕంࢇࢗ ݟच  ఈ సరళ ࡔఖߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం.o 
  ఈ ऀޒజ సࠪంతర ࡔఖڕ సంబం߅ంۨ సరళ ࡔఖ ڜంత ڝణం ܼޓ వదभ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠼ߦం݋ r 
߰ందడం ۧ࡮ కషदం ڒ ޶ڒబܽद మనం ఆۨࡹంచవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ మనం ఈ ࠼ߦం݋ వదभ 
ऴߦరంࠚంۨనటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ మనం ఈ ࡔఖ ࢗంట నۨݟనటऱޙ࠼  మనం ఈ ޴శޙࢀࢗ ࡹ ఈ ޴శࡹ ఈ ޴శࡹ o 
ళचࢗ వ۪ऐ , ఉ޳హరణڕ మనం ఇకए ఇకए ݟంߘ ݟ ऒߕڕࡏۯ రం޷ ంతڜ మనం ,ޙ࠼నటऱࡍࠪ ړݟ  బܽदڒ ࠭
మనం ఒక ࡍߖ भషद ࠉంߝڕࡏۯ ڕ࢓޶ వరڕ ఈ ߖࡌ޷ऒ  ߭ం۪ߝޕ ఉంܼ࠭.

అం݄ మనం ࠴ద ऱ݇  ఉంݞలࡎߖ ߝڕߘ पత ޷రం వదभ ఉంڒ ޴బܽद ߘంݟ ऴߦరంࠚంۨ మనం ఈ   p r o 
ఆڕపచऐ  సరళ ࡔఖ߯ ఈ ޴శࡿࢗ ࡹफ ࠭ మ࠾ࡍ మధङ चࢀࢗ ڴరం޷ ంతࡍమనం మ ݟంߘ రం޷  నߩओ  ݡ
ओߩۮ .ం޳ంڕ

మనం ఎకए డ ఉߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࣄबర ࠉం࢓޶ ఒక ࠉంߝڕࡏۯ ࢓޶ వరޔڷࡏ߭ ڕం޴, అం݄   en o p 
ఈ ޷రం ఇߩओ चࢇࢗ ࡹశ޴ ఈ ݡ  బࡱ޶ మనం మࡖక ޴శࡹ r 
ళचࢗ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ మనం మࡖక ޴శޙࢀࢗ ࡹ అߩओ సओ ݡ షदంڴ మనం ࣃۯफ ࠭  ఇం࠼ߦ ߕ޼ښం݋ ߰ందంݟ 
ఈ ࠼ߦంڒ ݋బܽद ఈ ޷రం ڒ ݞږబܽद ఇߩओ ం࠼ߦ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ڕమన ݡ ऱܿ ఉߕऒ  q r p q ,࠼
ఇ࢑ ఈ ࣄबర ࠉంߘ ࢓޶ం޷ ݟరంࡹ ఉߕऒ ऒߖࡍంܽ మ࡮మనం ఇ ࠼  r o ޴ంܼ࠭, ఇھߘక ߘంటऱ࠼ߦ 
चࢁకం݄ మనం మ޶కషदం ఎం  ޶ڒ ࡮ۧ चࢇࢗ ݞంڷ   మࡖక సరళ ࡔఖڶ ߘయవ۪ऐ  ࡔ࢘ ڴࡱ޶బ ڕܼޓ ߖڒ 
ఉండవ۪ऐ ߩ࢙ݟڕ ణంڝ ࡔ࢘ ޴అ ࡹణంڝ  జޒऀ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఖ ఉంࡔ ఈ సరళ ڕమన ڕహరణ޳బܽद ఉڒ 
సࠪంతర ࡔఖڕ సంబం߅ంۨ ࢘ڝ ࡔణంࡹ ఉంܿం޴.
 
మࢁच  ఈ సరళ ࡔఖ߯ ఖۨऐ తంڴ ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ ఉంܿంߧ ߖߖ޳ ߘߝ ,޴లవగలڒ ߘబܽद ࠴ ߘߝదܽ 
పంړ फړ ఈ వߤ అࣃࡱߧ ߖफ ړండవ పంࡓ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ फࡹ ఈ ޴శߘ ޙࢀࢗ ࡹంݟ ऴߦరంࠚంచంݟ  p one q o 
అంޒమంڴ ఉࡹړߖ ఉనऒ ऒߖڜ  ం࠼ߦ  ऱܿ 

op r ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ ఒక ݞږ ߩ࢙ ఈ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ݀ ߧ ߖసࠪనం అ ړ ݡంࡓ q 
వࣆफం޴ అం݄ ࡓంڒ ݞږ ݡబܽद ఇߩओ ం࠼ߦ ڷࡱߕ ڕమన ݡ ऱܿ ఉߕऒ  oq r p one p q ݡంࡓ ࠼
ఒకܽ ࡓంݡ ఈ ࣄबర ࠉంߘ ࢓޶ంݟ అ޷ ޻రంࡹ ఉߕऒ  క సరళ q o rߝన అ࠳అనంత ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼
బܽद ఈ సందరगڒ యగల࠭ۯ ࡏ࠻త ߘఖలࡔ ంࡹ ఒక సరళ ࡔఖ ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ࣄबర ࠉంڷ ࢓޶ంݞ o 
నऒޔࢂࢗ  సరళ ࡔఖలߘ ࠪऴత࠲ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭.
నऒޔࡏࠪ రంతరంߖ ܼޓ   ం޶న మనం ࣆڶफనऒ ఖ మధङࡔ సరళ ࠾ࡍఖ మࡔ ࡯ߗ జ సࠪంతరޒऀ   ణంڝ 
రऐࠪ ߘܼޓ వలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ అߖऒ  ࢐సफవ ࡱ࢑వలߘ 0 ߘంݟ 360 ݟऴڶల వరڕࣆޓ ڕంܿం޴ 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ మధङ ధङࣃ  మࡃङ .޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕܼޓ ణంڝ 
 మనం ఎం۪ߝڕ అܿవంܽ ړߖހڝ సంబం߅ంۨన ݡ࠮ అర࢙ ఒక సరళ ࡔఖ ఉంܿం޴ , ఉ޳హరణڕ మనం
ऒߕࣆ ߘܼޓ  ࠾ࡍమ ߝ  ޴ఉంܿం ڴజ సࠪంతరంޒऀ ఈ ݞږ ఖࡔ ఈ ڕం݄, మనڕࣆޓ ڴసࠪనం ړڶऴݟ 
ओߩۮ ߖఉంద ݋ం࠼ߦ ఈ ڕఖ߯ మనࡔ జ సࠪంతరޒऀ ఈ p op r ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ం అం݄޳ంڕ
 q oq r ࢓ࡱߖ ం݄ మనం ఈڕࣆޓ ڴసࠪనం ڕలڶऴݟ ంࠢޛ ߘܼޓ మనం ߖఅ ݞږ అం݄ ݋ం࠼ߦ
ऒߕఖ߯ ఉࡔ ࠭ మ࠾ࡍ తࡌछ త మనం  ఈ ࠼ߦంߖ ݋ ఇకए డ ݡ࠮ ऴޓ అߩۮ ߖओ  p q r ݞږ ޴ం, ఇ޳ంڕ
ఇݞږ ޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ మనం ߘܼޓ ఒక ఇర࢙ړ సࠪన࠳న ఏߖހڝ ߕ޼ऒ వ۪ऐڝࣆޓ  ऒߕࣆ బܽदڒ ,  r 
మݡ࠮ ࠾ࡍ అర࢙ మధङ  అనంత࠳న అߝక ࡱހڝ ఉߕऒ అర ߖ޳ బܽदڒ ࠼ बం ఏࠫܽ  ࠭࠲ ఈ ࣄबర 
ఉనऒ ࡹరం޷ ޻అ ݟంߘ ࢓޶ంࠉ  అనంత࠳న అߝక ࠼ߦంటऱߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ o 
మ࠾ࡍ ఇߩओ ఈ ۪కए ߘߝ ݡ ల ࡔ ࡯ߗఖࣆߧ۫ ޜफనऒ  ఈ అనంత࠳న అߝక ࠼ߦంటऱߖऒ ంܽࡍۯ ࡹనటऱޙ࠼
ఇߩओ ओߩۮ ߖకం అߝన అ࠳అనంత ఇ࢑ ,ޙ࠼నటऱࡍۯ ߘߝ ݡ .ం޳ంڕ
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ం࠼ߦ  ऱܿ సࡕనڒ ࢑బܽद ߘߝ ఆ ࠼ߦంటऱߖऒ ంܽߦ ߗऱ ڡߜక ߖ࢐ܽ ߘߝ ࠾ࡍफ మ࣋ۯ ݋ द ࣋ۯफ మన సࡍए  ࡽ
వࣆफంڒ ޴బܽद సంऀపफంڴ సࡍए ࡍߖ ఒక ޴ߝఅ ࡽ भషद ࠉంߘ ࢓޶ంࡎߖ ݟ पత ޷రంࡹ ఉనऒ  ,ంటऱ సࠪࣔరం࠼ߦ 
ఈ సందరग ంࣄ ࡹबర ࠉంࣄ ࢓޶बరంڴ ఉంܿం޴.
ఇకए ڴహరణ޳రం ఉ޷   డ ࣄबర ࠉంڝ ࠪ ࢓޶ఆࡍ नࣄ ݋ߝసद࠮ ࡹ ࠹లం ڒవ۪ऐ  ఈ ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒi sr o 
ऒߕࣆ ࠪڒ వ۪ऐڒ   మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంݡ࠮ ࡹనऒ ర ߖ࠿ ऱܿ ߩۮ ݞږओ  r o ࢓޶ంࠉ बరࣄ ం ఈ޳ంڕ
అంܼࡏ  వృతफం ࡅకए కएࡅ వృతफం ࢓޶ంࠉ बరࣄ బܽदڒ ࡏంऴదం అంܼښ   बర oࣄ ఈ ࠾ࡍంऴదం మښ 
ऒߖࡌ޷  వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం అంܼࡏ, ఇߩओ  ం݄, ఈڕࣆޓ ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ߕ޼మనం వృతफం߯ ఏ ݡ
ఇకए ߘ ݋ం࠼ߦ డ మ࠾ࡍ మߩۮ ߕ޼ࡔओ .ం޳ంڕ
  ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए డ ۮపओ ం޳ࡶ ݟ మనం ఈ ࠼ߦం݋ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంڕࣆޓ ݋ంܼ࠭ అߖ అڕߘం޳ం 
పओۮ ߖబܽद మనం  అڒ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ అ࢑ అ࢑ ఉనऒ  సࡍए p 4 n q4 ߖఅ న࢑޴ంۮ ڕ ࡽ
ओߩۮ . ం޳ంڕ
  సࡍए घڻ࣊ ߤࡷ ఒక ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡽ ం޳ ݋छ ओߩఅ ,࠭ޑߩࡱక ࡌ घڻ࣊ ߤࡷ అܿవంܽ ݡ ంޓ ߘ ݋గ 
అࣃࡱߧ ߖफ  ࢑࠙గం ఖࡔ ߮࡯క ݡంࡓ ߕ޼బܽद ఏڒ ࢑࠙గం ఖలࡔ ݡంࡓ ߕ޼గ ఏޓ బܽदڒ ࡏ
 ޴ߝగ అޓ బܽदڒ
సࡍए ङޙऴప  ޴ఒక ఉంܿం ڕబܽद మనڒ ࢑࠙గం ఖࡔ ߮࡯క ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ߖࡹ ࡽ క ޓగ ఎకए డ ఉం݄ 
మనం ڝసం అڕߘం޳ం  ఉ޳హరణڕ మనం ڕࣆޓ ࣒ښం݄, మనం మ࠾ࡍ వߤ r p one q 
 p q ݢంࡓ ం, అ࢑޳ంڕߘఅ ߖఒకܽ అ ࠾ࡍమ ߤబܽद మనం వڒ ,ంܼ࠭ڕࣆޓ
సࡍए ऒߕఉ ࡹ ࡽ మధङ ࠾ࡍవలऱ మ޶అం ࠾ࡍమ ࠼  ఉనऒ  ఈ ڻ࣊ ߤࡷघ ం݋ ఒక ࡛ࣟन q one p one 
అޙ࠼ ఇ޴ ఒక ऴపޙङ క ڷంߩ.
 ఇ޴ ఒక ऴపޙङ క ࡛ڒ न ఎం޶కం݄ ఇ޴ వృతफం మధङ  ڕߩంڷ అܿవంܽ ࠾ࡍబܽद అܿవంܽ మڒ ޴ంޔࢂࢗ ࡹ
࢐ङ సం అࡱߧ ߖవబݦ ఒక ऴపޙङ క ߮ࡏ ఇవछ బݟం࢐ ޴ङ సం అంܼڒ ࡏబܽद ఈ సందరग ంࡹ ఒక ఒక ࢐ङ సం p q 
అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంࡓ ݡం࢐ ݡङ సం ݞږ మࡏࠬ ࠾ࡍ ۫డగڵ࡯న ऱܿڴ ఇߩओ  క p q aߝఅ ڴఅనంతం ݡ
࢐ङ ऒߕఉ ࡱࣃ ࢐ङ ఈ ࠼ సం ࡅకए  ߰డ࢓ ఎంత ఈ ڻ࣊ ߤࡷघ ంࡏࠬ ݋ ఏ࢐ ߕ޼ङ సం ۫ࣄనటऱޙ࠼, అ޴ ah 
࢐ङ ݡంࡓ बࡌࣃ లݟږ ޜ ఉంܿం޴, ఉ޳హరణ࢑ ڕషయంࡹ ఒక ࢐ङ సం ޔ߱ܽ޳ం޴.p one q one 
छ޳ ంऴదంښ   ప  ࢓ఈ ߰డ ࡌ ऱ࣒  వߤ ఎం޶కం݄ వߤ ఒకܽ సరళ ࡔఖ p one q one p one o oq p q 
మ࠾ࡍ ఒకܽ ࡓంړ ݢ సࠪనం అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఒకܽ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ p one onoq r p one q r 
࢐ङ  ݟంߘ బܽदڒ సం ఎలऱߩओ फࣃ۫ మనం ߖఅ ݢ ࠭ t 
࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  బܽद ఇపओ ܽ వరڕ మనం 
ఒక వృతफం ޳छ ఖۨऐ ࡌ తంڴ ఎߖ ࡮రछ ۨంۧ޳ࡶ ࡹ మనం ऴߦథࠫకంڴ అర बం ߗڒ ࠭ࣃ۫ ࡹ࢐ڝࣆۯ 
గށతంࡹ మనం ఎలऱߩओ కएࡅ ఖࡔ సరళ  ݢ  సࠬకరߖހऒ రछߖ  ۨంۨన݄ऱ సࠬకరހల పరంڴ అࡍڒ߅కంڴ 
వङ ڔ फకࡍంۧ࡯.
 
సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరړߖހ ఇ޴ మన޻ అߖ అڕߘం޳ం, ఇ࢑ మన ڝఆࡍ न݋ߝ అࣾం ఈ ࠉం࠮ ࢓޶లం 
మ࠾ࡍ మనڕ ఈ సరళ ࡔఖ ఉందߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ఈ సరళ ࡔఖ తపओ  ۯࡍఅంద ڴࡍసߖ
రछߖ ۨంచబޔݡంڒ ޴బܽद మనం ఎ࡮ అࡍڒ߅కంڴ సరߖࡿऒ  ఎߖ ࡮రछ ۨంۧ࠭ ࡔఖ ڒబܽद సరళ ࡔఖ ఈ 
సరళ ࡔఖ߯ ఉనऒ  అߖऒ ంటऱ ࣋కరణ తపओ࠼ߦ   మࡖకܽ ޶ڒ , ఆ߯ మనڕ ఇకए డ ఏߕ޼ ఏకపࣾ ࠼ߦం݋ 
ఉందߩۮ ߖओ ࡍఆڝ ߖ޵ ,ం޳ంڕ न݋ߝ అۮ ߖపओ వछߖ ంݟ మ࠾ࡍ ఎవڝ ࡍఆࡍ न݋ߝ అం݄ అߖ x x y y 
ओߩۮ ओߩబܽद మనం  ఇڒ ం޳ంڕ ఇకए ݡ డ ࠼ߦం݋ ఉం޴, p 
ఆ߯ ڝࣆࡱޘ ࠭࠲వࡿࢗ ړߖݞच ࠭, ఆ߯ ࠭࠲ ఈ మ࠾ࡍ ఏ ఆࣄफߖ సంతృߧफ పరۧࡹ కھߘనడం x y 
छ޳ంۧ࠭, తڵࣃనڜ ఇకए ࡏࠬ ࡌ డ ఈ సరళ ࡔఖߘ ۫࣋फ అ޴ ఇߩओ .޴ఖ߯ ఉంܿంࡔ ఈ సరళ ݡ

ఈ ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞంߕࣆ ޴ऒ  వߤ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ ఇంڒ ఈ ڝణం ఇకए డ నలࠢ ఐ޶  ine x y 
కएࡅ ఖࡔ కం݄ ఈ޶ఎం , ࡱڶऴݟ  ఖࡔ కం݄ ఈ సరళ޶లభం ఎంࣆ ࡮ۧ డటం۫ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱ࢐ 
.޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ߖ޵ ݞږ
 ఇకए డ ࠼ߦంڝ ߖ޵ ݋ఆࡍ नࡱ ݋ߝ ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद ࡔఖ ࡅకए  x y yݡంࡓ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ࡱ࢐ 
 సࠪనం అం݄ ఈ సరళ y x x ړߖ޳ఒక ࡱ࢐ ఒక ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳
ओߩజసࠪంతర అࣾం ఇޒऀ  ޴ ࠾ࡍఖ మࡔ ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړ1 ࡱ࢐ కం݄޶ఎం ,޴ఉం ࡱڶऴݟ 45 ݡ  ݡ
అࣆ ࡮ۧ ޴లభం అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ߘߝ ऴపయޒऒ ࣋फ ఈ ࠉం࢓޶ ఉం݄ మ࠾ࡍ అ޴ సరళ ࡔఖࡹ xy 
అ޻ సరళ ࡔఖ߯ ఉందߧۮ ߖओ నటऱړࡵ ߘߝ ,ޙ࠼ए ంۨనటऱޙ࠼ మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఒకܽ మధङ  ఈ పంړ फ ࢑࠙గం p 
కएࡅ ओߩఅ ࡱ࢐  ړఈ పం ݡ फ ࢑࠙గం ࡅకए  xy ڕఖࡔ సరళ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ ࡯ݞఉం ڴఒకܽ ݞږ ࡱ࢐ 
కएࡅ ࢑࠙గం ఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ޙ࠼నటऱ޴ంۮ  y minu.޴ంޔ࢓ఒకܽ అ ޴అ ޙ࠼అ ࡱ࢐ 

ఒకܽ ࠳న࣒ ߕࣆऒ  ఖ   s xࡔ కం݄ ఈ సరళ޶ఎం ࡯ݞఉం ڴఒకܽ ࡱ࢐ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ
కएࡅ एړࡵ ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړߖ޳ఒక ࡱ࢐  ంۧ࠭ ڒబܽद మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ ߰ం࠭ޑ޶ 
మߖߖ޳ ࠾ࡍ సరࢁకృతం ࣋ۯफ మనڕ  ప ऱ࣒  వߤ సࠪనం అޔ࢓ం޴ అߩओ ऒߖఖ అࡔ ఈ సరళ ࠭࠲ ݡ  x 
ࡍఆڝ సంڝ ߖ޵ ,࠭ޑࠋۮ ߖంటऱ సࠪࣔరం అ࠼ߦ नڝ ݋ߝఆࡍ न݋ߝ కం݄ ఒకܽ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, y x 

Pru
tor
@
IIT
K



ఉ޳హరణڕ ఎవڕߕ ߕࡕ ఒక ࠼ߦం݋ ఇ࣋ फ, ࠼ߦ ڕߕం݋ ఆࠪڒ ࡏ ఎ޴ࠫߖ ఆࡏ ఎߘߝ ޴ࠫߖ x y 
 y ࠾ࡍమ ޴ࠫߖఎ ࠾ࡍకం݄ మ޶ఎం ޳ڒ ޳న޴ంۮ ڕఖࡔ ఈ సరళ ࢓޶ంࠉ ఈ ߘయగలۯ ڥߖత ߝంటࢗ

 ప ऱ࣒  వߤ ఏݡ మ࠾ࡍ ఎ޴ࠫߖ ఏڒ ޶ڒ ݡబܽद ߖ ߘߝ ఎړ޴ࠫߖ మړ ࠾ࡍ సࠪనం అߖ x ah y x 
ఉం۪ߘޑ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ఈ ࠼ߦంޜ ݋ సంతృߧफ ۮందࡶదࣆ۫ ߘߝ ߖफߕऒ  వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ߘ
ఈ ࠼ߦం݋ ఈ సరళ ࡔఖ߯ ఉండ޶ , ఆ߯ ߖ޵ऒ  ऴ࢐యడం ۧࣆ ࡮లభం 
బܽद మన దగڒ ठర 
ఉనऒ కएࡅ ఖࡔ తफం సరళ࠴ ޴ ङڒ  కࡓ दܑࡕషڒ ߤబܽद ఇߩओ एࡍస  ݡ మన లࣾङ ޳ࡶ ࡹ࢑షయం ࡽ ం ࡐࣃపङ న࠳
ङڒ కࡓ दܑࡕష޳ࡶ ߤ ऴߦథࠫకంڴ ఇ࡮ంܽ ߖయࠪߖऒ  
߰ందడం, ఇ޴ సࡍए కएࡅ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߖࡹ ࡽ ࡍఆڝ  नࡱ ݋ߝ తపओ एړనࢗ మనం ,࡯फ పరۧߧసంతృ ڴࡍసߖ  
भࡿࢗ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ మన ߤڒ అۮ ߖపओ వछߖ ంݟ ఇڝ ࢑ఆࡍ न݋ߝ అࣿࡱ త޶పࡍ అࣾం అࣾం మనڕ ఒక వృతफంy 
ఉందߖ అڕߘం޳ం, ߖ޳ మధङ ࡍఆڝ ࠪڒ ࡹ नࡱ ݋ߝ ఉߕऒ కएࡅ ంऴదంښ బܽदڒ ࠼ ࡍఆڝ  न݋ߝ h k x h y 
ࡍఆڝ न݋ߝ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం అߩۮ ߖओ  ం, k r޳ంڕ
ఇߩओ ࡍఆڝ ߖ޵ ం޳ంڕߘఅ ޙࠉۮ ߖఉంద ݋ం࠼ߦ మనం ݡ नࡱ ݋ߝ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ఈ p x y p 
సࡍए ߯ ࡽ ࢐ङ ంऴదښ  రࣃ बం కڵ࡯ ఉందߩۮ ߖओ ओߩం, మనం ఇ޳ంڕ తపओ ࠾ࡍఈ మ ݡ  skn r x y ڴࡍసߖ
సంతృߧफ పరచړߖݞ ఒక ߖయࠪߖऒ ంచవ۪ऐ޴ం߰ࡐ   , త޳छ  ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ݞږ ࡹ࢑షయం ఖࡔ సరళ ࡌ
ఇవछ బޔݡం޴  ఏ࠼ߦ ߕ޼ం݋ మనࣄ࡯ޘ ڕనటऱޙ࠼, ఈ ߖయమం మన࣋࡯ޘ ڕफ, ఆ ࠼ߦం݋ సࡍए ߯ ࡽ  
పޔݡం޾ࡶ ޾ తۮ ࣄۯ ڥߖపओ గలڒ ,࡯ڴబܽद మనం ࠴దట ښంऴߖ޳ऒ  ఇߩओ ڡߜక ޜ ݋ం࠼ߦ ݡ द ޳ۯभ ం.p

అ޴ߝ ఈ పంړ फ ࣊ڻघ ంࡅ ݋కए  ߰డ࢓ అޔ࢓ం޴, మనం మధङ  వࡏస ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  జ  ius r op rޒऀ 
సࠪంతర ࡔఖ޳ڶ ߘभ ం 
బܽद సओڒ షदంڴ అࣾం మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ఇߩओ  x p ݞంڷ ݋ం࠼ߦ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪంతరం ݡ
 ߘఖࡔ ࢓ࡱߖ
ఖۨऐ తంڴ ఈ ࡔ ࢓ࡱߖఖߘ తࣃۯ ࡏ࠻फ ࠭ మ࠾ࡍ అࣾం సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ y x y
అࣾం ޛంࠢ ݟऴڶల వదभ ఉనऒ ం޶న, ఈ ڝణం ޛ ݞږంࠢ ݟऴࡱڶ అߖ ۫డటం ࣆలభం,  ޳ ߘߝछ  q ࡌ
घࡍߖ ంۨన ఈ ࡓంࡔ ݡఖల ఖండన ࠉంࣃۨࣇ ߘ࢓޶फ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ फࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ ࠭  అ޴ߝ have 
ఇకए డ లంబ ڝణ ऴࠜޒజం ڒబܽद ߯ޢగర࣒ ޳ࣄम ంతం ߘంݟ ఇߩओ  opq ,޴జం ఉంࠜޒణ ऴڝ లంబ ڕమన ݡ
ఆ߯ ࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ए࣋ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ࡛ छ ࡛ op ok op Oq pq op r
࣋ए छ ࡛ అం݄ ఎంత చޔరऴసం అޙ࠼ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए ࡍఆڝ  न݋ߝ ఇ޴ ఈ సࠪంతర ޷రం oq p x p x x

కएࡅ ంऴదంښ ࡍఆڝ  नڒ ݋ߝబܽद ఈ ޷రం ఇ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ కߘక ఇߘ ޴ ۫డటం ࣆలభం x o h th 
చޔరऴసం వదभ oq 

కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ޴రం ఇ޷ ࢓ࡱߖ ఈ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ޴న࣒ ఉంܿం࠳ రऴసంޔతफం చ࠴  x h y, y
ࡍఆڝ न݋ߝ ఈ ޷ ࢓ࡱߖరం ఇښ ޴ంऴదం ࡅకए ࡍఆڝ  नڒ ݋ߝబܽद ࣋ए छ  తफం  p k, o y pq y k࠴ న࣒࠳ ࡛
చޔరऴసం ڒబܽद ఇ޴ మనం ࠪ ऱܼ ంܿనऒڕݡ फޑబܽद  వృڒ యమంߖ  ల ࢑షయంݞږ ࡹ సరళ ࡔఖల 
࢑షయంݞږ ࡹ మనڕ ఒక ߄ࣃరణ ߖయమం వࣆफం޴, ఇ޴ సࡍए కएࡅ ࢓޶ంࠉ ߕ޼ల߯ ఏ ࡽ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ
కڵ࡯ ఉంܿం޴ .
  సࡍए एࡍఒక స ڕమన ,ڕహరణ޳ఉ ࡯޳ంۮ फߧసంతృ ࡽ ओߩۮ ߖఉంద ࡽ  ߤవ ݋ం࠼ߦ ంऴదంښ ߖ޵ ,ం޳ంڕ
࢐ङ ࠾ࡍమ ݀ ࠪڒ రࣃ बం ఐߖ࠿ ޶ ऱܿ ڒబܽद మన࠳ ڕన࣒ వࠪڒ ߤ ऴړޓ సࠪన࠳న ࠼ߦం݋ xy 
ఉందۮ ߖపओ ంݟ 
మ࠾ࡍ ఇߩओ एࡍఈ స ݡ࠮ ࠪڒ ߤన࣒ వ࠳ ݋ం࠼ߦ ఈ ࡯࠻ۯ ڥߖమనం త ݡ ߯ ࡽ  ఉߕऒ  బܽदڒ ࠼
సࡍए ࢐ङ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࠪڒ ంట࡛ ఒకܽ࣊ ࡽ రࣃ बం ఐ޳ ޶छ एࡖ߮ ࡌ నబޔݡంڒ ޴బܽद తۯ ڥߖయడం ۧ࡮ 
కషदం ڒ ޶ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ ఇ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇ޴ ఇڒ ޴బܽद ࠭ంڴ޶ మనం ఈ r h k x y 
ఇకए ߘవలࡱ࢑ డ ఉంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ మనڕ సࠪనతछ ం లࣆࠚफం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయంݟ 
మ࠾ࡍ ఎడమ ߩ࢙ ޒۯ ఐ޶ చޔరऴࡱࣃ అం݄ ߩ࢙ ݟڕన ఇర࢙ ఐ޶ అం݄ మన࠳ ڕన࣒ ڒబܽद x h 
 న࣒ y k࠳ ڛ న࣒࠳ ڷࡱߕ రऴసంޔచ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ޴న࣒ ఉంܿం࠳ న࣒ ఒకܽ࠳
 ఎడమ ڕన మనߩ࢙ ݟڕ బܽदڒ రऴసం ఒకܽޔతफం చ࠴ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮ బܽद ఒకܽڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ࠮
ऒߕఉ ޶ఐ ߩ࢙ ऒߕఉ ޶ఇర࢙ ఐ ڕమన ࠼  న࣒ ఒకܽ࠳ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ సࠪనం  ޶ڒ అ࢑ ࠾ࡍమ ࠼
࢐ङ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࠪڒ ఒక ݡ࠮ ࠪڒ రࣃ बం ఐ޶ వదभ ښంऴߖ޳ऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  సࡍए ߯ ࡽ  పడ޶, ఈ ࡍߖ भషद ah 
వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ ࢐ङ ంऴదښ  రࣃ बం ࡐపం అంܼࡏ మ࠾ࡍ మనڕ ఆ ߮ࡏ ఎంښ ڕ޶ంऴద ࢐ङ రࣃ बం 
అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ ఎం޶కం݄ ఈ వङ ڔ फకరణߘ ۫డటం ޳छ  h k ࠾ࡍమ ࠪڒ ంऴదంښ మనం ࡌ
࢐ङ రࣃ बం ఎడమ ࢙ߩన ఉనऒ ऱܿ ۫ࣃफ ࠭, ఉ޳హరణߘߝ ڕ ఇ࣋ फ, ޙࠉۮ ߖߖ޳ ߘߝ, మనం ఈ r ah 
వృతफంߖࡹ ఈ సࠬకరߖހऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం ڒబܽद ఇ޴ సࠬకరణం అ޴ߝ ࣊ంట࡛ ࢐ङ రࣃ बం ࡐపంࡹ ఉనऒ  వృతफం 
కएࡅ  సࠬకరణం మߖߖ޳ ࠾ࡍ ۫డటం ޳छ పओۮ ڴలభంࣆ ࡮ۧ మనం ࡌ గల࠭ వృతफం ࡅకए  ంऴదంښ 
࢐ङ ࠾ࡍమ ݡఏ ࠪڒ ݡ࠮ రࣃ बం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ ࢐ङ బܽदڒ ࡛ రࣃ बం ఇߗڒ ޴  వృతफం ࡅకए  r r 8 
సࠬకరߖހऒ एࡖ߮  నړߖݞ ఇ޴ ఒకए ݄ ࠪరठం ߖڜ ,޶ڒऒ  ఇతర ࠪࡌठ ऒߕఉ ࡱ ठࡌࠪ ంܽ ఒక࡮బܽद అڒ ࠼ ऒߖ  
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ఉనऒ ڕమన ࡹపంࡐ ڡऴܽ࠱ࡌߦ బܽदڒ ࡏపం అంܼࡐ ڡऴܽ࠱ࡌߦ ࡍఆڝ , ఏࠫటం݄ ޴ न݋ߝ అࣿߖऒ  మࢁऱ 
भ޳ڶ ం .
࢐ङ ࠾ࡍమ ࠪڒ ऱࢁమనం మ ࠾ࡍలం మ࠮  రࣃ बం వదभ ښంऴదంޜ ఒక వృޑफ ऒߖ  కڵ࡯ ఉߕऒ మߖ h k r 
అڕߘం޳ం, ڒబܽद ఇښ ޴ంऴదం ࡅకए ࢐ङ ࠪڒ  రࣃ बం అߩۮ ߖओ ओߩం, ఇ޳ంڕ ऒߖమనం అ ݡ  ంటऱ k r࠼ߦ 
घࡌߖ ऱࡿࢗ ڵࡍޒ ړߖހ ओߩఒక వృతफం ఇ ڴరం߄యడం ఆڶ ߘఖࡔ సరళ ࡯ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంऴదంښ ݡ  ఏߕ޼ 
సరళ ࡔఖڶ ߘయడం ޳छ ఇకए ߘఖࡔ ఈ ,ޙ࠼నటऱࣄڶ ߘఖࡔ మనం సరళ ࡌ డ ߩۮओ  ఖࡔ బܽद ఈڒ ,ం޳ంڕ
వృతफం మధङ छ޳ ࠪڒ ࡹ  h k.ݟయܑయం࡯ޘ ߘఖࡔ ఈ సరళ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ࡌ
 

అࣾంࡅ ܼޓ ޜకए ऒߖހڝ   తڒ ߘࣃۯ ࡏ࠻బܽद ߘߝ ఇకए డ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ۪కए ల ࡔఖߘ x x 
फࣃڶ కएࡅ ܼޓ ఖࡔ ఈ సరళ ࠾ࡍమ ߘ ऒߖހڝ  ओߩబܽद ఎలऱڒ ޴फంࣆۯ  వङ ߘܼޓ ݢ క సవङࡔޒ  ࡹశ޴ 
దగ ߕ ,ޙࢀࢗ ࡮ఇ ߘߝ ޴ఉంܿం ܼޓ ࢟ܽ܊ߦ ڕߕ ޙࢀࢗ ࡮ఇ ߘߝ కߘక ,ݟలవంڜ ठర ܼޓ ࢟ܽڻߜ ఉం޴ , 
ఇకए డ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ ల ࠼ߦంߖ ݋ మనం కھߘనవలࣄ ఉందۮ ߖపओ ం޳ࡶ ݟ ఈ ࠉంߖ ࢓޶ x y p
పओۮ फం݄ࡏڷ ڕࠬ నం߄࢑ फంۨనࡍڷ ంݟ, ఈ ࢐ङ రࣃ बం ऴపڒరం మనం కదలడం ऴߦరంࠚంۧ࠭  ఈ ޴శࡹ r 
సరళ ࡔఖࡹ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంߝڕࡏۯ ړ ݋ వర࠭࠲ ڕ క࠭࡮޴ అం݄ ړ సࠪనం ڒబܽद p op r 
మనం ఈ ܌ࡗ ఉపߕङ సం ࡅకए एࡍస ޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړ ݭ࠼ండవ సऱࡓ ޳ࡶ దܽ࠴  ߯ ࡽ  నడంھߘక ߘంటऱ࠼ߦ 
ऴߦరంࠚంۧ࠭ 
 r r y ߘߝ ,ޙ࠼నటऱࣄڶ ߘతڶ ఒక ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ݞږ ߘߝ ࠾ࡍమ ޙ࠼అ ޴క ఇߘక  ޴బܽद ఇڒ
घࡍߖ ంۨన ఈ ࡓంݡ పంڕफࡱ ఇకए డ ޛంࠢ ݟऴڶల ڝణంࡹ ఏ޾ ఒక ࠼ߦం݋ వదभ కࣃࡱफ యߖ సओ షदంڴ q 
ఈ ۨనऒ ڕߕ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱޘ  హڕए  ఉంڝ  ޴ణ ऴࠜޒజం ఇకए డ ఇకए డ అړ ޴ߝ సࠪనం op  q op r 
అߖ మనߗڒ ࣆࡱޘ ڕ ऴڝޒణࠫߖ ޒషओ నऒڕफల߯ మనޔ थ܉  నం ߘంڒ ݟబܽद ఇకए డ ఉనऒ  op r r cos 
 oq r cos theta qp r sin theta.޴ంޔ࢓అ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖసࠪనం అ ڕܼޓ
 ఇߩओ కएࡅ ݋ం࠼ߦ మనం ఈ ݟంߘ ߖ޵ ݡ ࡍఆڝ ݡంࡓ  न݋ߝ లߘ కھߘనగల࡯ڴ, ఇ޴ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంڒ ޴బܽद
ఇߩओ ऒߕޔࠓయۯ మనం ఏࠫ ݡ ం అం݄, ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ లߘ p x y 
వङ క फపరచߕޔࠓऒ ం .

మ࠾ࡍ ఈ ࠻ంܼޓ ࡽڵ పరంڴ సࡍए  r p   ݋ం࠼ߦ కం݄ ఈ޶ఎం ޶ڒ కషदం ࡮ۧ ޴అ ࠾ࡍమ ࡽ
కएࡅ ࡍఆڝ  न݋ߝ ఈ ړߖࡌ޷ సࠪనం ڒబܽद మనڕ ఉందߩۮ ߖओ ࡍఆڝ బܽदڒ ం޳ంڕ न݋ߝ ఇంޙ x pxy x x 
అޙ࠼ ఇ޴ ఏࠬ ړߖ܉ߖ ߗڒ ޶ڒ ఇߗڒ ݞږ ޴ ఈ ఈ ޷రం పऱ࣒  ఇ޴ ఏࠬ ޶ڒ x  x x 
కएࡅ ంऴదంښ రం޷ బܽद ఈڒ ࡍఆڝ  नڕ ݋ߝ సࠪనం, ఇ޴  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఈ ޷రం ࠭࠲ ఇ޴ x x h oq r 
అߖ ఇపओ ऒߕھߘక ښܽ ࠭ అ࢑޻ధంڝ ڴఆࡍ न݋ߝ ఈ ࠉం࢓޶ అం݄ ఇకए డ ఈ ޷రంcos theta y o  f p 
ఇ޶ڒ ޴ ఇ޴  ప ऱ࣒  అޙ࠼ ఇ޴ మ޶ڒ ࠬࡔ , ఇ޴ అ࠼న ښంऴదం ࡅకए ࡍఆڝ  नړ ݋ߝ సࠪనం y y qp k o y 
అޙ࠼ అం݄  ప ऱ࣒  అޙ࠼ ఇపओ ओߩఇ ࠭࠲ ړߖ܉ߖ బܽदڒ ښܽ y k qp qp  r sin theta p ࢓޶ంࠉ ఈ ݡ
కएࡅ  మڝ ࠾ࡍఆࡍ नڝ ݋ߝసం వङ ڔ फకరణߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ x y 
, వృతफం మధङ ఉనऒ ࡹ ࡍఆڝ  न݋ߝ ల పరంڴ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం మ࠾ࡍ సరళ ࡔఖ మޒऀ ࠾ࡍజ r 
సࠪంతర అࣾం మధङ ࢐ङ మనం ࣊ంట࡛ ߗڒ ܼޓ ణంڝ  రࣃ बం ࣇऴޓకరణࡹ ఉనऒ ऱܿڴ ఇ޴ ఒక రక࠳న x 
ఏరओ ڴయమంߖ రచబޔݡం޳ మ࠾ࡍ ఇ࡮ۧ ޴ కషदం ࠴ ࠭࠲ ,޶ڒతफం సࡍए ऒߖఅ ࠾ࡍమ ߘ ࡽ  x y 
ం࠼ߦ ऱܿߖ ڴరछ ۨంచగల࠭, ఇకए డ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ एړనࢗ మనం ړߖ܉ߖ ܼޓ ߤࣄ   x h r cos theta y  k r 
ए࣋ ܼޓ న࣒ అం݄࠳ బܽदڒ రऴసంޔతफం చ࠴ న࣒࠳ ޙࢀࢗ छ ࡛ అం݄ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛x h x h r cos r 
ए࣋ ܼޓ ޴ߝన࣒ అ࠳ ܼޓ छ ए࣋ ߖ޳ ࡛ छ ࡛ అߖ ۫డవ۪ऐ .y k r sin r 
పం ࣋एߦ   छ ओߩఇ ܼޓ ࡛ फࣃݟܔ ߖంܽݟంࡓ మనం ఈ ݡ ࠭ అߩओ ए࣋ ޴ۯంࠚల ڕఏࠫ  మన ݡ छ  r ࣒ڒ ࡛
࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ ࡛ छ ए࣋ ޴ఇ ,ܼޓ ࡛ छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇߩओ  మనం r r ݡ
ఇߩओ యమం తపओߖ నࣄ۫ ݡ  మࡖకܽ ޶ڒ, మనం ښంऴద ࢐ङ రࣃ बం ߖߦࡐऒ  చࡍऐ फనऒࣆ ओߩ  ߖంܽݟంࡓ ఈ ݡ
ऒߖ޵  फ మనం࣋ݟܔ  ߰ందడం ࠭ڵంచంݟ అం݄ సࡍए एࡍస ڴదట࠴ ݋ం࠼ߦ ߕ޼ఏ ߖࡹ ࡽ  p ߕ޼ఏ ߖࡹ ࡽ
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ ఎలऱߩओ ऴ࢐యవ۪ऐ ࡮ఇ ݢ , ఇకए డ ߕࣆ ܼޓऒ  మࡓ ࠾ࡍంݡ ߯ల మధङ  p 
 ,޴ణం ఉంܿంڝ ంతڜ
ఏڝ ܼޓ ߕ޼సం మనం ఎం۪ڕం݄  ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ పవ࡛ ࡓంߕࣆ ݡऒ మనం pi pi x ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ 
మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ లߘ  ప ऱ࣒ ఉనऒ ڵ࡯క ڴܼޓ   ఒక ࠉంߘ࢓޶ ఏరओ ࡍఆڝ ,ం݄ڕ۪ࡏ नࡹ ݋ߝ y h r cos y k 
 ప ऱ࣒ సओ ݋ం࠼ߦ అܿవంܽ ,޴ఉంܿం ܼޓ  షदంڴ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࠭࠲  ޻ ఇకए డ i sin 
मࡌߖ మనం ޜ࢐దనల ݡంࡓ బܽद ఈڒ ంۧ࠭ߧࡐߖ एࡍఏࠫటం݄, స ޴ڼ࡯ంచగࡍ  ऒx yߖఅ ࠾ࡍమ ޴ߝఅ ࡽ
తపओ ޒంటऱ సࠫ࠼ߦ  మࡖకܽ ڒదߖ, ఇకए డ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ తపओ ప  ڴࡍసߖ ऱ࣒  x y h r cos theta nk 
 ప ऱ࣒ ఇంట࡛छ  న࢑޴ంۮ ڕܼޓ ܼޓ ߤࣄ    అߕࣆ ࡽऒ  r ߯ 2 ݟంߘ 0 ࠾ࡍమనం మ ڕవర ߯ ݡంࡓ ݟంߘ 
వరޔࡏࠪ ܼޓ ڕనऒ ओߩ మనం తపओ ݡ ऒߕޔࡱ޶క ڴࡍసߖ మ࡮ۧ ߖ సओ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद 0ړ సࠪన࠳న 
ఇకए ܼޓ డ ఎకए फࣃࠚరంߦకదలడం ऴ ࡮ఇ ࠭࠲ ఆ߯ , ޴ఉంܿం ݩ ࠭ మࡏࠬ ࠾ࡍ మࡍంత ࠭ంޙࢀࢗ ڕ޶
 ߭ంచంܼޓ ݟ ఇకए డ ఎకए బܽद మనం ఇకएڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ݩ డڕࡏۯ ڕం݄ ऴߦథࠫకంݟ 90 ڴऴڶలڕ 
సࠪన࠳న ߖܼޓ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ ఎం޶కం݄ ఆ సందరग ంࡹ ఇ޴ సరళ ࡔఖڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ڝణం 
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ఇߩओ ళचࢗ ఆ߯ ܽ޳ 90 ܼޓ ఆ߯ మనం ,޴ఉంܿం ڴࡱڶऴݟ 90 ݡ వ۪ऐ .
ऒߖ࢑పऱ࢐ తफం࠴   ࡍߪ  फ ۯయంڒ ,ݟబܽद మనం ఈ ࡐపంࡹ సࡍए వङ ߘ ࡽ ڔ फకࡍంۨనߩओ  ܼޓ ట࡛ࠬࡌߦ ޴అ ݡ
పరంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ రక࠳న వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  వృతफం ࡅకए  ڡऴܽ࠱ࡌߦ 
బܽद ࠭ఖङڒ ࡏసࠬకరణం అంܼ ڡऴܽ࠱ࡌߦ ݋ం࠼ߦ ంڴ మనం ߩۮओ నऒڕ x y ࠪڒ ݋ం࠼ߦ మనం ఒక ޴
అ޴ߝ ࣊ంట࡛ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం కڵ࡯ ఉనऒ  సࡍए తపओ ,ޙ޼న޴ంۮ ڕ ࡽ छࡌఆ త ,࡯ݞఉం ڴࡍసߖ త hk r x 
తపओ ప  ڴࡍసߖ ऱ࣒ ऒߖڜ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕܼޓ ࣒ڒ  ంۨన  ప߅సంబం ڕܼޓ  ऱ࣒  s r y k r 
ऒߕࣆ ݟంߘ  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ڕܼޓ ߤࣄ  g pi x ޴అం݄ ఇ ࡯ݞఉం ܼޓ ంతڜ బܽदڒ ڕవర ݡంࡓ 
మ࠾ࡍ అ޴ߝ  ప ऱ࣒ ओߦۮ ࠭࠲ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ ܼޓ ߤࣄ  ࠭ మࡖక ࢑షయం ఏࠫటం݄ y k r 
ऒߕࣆ , ప  ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ  సంڝ ܼޓ ణంڝ ߕ޼న ఏ޴ంۮ ړ ऱ࣒ పऱ࣒  ࠾ࡍమ ܼޓ ࣒ڒ   pi s r k r ܼޓ ߤࣄ 
ࡍߖ బܽद ఈڒ भషद ࠉంࠪڒ ࢓޶ మ࢐ ࠾ࡍङ రࣃ बం ښంऴߖ޳ऒ  కڵ࡯ ఉనऒ  సࡍए  k r ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴న޴ంۮ ڕ ࡽ
࢑ష࠻లߘ మనం మన ښంऴద ࢐ङ రࣃ बం ߷రޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړ ࠹ మ࠾ࡍ మనం ۫ߧనటऱޙ࠼  ఇ޴ ఈ ړߖߦࡐ 
ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ߩచదర ڕफ మన࣋ࡍޘ ߘలࣃరऴޔఈ చ ࡏࠬ ߗڒ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖనద޴ంۮ ऱ࣒  x hx h 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ࣋ए छ ए࣋ ޳ࡶ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒ y ky k r x y࠳ ࡛
ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ऱ࣒  ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ऒߕࣆ ࡛  బܽद ࣊ంట࡛ hx ky k s rڒ సࠪనం ړ
࢐ङ రࣃ बం ࡐపం ߘంݟ ऴߦరంࠚంۨ ۨవړࡍ మనం ߖߖ޵ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  
ऴ࢐యవ۪ऐ ࡹపంࡐ న࠳ఈ రక ڴరణం߄ࣃ , ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  ణకం  x y xڷ ంܽݟంࡓ ޴ బܽदڒ ࡛
చޔరऴసం మ࠾ࡍ చޔరऴసం ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ , అం݄ అ޴ߝ ऴߦథࠫకంڴ ఇకए డ ߘంݟ y ah 
బܽद ఇకएڒ ޴ంޔݡంచబށڷ ࠲ऴతࠪ ޜణకంڷ ంతڜ పదం ߝఅ ڕఆ߯ మన , ޴ంޔ࢓దల࠴ డ మనڕ ఈ x 
పదం ఉనऒ ݄ऱ, ࡹ మࡖక పదం సరళంڴ ఉంܿం޴.y 
 ఇ޴ మࡖక పదం , ఇࡓ ޴ ऱܿ ڜంత ࣄबࡌంకం మࣄ ࠾ࡍबర࠳న y c 
మధङ  ࢐ङ రࣃ बం ࡐపం ࢑షయంࡹ ఈ సందరग ంࡹ ఇ࠳ 2 ޴న࣒ 2 ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ఇ޴ c f k 2 g h 
వృతफం ࡅకए  అతङ ంత ߄ࣃరణ ࡐపం ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ మ࠾ࡍ లࡓ ࡹండవ ݟऴڶ సࠬకరణం అޙ࠼ ఈx y 
జతߖڜ ޜऒ  ऴపޙङ క లࣾހలޜ ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ah x y ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ښణకం ఒڷ 
ऒߖ޳ప ޴ండవࡓ  కڵ࡯ ఉనऒ  పదం ఏ޶ࡶ ޵ ఇకए డ పదం ޶ࡶ ఇߖڜ ޴ऒ  కం݄ xy޶ఎం ࡱ࠻న సమ࠳बరࣄ 
ए࣋ ࡯డनھ ࡹపంࡐ సࠬకరణం ఈ ڶऴݟ ండవࡓ రణ߄ࣃ ࡹసࠬకరణం ڶऴݟ ండవࡓ రణ߄ࣃ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  ࠑ ࡛
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ఎߕࣆ ࠆऒ కएࡅ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ  cxy dx ey a ޴బܽद ఇڒ పంࡐ 
కएࡅ సࠬకరణం ڶऴݟ ండవࡓ రణ߄ࣃ ఇకए ޙ࠼పం అࡐ  డ మనం వߤ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ణకం x yڷ 
కएࡅ ࠾ࡍమ ޶ࡶ న అవసరంࣄఉండవల ࡮ښఒ ڴరణం߄ࣃ  ఈ ڷణకం ߕࣆऒ  ఈ xy ߗڒ ޶ࡶ నవసరంڒ 
ऒߕࣆ ڕమన ,ޙ޴ంۮ फߧసంతృ ࡱޔషర ݡంࡓ సࠬకరణం ఈ ڶऴݟ ండవࡓ  ఉం݄ ࡹరణం߄ࣃ ండవࡓ  ړ
సࠪన࠳న ࠉ మࣄ ࠾ࡍ ఉం݄, 
అߩओ కएࡅ ఒక వృతफం ޴ۯంࠚల ڕమన ݡ  సࠬకరణం ఎం޶కం݄ మనం ఇకए డ ߕࣆऒ  ࠉ న࠳సࠪన ړ
మړࣄ ࠾ࡍ సࠪనం అޙ࠼ మనం ߰ంھ ࠭ޑ޶డन࡯ చޔరऴసం పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߰ందంݟ ఎం޶కం݄ ay b a ,
ఆ߯ అదృశङ మޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ మనం ऴప࣋ڵ࠙ ޜ ߖߖ޳ޒफ మనڕ cxy c 0 dx a
లࣆࠚफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సओ షदంڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  x y gx fy c.޴ఉంܿం ࡹపంࡐ 
ऒߕࣆ  ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ  కएࡅ వృతफం ݡ  సࠬకరణం ࡅకए  అతङ ంత ߄ࣃరణ ࡐపం ڒబܽद ఇߩओ  ఈ ݡ
ఒక వృతफం ఉనऒ ࡹపంࡐ ओߩ ࢐ङ ࠾ࡍంऴదం మښ మనం ݡ बࡌࣃ ऒߖ  ఎڴࠈ ࡮ కھߘనగల࠭ ڒబܽद మనం ߖ޵ऒ
యవ۪ऐۯ లభతరంࣆ  y fy ݡంࡓ ࠾ࡍమ ߩచదర ࠭ޑఉం۪ ߧ࡯క ߘల޳ప ݡంࡓ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ 
వరڕ  ࣋కࡍంۨ , ఆ߯ ߖ޵ ࠭࠲ऒ ࡍߪ  फ ࣃۯफ పऱ࣒ ࡏࠬ ࠭  ࣋ए छ ࡛ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࣋ए छ  g g ࡏࠬ ݟఉంచం ߖ ࡛
న࣒ ࣋ए࠳ छ ంద పړ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ޴ۯంࠚల ڕబܽद మనڒ ࡏఉంۧ ߖ ࡛ ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  f f x g y f 
రऴసం ࣋एޔతफం చ࠴ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  g f c ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࡛
ఇ࠳ ޴న࣒ ࠴తफం చޔరऴసం పऱ࣒ న మధङ࠼సࠪనం అ ړߖࣃరऴޔరऴసం చޔతफం చ࠴ న࣒࠳   x h y k r 
࢐ङ రࣃ ब ࡐపం ࡅకए ऒߖߦࡐ   మనࡏڷ ڕफ ࣆۯफం޴  ఎలऱߩओ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ఉండ ڴలంږޒऴప ݢ
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ࠪऴత࠲ వృޑफ ऒߖ సࠬకరణం వۨऐ ڕబܽद మనڒ ,޴फంࣆۨࣇ  నߩओ  ޒबࣄࡍఈ ప ݡ
ऴపږޒలంڴ ఉం݄ ఎలऱߩओ ए࣋ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ڵ࡯క ݢ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  d f ڴ గܽ࢟ߜ ߖࣄ న࣒࠳ ࡛
एړࡵ ంۨనటऱޙ࠼ ఇ޴  వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ޶ڒ , అ޴ ऴపږޒలంࡶ ڴక߱ޙ, 
అ޴ ఒక వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴, ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఇకए డ ݞږ అ࢑ ޻ధంڴ 
ఉంܿం޴ 
, అ࢐ ޙ࠼ङ రࣃ बం ښవలం ࣋ए छ ࢐ङ బܽदڒ ࡛ రࣃ बం r squ.

࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛ న࣒   g f c h k h g࠳ ޴ߝఅ ޙ࠼అ ࠪڒ ంऴదంښ ࠾ࡍలం మ࠮ 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ڒబܽद k f 
ఈ ࡐపం ࡅకए పओۮ ߖరణ సࠬకరణం ఒక వృతफం అ߄ࣃ  డం ޳छ ంచవ۪ऐڵ࠭ మనం ࡌ  ఒక࢘ళ మ࠾ࡍ d 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఈ సందరग ࠲ఉం݄ ࠪऴత ڴలంږޒऴప ࣄ న࣒࠳ ࡛ ంࡹ వృతफం ࡅకए  ࢐ङ రࣃ बం f um , d 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం మ࠾ࡍ ࣋ए छ కएࡅ న࣒࠳ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అం݄ ఇకए డ f c 
ఈ ࣋ए ݟంߘ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఈ పదం  ఒ࡮ښ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ వృతफం మధङ ఉనऒ ࡹ  వృతफం మధङ  న࣒ r g࠳ ࡹ
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ऱ మనం ఇకएࢁమ ߖన࣒ అ࠳ ࠪڒ డ ߘంݟ ۫డవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ f g h
అం޶వలऱ ࠳న࣒ అ࢑ ޻ధం࠳ ڴన࣒ అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠭࠲ వృతफం ࡅకए  సࠬకరణం ࡅకए  ఈ h g k 
ऒߖߦࡐ రణ߄ࣃ  అర बం ڝࣆۯవడంޜ ఈ ఉపߕङ ऒߖࣃ ంۧ࠭, ఇకएڵ࠭  డ 

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ  న࣒ g f c࠳ ࡛
ऴపږޒలంࡶ ڴనߩओ फޑవృ ޴ఇ ࠲ऴతࠪ ݡ ऒߖ ఈ సందరग ,࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖफందࣆۨࣇ  ంࡹ ఇ࢐ ޴ङ రࣃ बం  
సࡍए కएࡅ వృతफం ޴ߝన࣒ అ࠳  ࠪڒ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ࡽ బܽद తపओڒ ంऴదంښ   g f ړ ࠹ఈ ߷ర ڴࡍసߖ
సంబం߅ంۨన ఏߕ޼ సࠬకరߖހऒ  అం޴ంۨనటऱޙ࠼ మనం ࠭ంڴ޶ కھߘనగల࡯ڴ, అ޴ వృతफࠪ  ߖఅ ޳ڒ 
తࣄۯ ڥߖ, ఆ߯ ࢐ङ बࡌࣃ ऒߖ  కھߘనగల࡯ڴ మ࠾ࡍ వృతफం ࡅకए  ࠾ࡍంۨ మࡍڷ ߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ంऴదంښ 
ఇతర పదमޔల߯ మߖࡍऒ ంܽڕࣆޓ ߖంܼ࠭  త޶పࡍ తరగࡏࠬ ࡹޒ 
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