
 அ௄த்த ெதாடர ்௳ரி௵ைரகளில் நாள்பட்ட ௔ரி௵கள் பற்௣ய ௚தல் ௳ரி௵ைரக்ஶ வ௠க, 
வட்டங்கள் பரவைளய நீள்வட்டங்கள் ைஹப்பரே்பாலஸ் ேபான்ற பல ேவ௥படட் ஷம்௖த் 
தைடகளின் பண்௖கள் மற்௥ம் சமன்பா௄கள் பற்௣ ௳வாொக்கப்ப௄ம், எனேவ இந்த 
௳ரி௵ைர௜ல் வட்டங்க௬டன் ெதாடங்ஶேவாம், எனேவ வட்டம் என்ன என்பைதப் பாரப்்ேபாம்.
 அதாவௌ, இங்ேக காணக்ஷூய ஒ௠ நிைலயான ௖ள்ளி உள்ளௌ என்௥ ஷ௥ேவாம், எனேவ o 
வட்டம் என்பௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட நிைலயான ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ ஒேர ்ரத்ொல் இ௠க்ஶம் அைனத்ௌ 
௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்பாஶம், எனேவ இந்த நிைலயான ்ரம் என்௥ ெசால்லலாம்.r 
  நாம் ஒ௠ ௖ள்ளிையக் கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞மா , இந்த நிைலயான ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ r 
ெதாைல௳ல் உள்ள ஼ல ௖ள்ளிகைளக் கண்௄௔ூக்க ௚யற்஼ப்ேபாம் என்௥ ெசால்லலாம், 
எனேவ ௙ண்௄ம் ்ரத்ைதப் பற்௣ ேபாம்ேபாௌ நாம் இ௠ பரிமாண ௳மானத் தளத்ைதப் பற்௣ 
ேபாழேறாம், எனேவ நாம் ஒ௠ ேமற்பரப்ைபப் பற்௣ ேபாழேறாம் இந்த நிைலயான ௖ள்ளி௜ல் 
இ௠ந்ௌ ெதாைல௳ல் உள்ள ஒ௠ ௖ள்ளிையக் கண்௄௔ூக்க, r 
௚த௧ல் ஒ௠ ெசங்ஶத்ௌ ேகா௄ மற்௥ம் ஒ௠ ழைடமடட் ேகாடை்ட வைரேவாம் , இந்த 
நிைலயான ௖ள்ளி௜ல் ஶ௥க்ழ௄ம் இப்ேபாௌ ெதாைல௳ல் உள்ள மற்ெறா௠ ௖ள்ளிையப் o 
ெப௥ேவாம்.
  இந்த ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ ஼ல நிைலயான ்ரம் என்௥ ஒ௠ வ௯ ஷறலாம், இந்த ௖ள்ளி௜ல் r 
இ௠ந்ௌ ெசல்௩ம் எந்த ேநரே்காடை்ட௞ம் நாம் க௠ௌழேறாம் எனேவ எந்த ேநரே்காடை்ட௞ம் o 
வைரேவாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், உதாரணமாக இொ௧௠ந்ௌ ெசல்௩ம் இந்த o 
ேநரே்காடை்டக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம்.
  ேநரே்கா௄ இந்த ழைடமடட்க் ேகாடை்டப் ெபா௥த்தமடூ்ல் ஼ல ேகாணத்ொல் ோட்டா உள்ளௌ , 
௔ன்னர ்௖ள்ளி ஐப் ெப௥வௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல, எனேவ நாம் ஼ந்ொக்கலாம், ஏெனனில் r 
நாம் இந்த ௖ள்ளி௜ல் ெதாடங்ழனால் மற்௥ம் இந்த ேகாட்ூன் வ௯ேய நடந்தால் நாம் இந்த o 
ொைச௜ல் ெசன்றால் இந்த ொைச௜ல் இந்த ொைச௜ல் ெசல்லலாம், உதாரணமாக நாம் 
இங்ழ௠ந்ௌ இங்ஶ ெசன்றால் ஼௣ௌ ்ரம் கடந்ௌ௳ட்டதாக ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ நாம்
ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளிைய அைட௞ம் வைர இந்த ்ரத்ைத அொகரித்ௌக் ெகாண்ேட 
இ௠க்கலாம்.
 p 
என்பௌ நாம் ஆரம்பத்ொல் ைவத்ொ௠க்க ௳௠ம்௔ய அந்த நிைலயான ்ரத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ 

இ௧௠ந்ௌ ெதாடங்ழ , இந்த பசை்ச ேநரே்காட்ூல் இந்த ொைச௜ல் ெசல்ழேறாம் என்௥ம், o 
இைட௜ல் உள்ள ்ரத்ொ௧௠ந்ௌ ேம௩ம் ௳லழச ்ெசல்௩ம்ேபாௌ என்௥ம் ெசால்லலாம்.

நாம் எங்ேக இ௠க்ழேறாம் மற்௥ம் இந்த நிைலயான ௖ள்ளி ஒ௠ ௖ள்ளிைய அைட௞ம்   en o 
வைர இந்த ்ரம் இப்ேபாௌ இந்த ொைச௜ல் ெசல்வதற்ஶ பொலாக ேவ௥ ொைச௜ல் r 
ெசன்௣௠க்கலாம் மற்௥ம் நாம் ேவ௥ ொைச௜ல் ெசன்றால் ெவளிப்பைடயாக நாம் ெசய்ேவாம்  
ேவ௥ ஼ல ௖ள்ளிகைளப் ெப௥ங்கள், இந்த ௖ள்ளிைய என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ இந்த q 
்ர௚ம் ஆஶம், எனேவ இப்ேபாௌ இந்த நிைலயான ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ ெதாைல௳ல் உள்ள r r p 
மற்௥ம் என்ற இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன, இௌ ேபான்ற பல ௖ள்ளிகைளக் காணலாம் , q 
நிசச்யமாக இௌ ௘க௵ம் இல்ைல என்பைதக் காணலாம்  கூனமானௌ, ஏெனன்றால் நாம் 
௙ண்௄ம் கடந்ௌ ெசல்௩ம் மற்ெறா௠ ேநர ்ேகாடை்ட வைரயலாம், ஆனால் ோட்டா௳ற்ஶப் 
பொலாக ேவ௥ ஏேத௑ம் ேகாணத்ொல் அௌ ேவ௥ ஼ல ேகாணத்ொல் வலௌ௖றமாக இ௠க்கலாம், 
உதாரணமாக நாம் இந்த ேநரே்காடை்டக் ெகாண்௄ள்ேளாம், இௌ ழைடமடட்க் ேகாடை்டப் 
ெபா௥த்ௌ ேவ௥ ேகாணத்ொல் உள்ளௌ.
 
௙ண்௄ம் இந்த ேநரே்காடூ்ல் கண்ூப்பாக ஏதாவௌ ஒ௠ ௖ள்ளி இ௠க்ஶம், நான் அைத அைழக்க 
௚ூ௞ம், எனேவ நான் இைத ௚தல் வரிக்ஶ என்௥ அைழப்ேபன் , ௔ன்னர ் இ௧௠ந்ௌ p one q o 
ெதாடங்ழ இரண்டாவௌ வரி௜ல் இந்த ொைச௜ல் ெசன்றால், அௌ இ௠க்ஶம்  கைட஼யாக ஼ல 
௖ள்ளிகள் உள்ளன, அதாவௌ இரண்௄ க்ஶ சமம் என்௥ என்௥ ஷ௥ேவாம் , அேத op r p two 
ேபால் இந்தப் பக்கத்ொ௩ம் ஒ௠ ௖ள்ளி இரண்௄ ழைடக்ஶம், அதாவௌ இரண்௄ம் ஆஶம், q oq r 
எனேவ இப்ேபாௌ நமக்ஶ நான்ஶ ௖ள்ளிகள் ஒ௠ இரண்௄ ஒன்௥ இரண்௄ இந்த p p q q 
நிைலயான ௖ள்ளி இ௧௠ந்ௌ அேத ்ரத்ொல் உள்ளன, ேம௩ம் இந்த ௳ஷயத்ொல் ஒ௠ ேநர ்o r 
ேகா௄ இ௠ப்பதால் நாம் எண்ணற்ற பல ேநரே்கா௄கைள உ௠வாக்க ௚ூ௞ம் என்பதால், 
இந்த நிைலயான ௖ள்ளி வ௯யாக ெசல்௩ம் அந்த ேநர ்ேகா௄கைள மட௄்ேம நாங்கள் o 
க௠த்ொல் ெகாள்ழேறாம்.
  எண்ணற்ற பல உள்ளன, ஏெனன்றால் ோட்டா ெதாடரந்்ௌ மா௥ம்ேபாௌ நாம் வைர௞ம் 
ழைடமடட் நீலக் ேகாடூ்ற்ஶம் ேநர ்ேகாட்ூற்ஶம் இைடேய உள்ள ேகாண ோட்டாைவ மாற்ற 
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ேவண்௄ம், இௌ அைனத்ௌ உண்ைமயான மொப்௖கைள௞ம் 0 ௚தல் 360 ூழரி வைர எ௄க்ஶம் , 
எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் இைடேய சாத்ொயமான ேகாண ோட்டா௳ற்ஶம் ஒத்ொ௠க்ஶம்.
  ௛ன்௥ அ௥பௌ , நாம் ேதரந்்ெத௄க்ஶம் எந்தக் ேகாணத்ொற்ஶம் ெதாடர௖்ைடயௌ, அங்ஶ ஒ௠ 
ேநரே்கா௄ இ௠க்ஶம், எ௄த்ௌக்காட்டாக, ோட்டாைவ ௗஜ்௷ய ூழரிக்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் 
ெகாண்டால், இந்த ேகா௄ தாேன இந்த ழைடமடட் ௧.

தாேன மற்௥ம் ழைடமடட் ேகாடூ்ல், என்பௌ க்ஶ சமமான இந்த ௖ள்ளி உள்ளௌ   ne op r p 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ேம௩ம் இந்த ௖ள்ளி என்பௌ என்பௌம் ஆஶம் , நாம் q oq r 
ோட்டாைவ ெதாண்ை௥ ூழரிக்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் நாம் இந்த ெசங்ஶத்ௌ 
ேகாட்ூல் இ௠க்ழேறாம்.
 இந்த ௖ள்ளிைய இங்ேக ௛ன்௥ ௛ன்௥ என்௥ ஷ௥ேவாம், இௌ௵ம் இௌ௵ம் ஆஶம் , p q r r 
௔ன்னர ்ோட்டாைவ ஒ௠ இ௠பௌக்ஶ சமமாக எந்த சாத்ொயமான ேகாணத்ைத௞ம் எ௄த்ௌக் 
ெகாள்ளலாம், எனேவ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் ௛ன்௥ அ௥பௌக்ஶம் இைட௜ல் எண்ணற்ற 
ேகாணங்கள் இ௠ப்பதால் அதன் அரத்்தம் என்னெவன்றால் இந்த நிைலயான ௖ள்ளி இ௧௠ந்ௌo 

ஒேர ்ரத்ொல் இ௠க்ஶம் எண்ணற்ற ௖ள்ளிகள் எங்களிடம் உள்ளன , இப்ேபாௌ நான் இந்த r 
எண்ணற்ற பல ௖ள்ளிக௬டன் இைணந்தால், இந்த ௖ள்ளி௜டப்பட்ட நீலக் ேகாட௄்டன் இங்ேக 
காண்௔க்ஶம் எண்ணற்ற பல ௖ள்ளிகள் இைவ என்௥ ெசால்லலாம்.
 ௖ள்ளிகள் சரியானௌ எனேவ நான் அந்த ௖ள்ளிகைள எல்லாம் வைரந்ௌ அவற்ைற 
இைணத்தால் நமௌ வட்டம் ழைடக்ஶம் எனேவ ா௠க்கமாக ஒ௠ வட்டம் என்பௌ ெகா௄க்கப்படட்
நிைலயான ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட ்ரத்ொல் இ௠க்ஶம் ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்பாஶம்.
 ்ரம் எ௄த்ௌக்காட்டாக, இங்ேக நிைலயான ௖ள்ளி எங்கள் ஒ௠ங்ழைணப்௖ i sr o 
அைமப்௔ல் ேதாற்றமாக இ௠க்கலாம், இந்த ௖ள்ளி ௗஜ்௷ய கமா ௗஜ்௷யமாக௵ம் ஆக௵ம் o r 
இ௠க்கலாம் , இந்த ௳ஷயத்ொல் ௛ன்றைர அலஶகளாக௵ம் இந்த நிைலயான ௖ள்ளி o 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
 வட்டத்ொன் ைமயம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நிைலயான ௖ள்ளி என்பௌ o 
வட்டத்ொன் ைமயம் மற்௥ம் இந்த நிைலயான ்ரம் வட்டத்ொன் ஆரம் என்௥ 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ , வட்டத்ொன் ௙ௌ ஏேத௑ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகைள எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், 
இந்த ௖ள்ளிைய இங்ேக௞ம் ேவ௥ ஏேத௑ம் ெசால்லலாம்.
 இந்த ௖ள்ளிைய இங்ேக ஷ௥ேவாம் அல்லௌ இந்த ௖ள்ளிைய௞ம் இந்த ௖ள்ளிைய௞ம் 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ நாம் என்௥ ஷ௥ேவாம், எனேவ p 4 n q4 
இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிக௬ம் அைவ இ௠க்ஶம் வட்டத்ைதச ்ேசரந்்தைவ என்௥ ெசால்லலாம்.
  வட்டம் மற்௥ம் நாம் அவற்ைற ஒ௠ ேகா௄ ௔ரி௵ ௛லம் இைணக்ழேறாம், அத்தைகய ஒ௠ 
ேகா௄ ௔ரி௵ ஒ௠ நாண் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாண் என்பௌ எந்த இரண்ைட௞ம் 
இைணக்ஶம் எந்த வரிப் ௔ரிவாஶம், 
எனேவ நாண் என்பௌ வட்டத்ொன் ஏேத௑ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகைள இைணக்ஶம் ஒ௠ ேகா௄ ௔ரி௵,
எனேவ நமக்ஶ ஒ௠ உள்ளௌ  ஸ்ெபஷல் நாண் எங்ேக என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்  
உதாரணத்ொற்ஶ வழக்ைக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், மற்௥ம் ஒன் என்௥ r p one q 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்,
 அதனால் மற்௥ம் ஒன்௥ என்௥ இரண்௄ேம வட்டத்ொல் உள்ளன , எனேவ மற்௥ம் p one q q 1 p
ஒன் இைடேய உள்ள இந்த ேகா௄ ௔ரி௵ ஒ௠ ஷட்டமாஶம், ஆனால் இௌ ஒ௠ ஼றப்௖க் ஶ௱வாஶம்.
 இௌ ஒ௠ ஼றப்௖ அடை்ட, ஏெனனில் அௌ வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் வ௯யாக ெசல்ழறௌ, எனேவ 
அத்தைகய மற்௥ம் அத்தைகய ஷட்டத்ொற்ஶ  ௳ட்டம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ம் ஒ௠ ஼றப்௖ ெபயர்
வழங்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் ஒ௠ ஒன்௥ ஒ௠ ௳ட்டம் அேத ேபால் p q p 
இரண்௄ இரண்௄ ௳ட்டம் ஷட மற்௥ம் நீங்கள் பாரக்்க ௚ூ௞ம் என எண்ணற்ற ௳ட்டம் q a 
இப்ேபாௌ இந்த ௳ட்டம் நீளம் என்ன இந்த வரி ௔ரி௳ல் எந்த ௳ட்டம் பாரத்்தால், அௌ ah 
இரண்௄ ஆரம் ெகாண்டதாக உள்ளௌ உதாரணமாக இன் ௳ஷயத்ொல் ஒ௠ p one q one 
௳ட்டம் கடந்ௌ ெசல்ழறௌ.
  ைமயத்ொன் வ௯யாக இந்த நீளம் ஒன்௥ ௔ளஸ் ஒன்௥, ஏெனனில் ஒ௠ p one q p one o oq p 

ஒன்௥ ஒ௠ ேநர ்ேகா௄ மற்௥ம் ஒன்௥ இரண்௄ம் க்ஶ சமம் என்பைத நாங்கள் q p one onoq r 
அ௣ேவாம், எனேவ ஒன்௥ இரண்௄ மடங்ஶ ஆஶம்.p one q r 
 ௳ட்டம் எப்ேபாௌம் ூ என்௥ நாம் காண்ழேறாம்  ஆரம் 
எவ்வள௵ ௌல்௧யமாக வைரய௥ப்பௌ அல்லௌ ஒ௠ வட்டம் என்பதன் அூப்பைட௜ல் எைதக் 
ஶ௣ப்௔௄வௌ என்௥ இௌவைர பாரத்்ேதாம் ஆனால் கணிதத்ொல் நாம் எப்ேபாௌம்  ஒ௠ 
ேநரே்காட்ூன் சமன்பாடை்ட வைரய௥ப்பௌ ேபாலேவ சமன்பா௄களின் அூப்பைட௜ல் 
௳ஷயங்கைள ௚ைறயாக ெவளிப்ப௄த்த ேவண்௄ம்.
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 ஒ௠ ேநரே்காடூ்ன் சமன்பாட்ூற்ஶ, இௌ நம்௚ைடயௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், இைவ 
நமௌ ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசா், இந்த ௖ள்ளி௜ன் ேதாற்றம் மற்௥ம் இந்த ேநரே்கா௄ நம்௘டம் 
உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இந்த ேநரே்கா௄ அூப்பைட௜ல் அைனவரா௩ம் 
வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாம் எப்பூ ேநராக எப்பூ வைரய௥த்ேதாம் ேகா௄ 
எனேவ ேநரே்கா௄ என்பௌ இந்த ேநரே்காட்ூல் இ௠க்ஶம் அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ேசகரிப்ைபத் 
த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல , ௔ன்னர ்நாம் இங்ஶ ஏேத௑ம் தன்னிசை்சயான ௖ள்ளி இ௠ப்பதாகக்
ஷறலாம், அதன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ என்௥ ெசால்லலாம் மற்௥ம் யா௠ைடய x x y 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ என்பைத என்௥ ெசால்லலாம்.y 
  இங்ேக இப்ேபாௌ ஒ௠ ௖ள்ளி ைவத்ொ௠ங்கள் p 
, ௔ன்னர ்நாங்கள் கண்௄௔ூக்கப் ேபாேனாம், இந்த மற்௥ம் என்ன ெசாத்ைத x y 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்த ேவண்௄ம் என்பைதக் கண்௄௔ூத்ேதாம், எனேவ இந்த ேநரே்காட்ூல் நீங்கள் 
இைதப் பாரத்்தால் இப்ேபாௌ இந்த ேநரே்காட்ூல் இ௠க்ஶம்  இந்த ௖ள்ளி௜ன் வ௯யாக ine 
ெசல்ழறௌ ௗஜ்யம் ஒன்௥, இௌ இந்த ௖ள்ளி ேம௩ம் இந்த ேகாணம் இங்ேக நாற்பத்ைதந்ௌ x y 
ூழரி ஆஶம், ஏெனனில் இந்த ேகாடூ்ன் சாய்௵ ஒன்௥ மற்௥ம் இைத பாரப்்பௌ ௘க௵ம் 
எளிதானௌ, ஏெனனில் இந்த ேநரே்கா௄ம் இந்த மற்ெறான்௣ன் வ௯யாக ெசல்ழறௌ.
 இங்ேக ௖ள்ளி அதன் ஆயத்ெதாைல௵கள் ஒன்௥ இரண்௄ ௔ன்னர ்எனேவ ேகாட்ூன் x y 
சாய்௵ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் y y x x 
ஒன்௥ வஶக்க ஒ௠ சாய்௵ சமமான ஒ௠ சாய்௵ இந்த ேநரக்்ேகாட௄்க்ஶம் இைடேய ேகாணம்  
ழைடமடட் அசா் இப்ேபாௌ 45 ூழரி ஆஶம், ஏெனனில் சாய்௵ 1 க்ஶ சமமாக இ௠ப்பதால், 
இப்ேபாௌ அௌ ௘க௵ம் எளிதாழறௌ, ஏெனன்றால் இந்த ௖ள்ளி இ௠ந்தால், அௌ ேநரே்காடூ்ல்xy 
உள்ளௌ என்௥ ெசான்னால், நான் அைதக் கணக்ழட்டால், க்ஶம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் xy  p 
இைட௜ல் உள்ள இந்தக் ேகாட௄்ப் ௔ரி௳ன் சாய்௵, இந்த வரிப் ௔ரி௳ன் சாய்௵ம் ஒன்றாக 
இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி ேநர ்ேகாடூ்ல் இ௠ந்தால் மட௄்ேம அௌ ஒன்றாக xy 
இ௠க்ஶம், 
எனேவ இந்த வரிப் ௔ரி௳ன் சாய்௵ ஆஶம்.y minu 

ஒன்ைற க௯த்தல் ௗஜ்௷யத்தால் வஶத்தால் , சாய்௵ ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம்,   s x 
ஏெனனில் இந்த ேநரே்காட்ூன் சாய்௵ ஒன்௥க்ஶ சமம் என்௥ கணக்ழட்ேடாம், எனேவ நாம் 
இந்த சமன்பாடை்ட எவ்வா௥ ெப௥ழேறாம், ௔ன்னர ்அைத எளிைமப்ப௄த்ொனால் க்ஶ x 
சமமாக ழைடக்ஶம் y 
இந்த ேநரே்கா௄ அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்௖ என்௥ ெசால்ழேறாம் , 
எ௄த்ௌக்காட்டாக , யாராவௌ எனக்ஶ ஒ௠ ௖ள்ளிையக் ெகா௄த்தால், ஆயத்ைத ௳ட x y 
ஒ௠ங்ழைணக்கப்ப௄ம் ௖ள்ளி ஆ௥ கமா எட௄் ஆ௥ எட௄் நான் உடனூயாக சரிபாரக்்க x y 
௚ூ௞ம் இந்தப் ௖ள்ளி இந்த ேநரே்காடூ்ற்ஶச ்ெசாந்தமானதா இல்ைலயா என்பதா௩ம், y 
என்பௌ எட௄் மற்௥ம் ஷட்டல் ஒன்௥ ஏ௱ மற்௥ம் எட௄் என்பௌ ஏ௱ அல்ல என்பதா௩ம், x ah y 
ஐ எட௄் மற்௥ம் சமம் ஆறாக உள்ளதால், அௌ ெசாந்த௘ல்ைல என்பைத ஒ௠வர ்பாரக்்கலாம்.x 
 இந்த சமன்பா௄ இந்த ௖ள்ளியால் ொ௠ப்ொ அைடய௳ல்ைல என்பைத நான் காண்ழேறன், 
எனேவ இந்த ௖ள்ளி இந்த ேநரே்காடூ்ல் இல்ைல , ௔ன்னர ்இைத எ௱ௌவௌ ௘க௵ம் எளிதானௌ, 
எனேவ அூப்பைட௜ல் நம்௘டம் இ௠ப்பௌ ௚௱ ேநரே்காடூ்ன் ஶணாொசயமாஶம்.
  வட்டத்ொன் வழக்ஶ அல்லௌ எங்கள் ேநாக்கம் இேத ேபான்ற ஶணாொசயத்ைதப் ெப௥வௌ 
அல்லௌ அூப்பைட௜ல் ஼ல வைகயான ௳ொகைளப் ெப௥வௌ 
, இௌ வட்டத்ொல் உள்ள எந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵க௬ம் ொ௠ப்ொப்ப௄த்த ேவண்௄ம், 
நாம் ொ௠ம்௔ச ்ெசல்லலாம் , இௌ நமௌ கான் என்௥ ெசால்லலாம், இைவ ஒ௠ங்ழைணப்௖ 
அசா்கள் அ௄த்த அசா் அசா் நம்௘டம் ஒ௠ வட்டம் உள்ளௌ, அதன் ைமயத்ொல் கமா y h k 
ஆயத்ெதாஶப்௖ உள்ளௌ, எனேவ ைமயத்ொன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒ௠ங்ழைணப்௖ x h y k 
மற்௥ம் ஆரம் என்௥ ெசால்லலாம்.r 
 அதன் ஒ௠ங்ழைணப்௖கள் மற்௥ம் ஆஶம், ேம௩ம் இந்த வட்டத்ொன் ௙ௌ ஆரம் x y p skn r 
ைமயத்ொல் உள்ளௌ என்௥ ஷ௥ேவாம்,  எனேவ இந்த மற்௥ம் ௗரத்்ொ ெசய்ய ேவண்ூய ஒ௠ x y 
௳ொைய உ௠வாக்க ௚ூ௞மா?  இந்த ௳ொ நமக்ஶத் ெதரிந்தால், அதன் ஒ௠ங்ழைணப்௖கள் 
நமக்ஶத் ெதரிந்தால், அந்த ௖ள்ளி வட்டத்ொல் இ௠க்கப் ேபாழறதா இல்ைலயா என்பைதச ்
சரிபாரத்்ௌச ்ெசால்ல ௚ூ௞ம், 
எனேவ ௚த௧ல் ைமயத்ைத இப்ேபாௌ ேரூல் இ௠ந்ௌ ௖ள்ளி௞டன் இைணப்ேபாம்  p ius 
என்பௌ என்பௌ இந்த வரிப் ௔ரி௳ன் நீளம், ஆக இ௠க்ஶம் , ைமய வரிைச௜ன் வ௯யாக r r 
ெசல்௩ம் ஒ௠ ழைடமடட் ேகாடை்ட வைரேவாம், எனேவ ெவளிப்பைடயாக அசா்ம் இந்த x 
ேகா௄ம் இப்ேபாௌ இைணயாக உள்ளன, ேம௩ம் இந்த ெசங்ஶத்ௌ ேகா௄ வ௯யாக ெசல்௩ம் p 
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ெசங்ஶத்ௌ ேகாடை்ட உ௠வாக்ஶழேறாம்.
அசா் இைணயாக இ௠ப்பதால், மற்௥ம் அசா் ெதாண்ை௥ ூழரி௜ல் இ௠ப்பதால்,  y x y 

இந்த ேகாண௚ம் ெதாண்ை௥ ூழரியாக இ௠ப்பைதப் பாரப்்பௌ எளிௌ , இந்த இரண்௄ 
ேகா௄களின் ஶ௥க்ஶெவட௄்ப் ௖ள்ளிைய நான் ஆல் கடூ்ெய௱ப்௔யைதக் ஶ௣க்கலாம் .q 

என்பௌ இங்ேக ஒ௠ ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணம் எனேவ நாம் இப்ேபாௌ ௔த்தேகாரஸ்   have 
ேதற்றத்ொல் இ௠ந்ௌ ஒ௠ ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணம் ஐப் ெபற்௥ள்ேளாம், ௔ன்னர ் சௌரம்opq op 
சரி சௌரம் சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் சமம் ஆனால் சௌரம் சௌரம் என்பௌ op oq pq op r 

எவ்வள௵ சௌரம் என்றால் இந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ இௌ இந்த ழைடமடட் oq x p x 
்ரம் ைமயத்ொன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ எனேவ இந்த ்ரம் உள்ளௌ , எனேவ ஐப் x x o h th 
பாரப்்பௌ எளிௌ சௌரத்ொல் ைமனஸ் ௚௱ சௌரம் இ௠க்ஶம் அேத ேபால இந்த oq x h 
ெசங்ஶத்ௌ ்ரம் என்பௌ இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ இந்த ெசங்ஶத்ௌ ்ரம் y y p k 
ஆஶம், இௌ ைமயத்ொன் ஆயமாஶம், எனேவ சௌரம் ைமனஸ் ஆஶம் சௌரம் எனேவ o y pq y k 
இௌதான் நாம் ேப஼க் ெகாண்ூ௠ந்த ௳ொ, எனேவ வட்டங்களின் ௳ஷயத்ொல் ஷட ேநர ்
ேகா௄கைளப் ேபாலேவ இங்ேக௞ம் ஒ௠ ெபாௌ ௳ொையப் ெப௥ழேறாம் , இௌ வட்டங்களில் 
உள்ள எந்தப் ௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கைள௞ம் ெப௥ழறௌ .
  வட்டம் ொ௠ப்ொயாக இ௠க்க ேவண்௄ம் எ௄த்ௌக்காட்டாக , ௖ள்ளி ஒன்௥ காற்௖ள்ளி இரண்௄ 
மற்௥ம் ஆரம் ஐந்ௌ அலஶகள் ெகாண்ட ஒ௠ வட்டம் உள்ளௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், 
எனேவ நம்௘டம் ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ, இௌ ஒ௠ கமா ௛ன்௥க்ஶ சமமாக உள்ளௌ , இப்ேபாௌ xy 
நாம் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம்.
  இந்தப் ௖ள்ளி ைமனஸ் ஒன்௥ கமா ௛ன்௥ இந்த வட்டத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ வட்டமானௌ 
ைமயம் ஒன்௥ கமா இரண்௄ மற்௥ம் ஆரம் ஐந்ௌ ௛லம் ஶ௣ப்௔டப்ப௄ழறௌ, எனேவ இைத 
சரிபாரப்்பௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல, எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் இௌ இௌ மற்௥ம் இௌ இௌr h k 

இௌ எனேவ ௚த௧ல் இந்த மொப்௖கைள இங்ேக ைவத்ௌ, சமத்ௌவம் ழைடக்ழறதா x y 
என்பைதச ்சரிபாரக்்க௵ம் , நிசச்யமாக இடௌ ௖றம் ஐந்ௌ சௌரம் , அதாவௌ வலௌ ௖றத்ொல் 
இ௠பத்ைதந்ௌ, க௯த்தல் எனேவ ஒ௠ க௯த்தல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ எனேவ க௯த்தல் x h 
இரண்௄ சௌரம் நான்ஶ க௯த்தல் க௯த்தல் ௛ன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ எனேவ ஒன்௥ y ky k 
௛ன்௥ க௯த்தல் இரண்௄ ௚௱ சௌரம் ஒன்௥ எனேவ வலௌ ௖றத்ொல் நாம் ஐந்ௌ இடௌ ௖றத்ொல் 
நாம் இ௠பத்ைதந்ௌ மற்௥ம் அவரக்ள் இல்ைல இந்த ௖ள்ளிைய க௯த்தல் ஒன்௥ கமா ௛ன்௥ 
என்பௌ ஒ௠ கமா இரண்ூ௩ம் ஆரம் ஐந்ொ௩ம் ைமயம் ெகாண்ட வட்டத்ொல் அைமயாௌ.
 
இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பா௄ ைமய ஆரம் வூவம் என்௥ ah 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் நாம் ஏன் அந்த ெபயைர ைமய ஆரம் ெகாண்௄ள்ேளாம் என்பௌ 
ெதளிவாகத் ெதரிழறௌ.
 ஏெனனில் இந்த ெவளிப்பாடை்டப் பாரக்்ஶம்ேபாௌ 
, ைமயம் காற்௖ள்ளியாக இ௠ப்பைத௞ம், இடௌ௖றத்ொல் உள்ள ஆரம் என்பைத௞ம் h r 
காண்ழேறாம் , உதாரணத்ொற்ஶ ஆ என்௥ நான் ெசான்னால், அைதச ்ெசான்னால் , ஼ல 
வட்டத்ொன் இந்த சமன்பாடை்டக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம் .

 அதனால் இௌ  சமன்பா௄ என்பௌ ைமய ஆரம் வூவத்ொல் உள்ள ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பா௄ 
மற்௥ம் அைதப் பாரப்்பதன் ௛லம் வட்டத்ொன் ைமயம் ௛ன்௥ காற்௖ள்ளி ஏ௱ என்௥ம் ஆரம் 
என்றால் இௌ சௌரம் என்௥ம் என்பௌ 8 ஆரம் என்௥ம் ௘க எளிதாகக் ஷறலாம்.r r 
  இௌ ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பாடை்டக் ஶ௣ப்௔௄வதற்கான ஒேர வ௯ அல்ல, ேவ௥ ஼ல வ௯கள் 
உள்ளன, எனேவ அத்தைகய ஒ௠ வ௯ அள௵௠ வூவம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ 
அள௵௠ வூவத்ொல் நாம் ைவத்ொ௠ப்பௌ என்னெவன்றால் , ஒ௠ங்ழைணப்௖ அசை்ச ௙ண்௄ம் 
வைரேவாம்.
 ேதாற்றம் மற்௥ம் நாம் ௙ண்௄ம் கமா மற்௥ம் ஆரம் இல் ைமயம் ெகாண்ட ஒ௠ h k r 
வட்டத்ைத ைவத்ொ௠க்ழேறாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், எனேவ இௌ ைமயத்ொன் கமா k 
ஆரம் என்௥ ெசால்லலாம், r 
இப்ேபாௌ நாம் அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் கட௄்மானத்ொற்ஶத் ொ௠ம்ப ேவண்௄ம்.
 ஒ௠ ேநரக்்ேகாடை்ட வைரவைத அூப்பைடயாகக் ெகாண்ட ஒ௠ வட்டம் இப்ேபாௌ ைமயத்ொன் 
வ௯யாக ெசல்௩ம் எந்த ேநரே்காடை்ட௞ம் வைரந்தால், இந்த வரிைய இங்ேக ெசால்லலாம், 
எனேவ இந்த ேகா௄ நிசச்யமாக கமா வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் வ௯யாக ெசல்ழறௌ மற்௥ம் h k 
இந்த ேநரே்காடை்ட ௳௄ங்கள்.

அசா்டன் ோட்டா௳ன் ேகாணத்ைத உ௠வாக்க ேவண்௄ம், எனேவ நான் இங்ேக அசா்க்ஶ  x x 
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இைணயாக ஒ௠ ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாடை்ட வைரழேறன் , இந்த ேநர ்ேகா௄ ோட்டா௳ன் 
ேகாணத்ைத உ௠வாக்ஶழறௌ, எனேவ ோட்டாைவ எப்ேபாௌம் எொர ்கூகார ொைச௜ல் 
அள௳ட௵ம், எனேவ நான் இப்பூச ்ெசன்றால் எனக்ஶ ேநரம்ைற ோட்டா உள்ளௌ  நான் இப்பூச ்
ெசன்றால், எனக்ஶ எொரம்ைறயான ோட்டா உள்ளௌ என்௥ ெசால்லலாம், அதன் மற்௥ம் x y 
ஆயத்ெதாைல௵கைள நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்ூய ஒ௠ ௖ள்ளி உள்ளௌ அல்லௌ p 
இந்த ஆரம் ெகா௄க்கப்படட் இந்த ௖ள்ளி ஐக் கண்௄௔ூத்த ௳தம் உங்க௬க்ஶ r p 
நிைன௳௠ந்தால் ெசால்லலாம்.
  இந்த ொைச௜ல் உள்ள ேநரே்காடூ்ல் நாங்கள் இந்த ௖ள்ளிைய அைட௞ம் வைர நகரந்்ேதாம் p 
அதாவௌ என்பௌ க்ஶ சமம் எனேவ இன்ைறய ௳ரி௵ைர௜ன் ௚தல் அல்லௌ இரண்டாவௌ op r 
ஸ்ைல௄க்ஶச ்ெசன்றால் வட்டத்ொல் ௖ள்ளிகைளக் கண்ட௣யத் ெதாடங்ழேனாம்.
 

எனேவ இௌ ஆக இ௠ந்தால் மற்௥ம் நான் அசா்க்ஶ இைணயாக ஒ௠ ேகா௄ வைரந்தால் r r y 
, என்னால் கட்டப்பட்ட இந்த இரண்௄ ேகா௄க௬ம் இங்ேக ெதாண்ை௥ ூழரி ேகாணத்ொல் q 
என்ற ௖ள்ளி௜ல் சந்ொக்ஶம் என்பௌ ெதளிவாழறௌ , ௔ன்னர ்எனக்ஶ இந்த ஼௣ய உரிைம 
உள்ளௌ.
  ேகாண ௚க்ேகாணம் இங்ேக இங்ஶ என்பௌ க்ஶ சமம் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், op  q op r 
ஆனால் என்பௌ என்பௌ ௚க்ேகாண௳யல் ௳ழதங்கள் பற்௣ய நமௌ அ௣௳ன் op r 
அூப்பைட௜ல்,  இங்ஶ இ௠க்ஶம் காஸ் ோட்டா௵க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் என்பைத r oq 
அ௣ேவாம், எனேவ இௌ மற்௥ம் என்பௌ ஆஶம்  இப்ேபாௌ r cos theta qp r sin theta 
இொ௧௠ந்ௌ 
இந்த ௖ள்ளி௜ன் இரண்௄ ஆயங்கைள நாம் கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞ம், இௌ வட்டத்ொல் உள்ளௌ, 
எனேவ இப்ேபாௌ நாம் என்ன ெசய்யப் ேபாழேறாம் என்பௌ இந்த ௖ள்ளி௜ன் மற்௥ம் x y 
ஆயங்கைள ெவளிப்ப௄த்தப் ேபாழேறாம் .

மற்௥ம் இந்த ேகாணம் ோட்டா௳ன் அூப்பைட௜ல் வட்டம் மற்௥ம் அௌ ௘க௵ம் கூனம்   r 
அல்ல , ஏெனனில் இந்த ௖ள்ளி௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ இந்த ்ரத்ொற்ஶ சமம் எனேவ நாம் x p 

என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ ஒ௠ங்ழைணப்௖ இௌ ௘க௵ம் ஆனால் இந்த pxy x x x 
உண்ைம௜ல் இௌ௵ம் தான் ஆனால் இந்த என்பௌ இந்த ்ரம் ஷட்டல் அல்ல எனேவ x x x 
என்பௌ ைமயத்ொன் ஆயத்ெதாைகக்ஶ சமம், இௌ ௔ளஸ் மற்௥ம் இந்த ்ரம் ஆஶம் x h oq cos

இேதேபால் ஒ௠ங்ழைணப்௖ இந்தப் ௖ள்ளி என்பௌ இங்ேக இந்த ்ரம் இௌ theta y o  f p y 
என்பௌ இந்த ௔ளஸ் ஐத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல, இௌ ஆக qp k 
இ௠க்ஶம் ைமயத்ொன் ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶச ்சமம்.y 
 ஏற்கனேவ ஆதலால் r sin theta 
, இந்த ௖ள்ளி௜ன் மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖க்கான ெவளிப்பா௄ இப்ேபாௌ x y p.
 வட்டத்ொன் ைமயத்ொன் ஆயத்ொன் அூப்பைட௜ல் வட்டத்ொன் ஆரம் மற்௥ம் ேநர ்ேகா௄ r 
மற்௥ம் ழைடமடட் அசா்க்ஶ இைடேய உள்ள ேகாணம் ோட்டா ஆனால் ைமய ஆரம் x 
உ௠வாக்கத்ொல் இ௠ந்தைதப் ேபாலேவ இைத௞ம் ஒ௠ ௳ொயாக உ௠வாக்க ௚ூ௞மா மற்௥ம் 
அௌ ௘க௵ம் கூனம் அல்ல , ௚௱ வட்டத்ைத௞ம் மற்௥ம் ௖ள்ளிகள் என்பௌ ஷட்டல் x y x h r 

என்௥ வைரய௥க்கலாம்.cos theta y 
உண்ைம௜ல் நாம் ொ௠ம்௔ச ்ெசன்றால் , க௯த்தல் ௚௱ சௌர௚ம்   k plus r sin theta x h 

க௯த்தல் என்பௌ ோட்டா சௌரம் என்பௌ சௌரம் சௌரம் ோட்டா க௯த்தல் x h r cos r cos y k 
என்பௌ சௌரம் சௌரம் என்பைதக் காணலாம்.r sin theta r 
  பாவம் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா இப்ேபாௌ இந்த இரண்ைட௞ம் ேசரத்்தால் என்ன  நாம் ெப௥வௌ r 
ஸ்ெகாயர ்காஸ் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா ௔ளஸ் ஆர ்ஸ்ெகாயர ்஼ன் ஼ன் ஸ்ெகாயர ்ோட்டா இௌ r 
சௌரத்ைதத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, இௌ இப்ேபாௌ ைமய ஆரம் வூவத்ைதப் பற்௣ 
௳வாொக்ஶம் ேபாௌ நாம் இப்ேபாௌ பாரத்்த ௳ொையத் த௳ர ேவ௣ல்ைல, 
எனேவ இந்த இரண்ைட௞ம் ேசரத்்தால் நாம்  இ௥ொ௜ல் இைதப் 
ெப௥ங்கள், அதாவௌ வட்டத்ொல் உள்ள எந்தப் ௖ள்ளி௞ம் ஐ ௚த௧ல் வட்டத்ொன் எந்தப் p 
௖ள்ளி௜ன் ஆயத்ெதாைல௵கைள௞ம் எ௱தலாம், 
ோட்டா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் இரண்௄ க்ஶம் இைட௜ல் ஼ல ேகாணத்ொல் இ௠க்ஶம் இடத்ொல் pi
ோட்டா௳ற்ஶ இைட௜ல் நாம் ேதர௵்ெசய்தால்.
  ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் இரண்௄ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ இரண்௄ வைர மற்௥ம் pi pi x y 
ஒ௠ங்ழைணப்௖கைளக் ெகாண்ட ஒ௠ ௖ள்ளிைய நாம் உ௠வாக்ழனால் , h plus r cos theta 

ஒ௠ங்ழைணப்௔ல் ௔ளஸ் உள்ளௌ, அத்தைகய ௖ள்ளி ெவளிப்பைடயாக n y k i sin theta 
வட்டத்ொல் இ௠க்ஶம், அௌதான் இந்த இரண்௄ வாதங்க௬ட௑ம் நாம் இங்ேக நி௡௔த்ௌள்ேளாம், 
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வட்டம் என்பௌ மற்௥ம் அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்ைபத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல , x y 
இொல் மற்௥ம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ அூப்பைட௜ல் ஷட்டல் மற்௥ம் x y h r cos theta nk r sin 

ேசரந்்தௌ  இைடேவைள  ஆக நாம் ோட்டாைவ 0 ௚தல் 2 theta theta al zero to two pi pi 
வைர மா௥ப௄ம் ேபாௌ நாம் அூப்பைட௜ல் நகரழ்ேறாம் என்பௌ ௘க௵ம் ெதளிவாக உள்ளௌ, 
எனேவ ோட்டா 0 க்ஶ சமமான ௖ள்ளி இங்ேக எங்காவௌ இ௠க்ஶம் , ௔ன்னர ்நாங்கள் இப்பூ நகர 
ஆரம்௔க்ழேறாம் , ௔றஶ நீங்கள் ேம௩ம் ெதாடரந்்தால்  ோட்டாைவ அொகரிப்பௌ இங்ேக 
எங்காவௌ ெசன்றைட௞ம் எனேவ நாம் இங்ஶ ெசன்றால் 90 ூழரிக்ஶ சமமான ோட்டாைவக் 
ெகாண்ூ௠க்ழேறாம், ஏெனனில் அந்த ௳ஷயத்ொல் இௌ ேநர ்ேகாடாக இ௠க்ஶம் , இந்த 
ேகாணம் இப்ேபாௌ 90 ூழரியாக இ௠க்ஶம், ௔ன்னர ்நாம் ோட்டா 90 க்ஶ அப்பால் ெசல்லலாம்.
  ஒ௠ ௚௱ ௖ரட஼்ைய ௚ூக்க௵ம், எனேவ இந்த வூவத்ொல் வட்டத்ைத ெவளிப்ப௄த்ௌம் ேபாௌ 
அௌ ஒ௠ அள௵௠ ோட்டா௳ன் அூப்பைட௜ல் இ௠க்ஶம் , எனேவ ஒ௠ வட்டத்ொன் இந்த வைக 
சமன்பா௄ ஒ௠ வட்டத்ொன் அள௵௠ ௖ள்ளி அள௵௠ சமன்பா௄ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, 
எனேவ அூப்பைட௜ல் நாம் என்ன ெசான்ேனாம் ஒ௠ ௖ள்ளி கமா என்பௌ ைமய x y hk 
மற்௥ம் ஆரம் ெகாண்ட வட்டத்ைதச ்ேசரந்்ததாக இ௠ந்தால், இ௠க்க ேவண்௄ம், அ௄த்ௌ r x s 
ஷட்டல் க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் மற்௥ம் என்பௌ ஼ல ோட்டா௵க்ஶச ்r cos theta y 
சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் ஷட்டல் ௚தல் ௗஜ்௷யம் இரண்௄ வைர ஼ல k r sin theta  g pi 
ோட்டா இ௠க்க ேவண்௄ம், அதாவௌ இௌ மற்௥ம் என்பௌ ௔ளஸ் பாவம் ோட்டா, எனேவ x y k r 
இௌ ஒன்௥ தான் நாம் ெசான்னௌ மற்ெறான்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ ெசாந்தமான எந்த ேகாண 
ோட்டா௳ற்ஶம்  இரண்௄ ௖ள்ளி ஷட்டல் மற்௥ம் pi s r cos theta k plus r sin theta 
எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ௖ள்ளியானௌ கமா மற்௥ம் ஆரம் ெகாண்ட ைமயத்ைத ெகாண்ட k r 
வட்டத்ொற்ஶ ெசாந்தமானௌ, எனேவ இந்த இரண்௄ ௳ஷயங்கைள௞ம் நாம் நமௌ ைமய ஆரம் 
பூவத்ொற்ஶச ்ெசன்றால் மற்௥ம் நாம் காடூ்னால் இௌ இந்த வூவத்ொல் இ௠ந்தௌ என்பைத 
நிைன௳ல் ெகாள்௬ங்கள், ஆனால் நீங்கள் இந்த சௌரங்கைளத் ொறந்தால் சௌரம் ைமனஸ் x 
இரண்௄ ஷட்டல் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் ைமனஸ் இரண்௄ ஷட்டல் சௌரம் சமம் hx h y ky k r 
சௌரம் அல்லௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் ைமனஸ் இரண்௄ ைமனஸ் இரண்௄ ஷட்டல் x y hx ky 
ஷட்டல்  சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ ைமய k s r 
ஆரம் வூவத்ொ௧௠ந்ௌ ெதாடங்ழ இ௥ொ௜ல் இைதப் ெப௥ழேறாம் , ேம௩ம் ஒ௠ வட்டத்ொன் 
சமன்பாடை்ட ெபாௌவாக இந்த வைக வூவத்ொல் எ௱தலாம், இௌ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் x y 
ஆஶம்.
 இரண்ூன் ஶணகம்  சௌர௚ம் சௌர௚ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம், ஏெனன்றால் x y ah 
என்பௌ அூப்பைட௜ல் இங்ழ௠ந்ௌ ெதாடங்ஶழறௌ , ௔ன்னர ் ஐக் ெகாண்ட ஒ௠ ெசால் ஼ல x 
ஶணகத்ௌடன் ெப௠க்கப்ப௄ம், எனேவ இங்ேக இந்தச ்ெசால்ைலப் ேபாலேவ இல் மற்ெறா௠ y 
ெசால் ேநரியல் இௌ மற்ெறா௠ ெசால், இௌ ௚ைற ஼ல மா௣௧ மற்௥ம் ஒ௠ நிைலயான y c 
ஆஶம்    
இௌ அூப்பைட௜ல் மற்௥ம் இல் இரண்டாவௌ ூழரி சமன்பா௄ ஆஶம், ஆனால் இந்த x y 
ேஜாூ௞டன் ஼ல ஼றப்௖ப் பண்௖க௬டன் சௌரம் மற்௥ம் சௌரத்ொன் ஶணகம் ஒேர ah x y 
மாொரியாக இ௠க்ஶம் , இரண்டாவதாக இந்தச ்ெசால்ைலக் ெகாண்ூ௠க்ஶம் எந்தச ்ெசால்௩ம் 
இல்ைல.
 இௌ ஼ல நிைலயான ேநரங்கள் ஆஶம், ஏெனனில் ஒ௠ ெபாௌவான இரண்டாம் நிைல xy 
சமன்பாட்ூல் ெபாௌ இரண்டாம் நிைல சமன்பா௄   
இந்த வூவத்ொல் உள்ளௌ.

இன் வூவம் எனேவ இௌ ஒ௠ ெபாௌவான இரண்டாம் நிைல சமன்பாட்ூன் வூவம் ஆனால்  a 
இங்ஶ ஒன்௥ மற்௥ம் சௌரத்ொன் ஶணகம் ெபாௌவாக ஒேர மாொரியாக இ௠க்க ேவண்ூய x y 
அவ஼ய௘ல்ைல ேம௩ம் இன் இந்த ஶணகம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்ூய அவ஼ய௘ல்ைலxy 
ஆனால் இந்த இரண்டாவௌ ெபாௌ௳ல் இ௠ந்தால்  இரண்டாவௌ ூழரி சமன்பா௄, இந்த இரண்௄
நிபந்தைனக௬ம் ௗரத்்ொ ெசய்யப்பட்டால், ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான மற்௥ம் இ௠ந்தால், b c 
நமக்ஶக் ழைடப்பௌ ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பா௄ ஆஶம், ஏெனன்றால் நாம் இங்ேக மற்௥ம் b c 
க்ஶ சமமான ௗஜ்௷யத்ைத ைவத்தால், நாம் ெசய்ேவாம் ேகாடாரி சௌரம் மற்௥ம் ay 
சௌரத்ைதப் ெப௥ங்கள், ஏெனனில் ஆக௵ம் ௔ன்னர ் மைறந்ௌ௳௄ம், ஏெனனில் b a cxy c 0 
இரண்௄ ௔ளஸ் மற்௥ம் எல்லாவற்ைற௞ம் ஆல் வஶத்தால் நமக்ஶக் ழைடக்ஶம் , இௌ dx a 
ெவளிப்பைடயாக சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ௔ளஸ் இரண்௄ ஷட்டல் x y gx fy c 
வூவமாஶம்.
 ௗஜ்௷யம் அதனால்தான் இௌ ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பாட்ூன் ௘க௵ம் ெபாௌவான வூவமாஶம்.

சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ ஷடூ் ௔ன்னர ்நாங்கள் இைத நிைற௵ ெசய்ழேறாம்    y fy to 
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நீங்கள் ஒ௠ ௔ளஸ் ௷ சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ ைமனஸ் ௷ சௌரத்ைத ைவத்ௌ நீங்கள் ைமனஸ் எஃப் 
சௌரத்ொன் வழ் ஒ௠ ௔ளஸ் எஃப் சௌரத்ைத ைவத்ோரக்ள், எனேவ நாங்கள் ெப௥வௌ ௔ளஸ் ௷ x 
௚௱ சௌரம் ௔ளஸ் எஃப் ௚௱ சௌரம் ௷ சௌரம் மற்௥ம் எஃப் சௌரம் க௯த்தல் மற்௥ம் c 
இௌ க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் சௌரத்ொற்ஶ சமமான x h y k r 
ைமய ஆரம் வூவத்ொன் வூவத்ைத நமக்ஶ நிைன௶ட௄்ழறௌ.
  எப்ெபா௱ௌம் எொரம்ைறயானௌ அல்ல , எனேவ இௌ எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம இௌ 
ஒ௠ வட்டத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ சமன்பாடை்டப் ெபற்றால் இௌ எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் 
இந்த நிைல எப்ேபாௌம் ைவத்ொ௠க்க ேவண்௄ம் , ேம௩ம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்ௌ d f c 
ஐ எொரம்ைறயாகக் கணக்ழட்டால், இௌ  ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பா௄ அல்ல, ஆனால் அௌ 
எொரம்ைறயாக இல்லா௳ட்டால், 
அௌ ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பா௄ என்பௌ ெதளிவாழறௌ, ஏெனனில் இௌ௵ம் இங்ேக உள்ளௌ.

சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் இன் ேவர ்மற்௥ம் ைமயம் காற்௖ள்ளி ஆனால்  g f c h k h 
என்பௌ க௯த்தல் ஆஶம், ஏெனனில் இௌ௵ம் இௌ௵ம் சமம் மற்௥ம் என்பௌ க௯த்தல் g k f 
எனேவ 
இந்த வூவத்ொன் ெபாௌவான சமன்பா௄ ஒ௠ வட்டம் என்௥ ஷ௣ ௚ூக்கலாம்.

சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் க௯த்தல் எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் மட௄்ம் இல் வட்டத்ொன்  d f c um 
ஆரம் க்ஶ சமமான சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் இன் வரக்்க ௛லத்ொற்ஶ சமமாக r d f c 
இ௠க்ஶம், ஏெனனில் இந்த சௌர௚ம் இந்தச ்ெசால்௩ம் ேவண்௄ம்  ஒேர மாொரியாக இ௠ங்கள் r 
மற்௥ம் வட்டத்ொன் ைமயமானௌ வட்டத்ொன் ைமயத்ொல் ைமனஸ் காற்௖ள்ளி க௯த்தல் g f 
என்பைத ௙ண்௄ம் நாம் இங்ழ௠ந்ௌ பாரக்்கலாம், ஏெனனில் என்பௌ க௯த்தல் க்ஶ சமமாகg h 
இ௠க்க ேவண்௄ம் , எனேவ என்பௌ க௯த்தல் ஆஶம்.h g 
 எனேவ, ஒ௠ 
வட்டத்ொன் சமன்பாட்ூன் ெபாௌவான வூவத்ைதப் ௖ரிந்ௌெகாண்௄ இந்த ௳ரி௵ைரைய 
௚ூக்ழேறாம், அங்ஶ 

சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் க௯த்தல் g f c 
எொரம்ைறயாக இ௠ந்தால் மட௄்ேம இௌ ஒ௠ வட்டத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ என்௥ பாரத்்ேதாம்.
  வட்டம் மற்௥ம் க௯த்தல் கமா  ைமனஸ் எஃப் என்பௌ வட்டத்ொன் ைமயமாஶம், எனேவ இந்த g 
வூவத்ொல் ஏேத௑ம் சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்படட்ால், ௚த௧ல் அௌ ஒ௠ வட்டமா இல்ைலயா 
என்பைத நாம் சரிபாரக்்க ௚ூ௞ம், ௔ன்னர ்ஆரம் மற்௥ம் ஆரத்ைதக் கண்ட௣ய ௚ூ௞ம்.
 
வட்டத்ொன் ைமயம் எனேவ இைதப் பற்௣௞ம் மற்ற ௚ைறகைளப் பற்௣௞ம் அ௄த்த வஶப்௔ல் 
ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பா௄களின் ௔ற வைககைளப் பற்௣ ௳ரிவாகப் பாரப்்ேபாம்.
 

Pru
tor
@
IIT
K




