
  पुढील ʩाƥानांǉा मािलकेतील Ţॉिनक िवभागांवरील पिहʞा ʩाƥानात आपले ˢागत आहे,  मंडळे पॅराबोलस लंबवतुŊळ 
हायपरबोलास सारƥा िविवध शंकूǉा संमतीचे गुणधमŊ आिण समीकरणांवर चचाŊ करणार आहे,
 ȑामुळे या ʩाƥानात आपण वतुŊळापासून सुŜवात कŝ, तर आपण वतुŊळ काय ते पाš.
 ʉणजे आपण असे ʉणू या की आपʞाकडे एक िनिʮत िबंदू आहे येथे पािहʞाŮमाणे वतुŊळ हा एका िनिʮत िबंदूपासून समान o 
अंतरावर असलेʞा सवŊ िबंदंूचा संच आहे असे ʉणूया, ʉणून आपण असे ʉणू की हे िनिʮत अंतर इतके आहे.r 
  आपण एक िबंदू शोधू शकतो का आपण असे ʉणू या की आपण या िनिʮत िबंदूपासून काही अंतरावर असलेला काही िबंदू शोधǻाचा 
Ůयȉ कŝया  पुɎा जेʬा आपण अंतराबȞल बोलतो तेʬा आपण िȪिमतीय समतल समतलतेबȞल बोलत आहोत ʉणून आपण o 
पृʿभागाबȞल बोलत आहोत याŮमाणे , या İ̾थर िबंदूपासून अंतरावर असलेला िबंदू शोधǻासाठी आपण Ůथम एक उभी रेषा आिण r 
एक आडवी रेषा काढू या जी या िनिʮत िबंदूला छेदते आता अंतरावर असलेला दुसरा िबंदू िमळिवǻासाठी.o 
  या िबंदूपासून काही िनिʮत अंतर ʉणूया एक मागŊ असा आहे की आपण या िबंदूपासून जाणारी कोणतीही सरळ रेषा मानतो r o o 
ʉणून आपण ʉणू या की आपण कोणतीही सरळ रेषा काढू या, उदाहरणाथŊ वŝन जाणा̴ या या सरळ रेषेचा िवचार कŝ या.o 
  या Ɨैितज रेषेǉा संदभाŊत सरळ रेषा काही कोनात थीटा आहे आिण नंतर िबंदू िमळवणे फार कठीण नाही ʉणून आपण फƅ r 
िवचार कŝ शकतो कारण जर आपण या िबंदूपासून सुŜवात केली तर आिण जर आपण फƅ या रेषेने चाललो तर  जर आपण या o 
िदशेने गेलो तर आपण एकतर या िदशेने जाऊ शकतो 
, उदाहरणाथŊ समजा आपण येथून पुढे गेलो तर आपण काही अंतर कापले आहे ʉणून आपण 
एका िविशʼ िबंदूपयōत पोहोचेपयōत हे अंतर वाढवत राš शकतो.

जे ȑा िनिʮत अंतरावर आहे जे आपʞाला सुŜवातीला हवे होते ʉणून आपण असे ʉणूया की पासून सुŝ कŝन आपण या  p r o 
िहरʩा सरळ रेषेवर या िदशेने जातो आिण जेʬा आपण मधील अंतरापासून पुढे जातो तेʬा आपण िजथे आहोत आिण िबंदूवरo en p 
पोहोचेपयōत हा İ̾थर िबंदू वाढेल की हे अंतर आता आहे या िदशेने जाǻाऐवजी आपण दुस̴ या िदशेने जाऊ शकलो असतो आिण o r 
जर आपण दुस̴ या िदशेला गेलो तर नſीच आपण कŝ.
  आणखी काही िबंदू िमळवा हा िबंदू ʉणू या ʉणजे हे अंतर देखील आहे ʉणून आता आपʞाकडे आिण हे दोन िबंदू q r p q 
आहेत जे या İ̾थर िबंदूपासून ǉा अंतरावर आहेत आपʞाला यासारखे आणखी िबंदू सापडतील अथाŊतच आपʞाला ते फारसे r o 
नाही.
  अवघड आहे कारण आपण दुसरी सरळ रेषा काढू शकतो जी पुɎा जाते परंतु ती िथटा ऐवजी इतर कोनात उजवीकडे असू शकते, 
उदाहरणाथŊ आपʞाकडे ही सरळ रेषा आहे आिण ती Ɨैितज रेषेǉा संदभाŊत इतर कोनात आहे.
 
पुɎा या सरळ रेषेवर िनिʮतपणे काही िबंदू अİˑȕात असेल मी ȑाला कॉल कŝ शकतो ʉणून मी पिहʞा ओळीसाठी या एक p q 
एक ʉणेन आिण नंतर पासून सुŝ कŝन जर मी दुस̴या ओळीवर या िदशेने गेलो तर तेथे डी होईल.o 

अİˑȕात आहे काही िबंदू आपण दोन असे ʉणू या की दोन ǉा बरोबरीचे आहेत आिण ȑाचŮमाणे या   finitely p op r 
बाजूला देखील एक िबंदू दोन िमळेल जसे की दोन देखील आहेq oq r 
 ȑामुळे आता आपʞाकडे चार गुण आहेत एक दोन एक दोन जे या İ̾थर िबंदूपासून समान अंतरावर आहेत आिण p p q q r o 
असे िदसून आले की या Ůकरणात एक सरळ रेषा असʞामुळे आपण अमयाŊदपणे अनेक सरळ रेषा बनवू शकतो ʉणून आपण फƅ 
ȑा सरळ रेषांचा िवचार करत आहोत जे या İ̾थर िबंदूतून जात आहेत पण ितथे  अनंतपणे अनेक आहेत कारण आडʩा िनʨा रेषा o 
आिण सरळ रेषा मधील कोन थीटा बदलणे आवʴक आहे कारण थीटा सतत बदलत असताना सवŊ वाˑिवक मूʞे 0 ते 360 अंशांपयōत 
घेतात आिण
 ȑामुळे शूɊ आिण मधील कोणȑाही संभाʩ कोन थीटाशी संबंिधत असतात.
 
आपण िनवडलेʞा अशा कोणȑाही कोनाशी संबंिधत तीन साठ ʉणजे एक सरळ रेषा असेल, उदाहरणाथŊ जर आपण शूɊ अंशाǉा 
समान थेटा घेतला तर आपʞाकडे ही रेषा ही Ɨैितज आहे.li 

ˢतः  आिण Ɨैितज रेषेवर आपण असे ʉणू या की आपʞाकडे हा िबंदू आहे ʉणजे ǉा बरोबरीचा आहे आिण हा   ne p op r 
िबंदू असा आहे की देखील आहे जर आपण बरोबर नʫद अंश घेतले तर आपण या उɷा रेषेवर आहोत आिण मग q oq r theta 
आपण  चला हा िबंदू तीन तीन येथे सांगू या ʉणजे हा देखील हा देखील आहे आिण मग आपण एक वीस कोणȑाही संभाʩ p q r r 
कोनाǉा बरोबरीने थीटा घेऊ शकतो ʉणून शूɊ आिण तीन साठ मȯे अनंत कोन असʞाने याचा अथŊ काय आहे  आमǉाकडे असीम 
अनेक िबंदू आहेत जे या İ̾थर िबंदूपासून समान अंतरावर आहेत आिण आता मी सामील झालो तर मी या सवŊ अमयाŊद अनेक िबंदंूमȯे 
सामील झालो जे मी येथे या िठपके असलेʞा िनʨा रेषेने दाखवत आहे आता आपण असे ʉणूया की हे असीम अनेक आहेत.
  िबंदू बरोबर ʉणून जर मी फƅ ते सवŊ िबंदू ɘॉट केले आिण जर मी ȑांना जोडले तर आपʞाला आपले वतुŊळ िमळेल
 ȑामुळे थोडƐात वतुŊळ हे िबंदंूचा संŤह आहे जे िदलेʞा िनिʮत िबंदूपासून िनिʮत अंतरावर 
असतात या Ůकरणात िनिʮत िबंदू हा िनिʮत आहे  अंतर एक उदाहरण ʉणून उदाहरण ʉणून येथे İ̾थर िबंदू आपʞा i sr o 
समɋय Ůणालीमȯे मूळ असू शकतो हा िबंदू शूɊ ˢʙिवराम शूɊ असू शकतो आिण असू शकतो या Ůकरणात आपण साडेतीनo r 
एकके ʉणू या या İ̾थर िबंदूला ʉणतात याला वतुŊळाचे कŐ ū ʉटले जाते ʉणून िनिʮत िबंदू हा वतुŊळाचा कŐ ū आहे आिण या िनिʮतo o 
अंतराला वतुŊळाची िũǛा असे ʉणतात आता जर आपण वतुŊळावरील कोणतेही दोन िबंदू घेतले तर आपण हा िबंदू येथे आिण इतर 
कोणताही िबंदू ʉणू या  िबंदू आपण हे येथे एक ʉणू या िकंवा असे ʉणू नका की आपण हा िबंदू आिण हा िबंदू घेऊ असे ʉणू या ʉणून 
आपण ʉणू आिण असे ʉणू या की हे दोन िबंदू ते Ǜा वतुŊळावर आहेत ȑा वतुŊळाचे आहेत .p 4 n q4 
  वतुŊळ आिण आपण ȑांना एका रेषाखंडाने जोडतो मग अशा रेषाखंडाला जीवा ʉणतात जीवा ʉणतात  , जीवा ʉणजे कोणȑाही दोन 
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िबंदंूना जोडणारा कोणताही रेषाखंड असतो
 ȑामुळे जीवा हा वतुŊळावरील कोणȑाही दोन िबंदंूना जोडणारा रेषाखंड असतो
 ȑामुळे आपʞाकडे एक आहे.
  िवशेष जीवा जेथे समजा आʉी साठी  उदाहरण जर आपण केस घेतले तर समजा आपण एक आिण एक घेतो, तर आपण r p q 
ʉणतो एक आिण एक ते दोɎी p q 
वतुŊळावर आहेत आिण ʉणून एक आिण वन मधील हा रेषाखंड एक हॉडŊ आहे परंतु तो एक िवशेष समूह आहे हे एक िवशेष काडŊ q p 
आहे कारण ते वतुŊळाǉा मȯभागातून जाते ʉणून अशा आिण अशा टोळीला ʩास असे एक िवशेष नाव िदले जाते Ǜाला ʩास ʉणतात
ʩास ʉणतात
 ȑामुळे या Ůकरणात एक एक ʩास आहे ȑाचŮमाणे दोन दोन आहे ʩास देखील आहे आिण जसे आपण पाš शकता p q p q a 
की तेथे अमयाŊदपणे अनेक ʩास आहेत आता या आह ʩासाची लांबी िकती आहे या रेषाखंडात जर तुʉाला कोणताही ʩास िदसला तर 
तो दोन िũǛांचा बनलेला आहे उदाहरणाथŊ ǉा बाबतीत कारण एक ʩास जातो  मȯभागी ही लांबी p one q one p one q 

ही अिधक आहे कारण ही सरळ रेषा आहे आिण आʉाला मािहत आहे की one p one o oq one p one q one p one
दोɎी ǉा बरोबर आहेत तर हे दोन पट इतके आहे  की आपण पाहतो की ʩास नेहमी onoq one r p one q one r t 

असतो  िũǛेǉा 
पलीकडे आतापयōत आपण वतुŊळाची नेमकी ʩाƥा कशी करायची िकंवा आपʞाला मुळात वतुŊळाचा अथŊ काय आहे हे पािहले आहे 
परंतु गिणतात आपʞाला नेहमी समीकरणांǉा संदभाŊत गोʼी औपचाįरकपणे ʩƅ कराʩा लागतात 
ǛाŮमाणे आपण सरळ रेषेचे समीकरण पįरभािषत करतो ʉणून आपण मागे गेलो तर सरळ रेषेǉा समीकरणासाठी ʉणून समजा हा 
आपला हा आपला समɋय अƗ आहे हा िबंदू मूळ आहे आिण समजा आपʞाकडे ही सरळ रेषा आहे, तर ही सरळ रेषा सवाōनी 
अिनवायŊपणे पįरभािषत केली आहे , तर आपण औपचाįरकपणे सरळ कसे पįरभािषत केले?  रेषा ʉणजे सरळ रेषा ʉणजे काहीही नसून 
या सरळ रेषेवर असलेʞा सवŊ िबंदंूचा संŤह आहे आिण मग आपण ʉणालो की येथे कोणताही अिनयंिũत िबंदू आहे Ǜाचा समɋय x x
ʉणू देईल आिण Ǜाचा समɋय आहे तो आपण ʉणू या ʉणून आपण  आता येथे एक िबंदू आहे मग आʉी शोधायला गेलो y y p 
मग आʉी शोधत गेलो की या आिण ने कोणȑा गुणधमाŊचे समाधान करावे जेणेकŝन ते आता या सरळ रेषेवर पडेल जर तुʉाला x y 
येथे हा सरळ िदसला तर  या िबंदूतून जातो शूɊ जो हा िबंदू पुढे आहे हा कोन इथे पंचेचाळीस अंश आहे कारण l ine x y one 
या रेषेचा उतार एक आहे आिण तो पाहणे खूप सोपे आहे कारण ही सरळ रेषा या दुस̴या िबंदूतूनही जाते.
 येथे िबंदू करा Ǜाचे िनदőशांक एक दोन आहेत तर रेषेचा उतार दोन वजा एक आहे ʉणून दोन वजा एक भािगले दोन x y y y x 
वजा एक ʉणजे एक उतार एक समान आहे ʉणजे या सरळ रेषेतील कोन आिण  Ɨैितज अƗ आता 45 अंश आहे कारण उतार 1 ǉाx 
बरोबरीचा आहे तो आता खूप सोपे आहे कारण जर मी Ůयȉ केला तर आपʞाकडे हा िबंदू असेल आिण जर तो सरळ रेषेवर आहे xy 
असे ʉटले तर ȑाच सरळ रेषेची गणना केली तर या रेषाखंडाचा उतार आिण शूɊ एक दरʄान असेल तर या रेषाखंडाचा उतार p 
देखील एकच असावा
 ȑामुळे हा िबंदू सरळ रेषेवर असेल तरच तो एक असेल xy 
ȑामुळे या रेषाखंडाचा उतार िमिनट आहे  एक ला उणे शूɊ ने भागले आिण उतार एक असावा कारण आपण मोजले की या y s x 
सरळ रेषेचा उतार एक बरोबर आहे ʉणून आपʞाला हे समीकरण कसे िमळेल आिण नंतर आपण ते सोपे केले तर आपʞाला x 
अिधक एक बरोबर िमळेल मग आपण ʉणतो की ही सरळ रेषा ȑा सवŊ िबंदंूचा संŤह आहे Ǜासाठी समɋय समɋयापेƗा एकy y x 
अिधक आहे उदाहरणाथŊ जर कोणी मला एक िबंदू िदला तर मला िबंदू सहा ˢʙिवराम िदला तर आठ सहा आठ आहे मी लगेच x y 
तपासू शकतो हा िबंदू या सरळ रेषेचा आहे की नाही कारण आिण कोणी पाš शकतो की तो संबंिधत नाही कारण आठ आहे आिण y x 
अिधक एक सात आहे आिण आठ सात नाही ʉणून मी फƅ बरोबर आठ आिण बरोबर सहा असे ठेवले आिण  मला असे ah y x 
िदसते की हे समीकरण या िबंदूने समाधानी नाही आिण ʉणून हा िबंदू या सरळ रेषेवर बसत नाही आिण मग हे िलिहणे खूप सोपे आहे 
अह हे मूलत: आपʞाकडे जे आहे 
ते संपूणŊ सरळ रेषेचे वैिश̽Ǩ आहे ʉणून आता  वतुŊळाचे Ůकरण िकंवा आपले उिȞʼ एक समान वैिश̽Ǩ Ůाɑ करणे आहे िकंवा मुळात 
असा काही Ůकारचा िनयम आहे 
जो वतुŊळावरील कोणȑाही िबंदूǉा िनदőशांकांनी पूणŊ केला पािहजे, चला आपण मागे जाऊया आिण ʉणूया की हे आपले कोन आहे हे 
समɋय अƗ आहेत पुढील अƗ अƗ समजा आपʞाकडे एक वतुŊळ आहे Ǜाǉा कŐ ūामȯे ˢʙिवराम समɋय आहेy h k 
 ȑामुळे कŐ ūाचा समɋय आहे समɋय आहे आिण आपण ʉणू की िũǛा आहे आता समजा जर आपण ʉटले की एक x h y k r 
िबंदू आहे.p 
 Ǜांचे िनदőशांक आिण आहेत आिण आपण असे ʉणूया की या वतुŊळावर मȯ िũǛा आहे, आता आपण असा िनयमx y p skn r 
तयार कŝ शकतो Ǜासाठी या आिण चे समाधान करणे आवʴक आहे जेणेकŝन सरळ रेषेǉा बाबतीत कोणताही िबंदू िदला x y 
जाईल.
  कोणताही िबंदू जर आपʞाला ȑाचे िनदőशांक मािहत असतील तर आपʞाला हा िनयम मािहत असेल तर तो िबंदू वतुŊळावर आहे की 
नाही हे आपण तपासू आिण सांगू शकू, ʉणून आपण Ůथम पासून कŐ ū िबंदूशी जोडू या.rad p 
 

या रेषाखंडाची लांबी असेल आपण मȯभागी ओळीतून जाणारी एक Ɨैितज रेषा काढू या ius r op r 
ȑामुळे ˙ʼपणे अƗ आिण ही रेषा आता समांतर आहेत आिण आपण िबंदू मधून जाणारी एक उभी रेषा बनवू .x p 
 अथाŊत ही उभी रेषा आिण अƗ समांतर आहेत आिण आिण अƗ नʫद अंशांवर असʞामुळे हे पाहणे सोपे आहे की हा कोन y x y 
सुȠा नʫद अंशाचा आहे , या दोन रेषांǉा छेदनिबंदूचा हा िबंदू आपण ने बनवला आहे, तर आता आपण काय कŝ?  येथे q have 
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काटकोन िũकोण आहे ʉणून आपʞाकडे पायथागोरसǉा Ůमेयावŝन आता एक काटकोन िũकोण आहे, ȑानंतर वगŊ ओकेopq op 
ˍेअर समान आहे ˍेअर ओƐू ˍेअर अिधक ˍेअर आहे पण ˍेअर ˍेअर आहे िकती आहे चौरस जर op pq op r oq 
आपण पािहला कारण या िबंदूचा समɋय हा आहे हे आडवे अंतर आहे कŐ ūाचा समɋय आहे ʉणून हे x p x x x x x o h 
अंतर िततके आहे आिण ʉणून ते पाहणे सोपे आहे.

ˍेअरवर वजा संपूणŊ चौरस असेल आिण ȑाचŮमाणे हे उभे अंतर आहे जे या िबंदूचे समɋय आहे हे उभे अंतर  oq x h y y p k
आहे जे कŐ ūाचा समɋय आहे आिण ʉणून वगŊ वजा संपूणŊ आहे  चौरस ʉणून आपण Ǜा िनयमाबȞल बोलत होतो o y pq y k 
ȑाŮमाणेच येथे सरळ रेषांǉा बाबतीत देखील वतुŊळांǉा बाबतीत आपʞाला एक सामाɊ िनयम िमळतो जो वतुŊळावरील कोणȑाही 
िबंदूचा समɋय आिण कोणȑा िबंदूचा समɋय असतो .
  वतुŊळाचे समाधान होणे आवʴक आहे , उदाहरणाथŊ आपण असे ʉणू की आपʞाकडे एक वतुŊळ आहे Ǜाचा कŐ ūिबंदू एक 
ˢʙिवराम दोन आिण िũǛा पाच एकके आहे, ʉणून आपण ʉणू या की आपʞाकडे एक िबंदू आहे जो उणे एक ˢʙिवराम तीनxy 
आहे आिण आता आपʞाला तपासावे लागेल की नाही  हा िबंदू वजा एक ˢʙिवराम तीन या वतुŊळावर आहे
 ȑामुळे वतुŊळ कŐ ū एक ˢʙिवराम दोन आिण िũǛा पाच Ȫारे िनिदŊʼ केले आहे ʉणून हे तपासणे फार कठीण नाही ʉणून या 
Ůकरणात हा हा आहे आिण हा आहे हा हा आहे ʉणून Ůथम आपण ही मूʞे येथे ठेवǻाचा Ůयȉ कŝ आिण r h k x y 
आपʞाला समानता िमळते का ते तपासू.
  एक जो वजा दोन आहे तर वजा दोन चौरस आहे चार वजा वजा तीन वजा दोन तर एक तीन वजा दोन पूणŊ चौरस एक आहे y ky k 
तर उजʩा हाताला पाच आहेत डाʩा बाजूला पंचवीस आहेत आिण ते नाहीत  समान ʉणून हा िबंदू वजा एक ˢʙिवराम तीन कŐ ū 
असलेʞा वतुŊळावर एक ˢʙिवराम दोन आिण िũǛा पाच नसतो वतुŊळाǉा समीकरणाǉा या िविशʼ ˢŝपाला ah 
कŐ ū िũǛा फॉमŊ ʉणतात आिण आपʞाला हे नाव कŐ ū िũǛा का आहे हे अगदी ˙ʼ आहे.
 कारण फƅ ही अिभʩƅी पाšन आपण पाहतो की कŐ ū हा ˢʙिवराम आहे आिण िũǛा आहे जी डाʩा बाजूला आहे h k r 
उदाहरणाथŊ जर मी िदले तर मी ते सांिगतले तर आपण काही वतुŊळाǉा या समीकरणाचा िवचार कŝ याah 
 ȑामुळे हे समीकरण हे मȯ िũǛा ˢŝपातील वतुŊळाचे समीकरण आहे आिण ते पाšन आपण अगदी सहज ʉणू शकतो की वतुŊळाचे 
कŐ ū तीन ˢʙिवराम सात आहे आिण िũǛा आहे ʉणून हा चौरस आहे तर िũǛा आहे पण  वतुŊळाचे समीकरण िनिदŊʼ r r 8 
करǻाचा हा एकमेव मागŊ नाही तर इतरही काही मागŊ आहेत
 ȑामुळे असा एक मागŊ पॅरामेिटŌ क फॉमŊ ʉणून ओळखला जातो
 ȑामुळे पॅरामेिटŌ क फॉमŊमȯे आपʞाकडे जे आहे ते ʉणजे आपण पुɎा समɋय अƗ काढू या.
 मूळ आिण समजा आपʞाकडे पुɎा एक वतुŊळ आहे Ǜाचे कŐ ū ˢʙिवराम आिण िũǛा आहे तर आपण ʉणू या की हे कŐ ū h k r 
आहे ˢʙिवराम िũǛा आहे आता आपʞाला ऑन ǉा सवŊ िबंदंूǉा ȑा बांधकामाकडे परत जावे लागेल सरळ रेषा काढǻावर k r 
आधाįरत वतुŊळ आता कŐ ūातून जाणारी कोणतीही सरळ रेषा काढत असेल तर आपण ही रेषा इथे ʉणू या ʉणजे ही रेषा जी अथाŊतच 
वतुŊळाǉा मȯभागातून जाते ˢʙिवराम आिण ही सरळ रेषा कŝ अƗासह थीटाचा एक कोन बनवला आहे ʉणून मी येथे h k x x 
अƗाǉा समांतर एक िठपकेदार रेषा काढतो आिण ही सरळ रेषा थीटाचा कोन बनवते
 ȑामुळे नेहमी घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने थीटाचे मोजमाप करा
 ȑामुळे मी असे गेलो तर माǟाकडे सकाराȏक थीटा असेल  जर मी असे गेलो तर माǟाकडे नकाराȏक थीटा आहे असे ʉणूया की 
येथे एक िबंदू आहे Ǜाचा आिण समɋय आपʞाला शोधायचा आहे िकंवा आपण p x y 
या िũǛा मुळे हा िबंदू शोधǻाचा मागŊ आपʞाला आठवत असेल तर सांगूया  या िदशेने सरळ रेषेवर आिण या िबंदूपयōत r p p 
पोहोचेपयōत आʉी पुढे सरकलो जसे की बरोबर आहे, अशा Ůकारे आʉी आजǉा ʩाƥानाǉा पिहʞा िकंवा दुस̴ या op r 
ˠाइडवर परत गेलो तर वतुŊळावर िबंदू शोधǻास सुŜवात केली.
 

ʉणून जर हे असेल आिण मी अƗाǉा समांतर रेषा काढली तर हे ˙ʼ आहे की मी बांधलेʞा या दोन रेषा येथे कधीतरी r r y q 
नʫद अंशाǉा कोनात भेटतील आिण मग मला हा थोडासा अिधकार आहे.
  कोन िũकोण येथे िजथे आपʞाला मािहत आहे की हे ǉा बरोबरीचे आहे परंतु हे िũकोणिमतीय गुणोȅरांवरील op  q op r op 
आपʞा मािहतीवŝन असʞाने आपʞाला मािहत आहे की हा ǉा बरोबरीचा असेल जो येथे आहे ʉणून हाr oq r cos theta 

आहे आिण हा असेल  आता यावŝन आपण वतुŊळावर असलेʞा या िबंदूचे दोन समɋय r cos theta qp r sin theta 
शोधू शकू 
तर आता आपण काय करणार आहोत या वर असलेʞा या िबंदूचे आिण िनदőशांक ʩƅ करणार आहोत .p x y 
 वतुŊळ आिण हा कोन थीटा आिण ते फार कठीण नाही कारण या िबंदूचा समɋय या अंतराǉा बरोबरीचा आहे ʉणून आपण r p x 
ʉणू की आपʞाकडे आहे ʉणून समɋय इतका आहे हा आहे पण हा आहे  काहीही नाही पण खरं तर हे देखील pxy x x x x 
आहे पण हे हे अंतर काही नाही पण हे अंतर अिधक आहे ʉणून हे अंतर कŐ ūाǉा समɋयाǉा बरोबरीचे आहे जे अिधक x x x h 
आहे आिण हे अंतर आʉाला आधीच असʞाचे आढळले आहे.oq r 

ȑाचŮमाणे हा िबंदू कोणता हे अंतर येथे आहे हे आहे पण हे अिधक आहे   cos theta y coordinate o  f p y qp 
पण हे काहीच नाही पण कŐ ū ǉा समɋयाǉा समान आहे जे आहेo y k 
 ȑामुळे इतके आहे जे अिधक आहे पण आहे  आधीच y k qp qp r sin theta
 ȑामुळे खरंच आता आपʞाकडे या िबंदू ǉा आिण समɋयासाठी अिभʩƅी आहे वतुŊळाǉा मȯभागी असलेʞा p x y 
समɋयांǉा संदभाŊत वतुŊळाची िũǛा आिण सरळ रेषा आिण Ɨैितज अƗ यांǉामधील कोन थीटा पण हे एखाȨा िनयमात बनवता r x 
येऊ शकते जसे आपʞाकडे मȯ िũǛा सूũीकरणात होते आिण आपण संपूणŊ वतुŊळ हे सवŊ िबंदू आिण ʉणून पįरभािषत कŝ x y 
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शकतो जेथे अिधक आहे  खरंच जर आपण मागे गेलो तर आपण पाš x h r cos theta y k plus r sin theta 
शकतो की उणे संपूणŊ चौरस आहे ʉणजे उणे आहे चौरस ȑाचा चौरस वजा x h x h r cos theta r cos theta y k
आहे चौरस ȑाचा वगŊ आहे  आता आपण हे दोन जोडू मग काय  आपʞाला िमळते r sin theta r sin square theta 

ˍेअर ˍेअर थीटा अिधक ˍेअर ˍेअर थीटा जो ˍेअर िशवाय दुसरे काहीही नाही आिण जो r cos r sin sin r 
िनयमािशवाय काहीही नाही जो आपण आȅाच या मȯे पािहला होता जेʬा आपण कŐ ū िũǛा फॉमŊवर चचाŊ करत होतो
 ȑामुळे जर आपण हे दोन जोडले तर आपण  शेवटी हे िमळवले ʉणजे वतुŊळावरील कोणताही िबंदू Ůथम वतुŊळावरील कोणȑाही p 
िबंदू चे िनदőशांक नेहमी असे िलिहले जाऊ शकतात जेथे थीटा शूɊ आिण दोन मधला काही कोन आहे पुढे जर आपण कोणȑाहीp pi 
थीटा साठी िनवडतो.
  शूɊ आिण घात दोन शूɊ ते दोन जर आपण अिधक समɋयामȯे अिधक pi pi h r cos theta n y k i sin 

असा आिण समɋय असलेला िबंदू तयार केला तर असा िबंदू िनिʮतपणे वतुŊळावर असेल आिण तेच  आʉी येथे िसȠ theta x y 
केले आहे की या दोɎी युİƅवादांसह आपण िनʺषŊ काढू शकतो की वतुŊळ हे सवŊ िबंदू आिण चा संच आहे जेथे आिण x y x y 
समɋय मूलत: अिधक अिधक संबंिधत आहेत.h r cos theta nk r sin theta theta 
  मȯांतर  ʉणून आपण आिण हे अगदी ˙ʼ आहे की आपण थीटा 0 ते 2 पयōत बदलतो ʉणून al zero to two pi pi 
आपण मूलत: हलवत आहोत ʉणून जेʬा थीटा 0 ǉा बरोबरीचा असतो तेʬा आपला िबंदू येथे कुठेतरी असतो आिण मग आपण अशा 
Ůकारे हलवू लागतो आिण नंतर जर आपण पुढे  वाढीव थीटा इथे कुठेतरी पोहोचेल ʉणून जर आपण इथे पोहोचलो तर आपʞाकडे 
मुळात थीटा ९० अंश असेल कारण अशावेळी ही सरळ रेषा असेल आिण हा कोन आता ९० अंश असेल आिण मग आपण थेटा ९० 
अंशाǉा पुढे जाऊ शकतो आिण मग  संपूणŊ Ţांती पूणŊ करा ʉणून जेʬा आपण वतुŊळ या फॉमŊमȯे ʩƅ करतो तेʬा ते पॅरामीटर 
थीटाǉा संदभाŊत असते आिण ʉणून वतुŊळाǉा या Ůकारǉा समीकरणाला वतुŊळाचे पॅरामेिटŌ क पॉइंट पॅरामेिटŌ क समीकरण ʉणून 
ओळखले जाते ʉणून आपण जे ʉटले आहे ते असे आहे की आपण  दोन गोʼी सांिगतʞा आहेत जर िबंदू ˢʙिवराम हा कŐ ū x y hk
आिण िũǛा असलेʞा वतुŊळाचा असेल तर असणे आवʴक आहे नंतर पुढील अिधक ǉा समान असणे r x s r cos theta 
आवʴक आहे आिण काही थीटा संबंिधत साठी अिधक समान असणे आवʴक आहे  ते शूɊ दोन y k r sin theta g pi 
पयōत काही थीटा अİˑȇात असावी जसे की हा आहे आिण आहे अिधक ʉणून ही एक गोʼ आहे जी x y k r sin theta 
आपण ʉटली आहे ती दुसरी गोʼ जी आपण 
ʉटली आहे ती ʉणजे शूɊाशी संबंिधत कोणȑाही कोन थीटासाठी  दोन िबंदू आिण pi s plus r cos theta k plus r
sin theta
 ȑामुळे हा िविशʼ िबंदू वतुŊळाचा आहे Ǜाचे कŐ ū ˢʙिवराम आिण िũǛा आहे ʉणून या दोन गोʼी आपण दाखवʞा आहेत जरk r 
आपण आपʞा कŐ ū िũǛा फॉमŊवर परत गेलो आिण जर आपण ते या फॉमŊचे होते हे आठवा पण जर तुʉी हे चौरस उघडले तर आʉाला 

चौरस वजा दोन अिधक चौरस अिधक चौरस वजा दोन अिधक वगŊ समान वगŊ िकंवा वगŊ अिधक वगŊ x hx h y ky k r x y 
वजा दोन वजा दोन अिधक अिधक  वगŊ अिधक वगŊ वजा वगŊ शूɊ बरोबर आहे ʉणून मȯ िũǛा फॉमŊपासून सुŝ hx ky k s r 
कŝन शेवटी आपʞाला हे Ůाɑ होते आिण आमचा दावा आहे की वतुŊळाचे समीकरण सवŊसाधारणपणे या Ůकारात िलिहले जाऊ शकते 
जे चौरस अिधक वगŊ आहे ʉणून दोɎीचा गुणांक  ˍेअर आिण ˍेअर सारखेच असतील, कारण जे मुळात इथून सुŝx y x y ah 
होत आहे आिण नंतर आपʞाकडे फƅ काही गुणांकाने गुणाकार केलेले एक पद असेल, x 
ʉणून इथे जसे आपʞाकडे ही संǒा होती तशीच दुसरी संǒा मȯे रेखीय असेल.y 
 हे आणखी एक पद आहे जे गुिणले काही İ̾थर अिधक एक İ̾थर आहे या Ůकरणात कŐ ū िũǛा फॉमŊ आहे हे 2 आहे वजा 2y c c f 

वजा दोन आहे ʉणून हे वतुŊळाचे सवाŊत सामाɊ ŝप आहे हे मुळात आिण मधील िȪतीय ŵेणीचे समीकरण आहे k 2 g h x y 
परंतु या जोडीसह सह काही िवशेष गुणधमŊ आहेत की चौरस आिण वगाŊचे गुणांक समान आहेत आिण दुसरे ʉणजे असे ah x y 
कोणतेही पद नाही Ǜामȯे संǒा आहे तेथे कोणतीही संǒा नाही जे काही İ̾थर वेळा आहे कारण सवŊसाधारण िȪतीय अंश xy 
समीकरणात सामाɊ िȪतीय अंश समीकरण ˍेअर अिधक बाय ˍेअर अिधक अिधक दोन अिधक दोन अिधक ax cxy dx ey 

शूɊ आहे ʉणून हे आहे  चे ŝप ʉणजे हे सवŊसाधारण िȪतीय अंशाǉा समीकरणाचे ˢŝप आहे परंतु येथे आपण पािहʞास f a x 
आिण वगाŊचा गुणांक सवŊसाधारणपणे समान असणे आवʴक नाही तसेच चा गुणांक शूɊ असणे आवʴक नाही परंतु जरone y xy 

या िȪतीय सामाɊमȯे  दुस-या पदवीचे समीकरण जर आपʞाकडे आिण समान शूɊ असेल तर या दोन अटी पूणŊ झाʞा तर b c 
आपʞाला वतुŊळाचे समीकरण िमळेल कारण जर आपण येथे आिण समान शूɊ ठेवले तर आपण ˍेअर अिधक ˍेअरb c ax ay 
िमळवा कारण आहे आिण नंतर गायब होईल कारण दोन अिधक आिण जर आपण Ůȑेक गोʼीला ने b a cxy c 0 dx a 
िवभािजत केले तर आपʞाला िमळेल आिण हे ˙ʼपणे ˍेअर अिधक ˍेअर अिधक दोन अिधक दोन अिधक या x y gx fy c 
ˢŝपाचे आहे.
  शूɊ आहे
 ȑामुळे 
वतुŊळाǉा समीकरणाचे हे सवाŊत सामाɊ ˢŝप आहे 
आता जेʬा आपʞाकडे या ˢŝपात वतुŊळ आहे तेʬा आपण कŐ ū आिण िũǛा चांगʞा Ůकारे कसे शोधू शकतो आपण हे सोपे कŝ 
शकतो ʉणून आपण या दोन संǒा एकũ आणू.

चौरस आिण दोन ते  िमळवा आिण मग आʉी हे पूणŊ करतो तुʉी एक अिधक ˍेअर आिण एक वजा ˍेअर तुʉी वजा y fy g g 
ˍेअरǉा खाली एक अिधक ˍेअर ठेवता ʉणजे आʉाला अिधक पूणŊ ˍेअर अिधक अिधक पूणŊ ˍेअर ʉणजे f f x g y f 
ˍेअर अिधक ˍेअर वजा आिण हे आपʞाला कŐ ū िũǛा ˢŝपाची आठवण कŝन देते g f c 

जे उणे पूणŊ चौरस अिधक वजा पूणŊ चौरस चौरस आहे आता हे ˙ʼपणे वतुŊळाचे Ůितिनिधȕ करते फƅ जर आिण x h y k r 
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फƅ जर हा उजवा हात चौरस असेल तरच  नेहमी नकाराȏक नसतात आिण ʉणूनच हे वतुŊळ दशŊवते जर आिण फƅ  हे r 
नकाराȏक असेल तर ही İ̾थती नेहमी धरली पािहजे जर हे ऋण असेल तर जर आपʞाला समीकरण िमळाले आिण जर आपण वगŊ d 
अिधक वगŊ वजा हे ऋण मोजले तर हे आहे  वतुŊळाचे समीकरण नाही परंतु जर ते नकाराȏक नसले तर ते वतुŊळाचे समीकरण आहेf c 
हे ˙ʼ आहे कारण हे येथे सारखेच आहे अशा पįरİ̾थतीत िũǛा फƅ वगŊ आहे ʉणून िũǛा आहे  वगŊ अिधक वगŊ r squ g f 
वजा चे मूळ आहेत आिण कŐ ū ˢʙिवराम आहे परंतु वजा आहे कारण हे आिण हे समान आहेत आिण वजा आहे c h k h g k f 
आिण ʉणून आपण असे सांगून िनʺषŊ काढू शकतो की या ˢŝपाचे सामाɊ समीकरण एक वतुŊळ आहे.
 जर आिण फƅ जर चौरस अिधक वगŊ वजा हा नकाराȏक d f c um 
असेल तर वतुŊळाची िũǛा चौरस अिधक वगŊ वजा ǉा वगŊमूळाǉा बरोबर असेल ती येथून येते कारण हा वगŊ आिण ही d f c r r 
संǒा  समान असू Ȩा आिण वतुŊळाचे कŐ ū वतुŊळाǉा मȯभागी आहे वजा ˢʙिवराम वजा आहे ते पुɎा आपण येथून पाš शकतो g f 
कारण वजा समान असणे आवʴक आहे आिण ʉणून वजा आहे ȑाचŮमाणे वजा आहेg h h g k 
 ȑामुळे वतुŊळाǉा समीकरणाचे हे सामाɊ ˢŝप समजून घेऊन आपण हे ʩाƥान संपवतो, िजथे आपण पािहले की हे वतुŊळाचे 
Ůितिनिधȕ करते जर आिण फƅ जर वगŊ अिधक वगŊ वजा नॉन- ऋण असेल तर या Ůकरणात ही िũǛा आहे.g f c 
  वतुŊळ आिण वजा ˢʙिवराम  वजा हे वतुŊळाचे कŐ ū आहेg f 
 ȑामुळे मूलत: जर आपʞाला या ˢŝपाचे कोणतेही समीकरण िदले गेले तर आपण Ůथम ते वतुŊळ आहे की नाही हे तपासǻास सƗम 
असले पािहजे आिण नंतर िũǛा शोधǻास सƗम असावे आिण वतुŊळाचे कŐ ū ʉणून आपण पुढील वगाŊत वतुŊळाǉा समीकरणांचे इतर 
Ůकार या आिण इतर पȠतीबंȞल अिधक जाणून  घेऊ 
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