
 അടു؋ ْപഭാഷണ പരآരയിെല േْകാണിക് വിഭാഗ׹െളുׯറിتു׺ ആദّ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
സٔാഗതം , സർׯിളുകൾ പരവലയ׹ൾ ദീർഘവൃ؋ാകൃതിയിലുت ൈഹؚർേബാളുകൾ േപാെലയുت
വിവിധ േകാണിക ഉപേരാധ׹ളുെട ഗുണ׹ളും സമവാകّ׹ളും ചർ׺ െചുإം, അതിനാൽ ഈ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ സർׯിളുകളിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯം, അതിനാൽ വൃ؋ം എؓാെണ്ؗ 
േനാׯാം.  അതായത് ഇവിെട കാണുؗത് േപാെല നമു്ׯ ഒരു നിحിത ബിؕു ഒ ഉെ؇്ؗ പറയാം, 
അതിനാൽ ഒരു നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒേര അകല؋ിലുت എبാ ബിؕുׯളുെടയും ഗണമാണ് 
വൃ؋ം എ്ؗ പറയെؚടുؗു, അതിനാൽ ഈ നിحിത ദൂരം ആെണ്ؗ പറയാം.  നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്r 
കെ؇؋ാനാകുേമാ, ഈ നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ അകെലയുت ചില േപായിന്റ് കെ؇؋ാൻ r 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ ദൂരെുׯ؋റി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ നأൾ സംസാരിؗുׯത് ദٔിമാന തലം 
തലെുׯ؋റി׺ാണ്, അതിനാൽ നأൾ ഒരു ഉപരിതലെുׯ؋റി׺ാണ് സംസാരിؗുׯത് ഇതുേപാെല 
ഈ നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ അകെലയുت  ഒരു ബിؕു കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ ആദّം ഒരു r 
ലംബേരഖയും തിരحീനമായ ഒരു േരഖയും വരയ്ׯാം.  ഈ േപായിന്റിൽ നി്ؗ കുറ്׺ നിحിത ദൂരം e r
എ്ؗ പറയാം, ഈ േപായിന്റിൽ നി്ؗ കടؗുേപാകുؗ ഏെത׸ിലും േനർേരഖ ഞ׹ൾ പരിഗണിുؗുׯ 

അതിനാൽ നമു്ׯ ഏെത׸ിലും േനർേരഖ വരയ്ׯാം എ്ؗ പറയാം , ഉദാഹരണ؋ിന്, ഇതിൽ നി്ؗ o 
കടؗുേപാകുؗ ഈ േനർേരഖ പരിഗണിׯാം.  ഈ തിരحീന േരഖയുമായി ബؖെؚ؂് േനർേരഖ 
ഏെത׸ിലും ആംഗിൾ തീئയിലാണ് , തുടർ്ؗ ഒരു േപായിന്റ ് ലഭിؗുׯത് വളെര ബുؑിമുت؂ു r 
കാരّമب, അതിനാൽ നമു്ׯ ചിؓിׯാം, കാരണം നأൾ ഈ േപായിന്റിൽ നി്ؗ ആരംഭി׺ാൽ ഈ o 
വരിയിലൂെട നടؗാൽ 
അ׹െനയാണ്.  നأൾ ഈ ദിശയിൽ േപായാൽ ഒؗുകിൽ ഈ ദിശയിൽ ഈ ദിശയിേല്ׯ േപാകാം , 
ഉദാഹരണ؋ിന് നأൾ ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂് നീു׹കയാെണ׸ിൽ, കുറ്׺ ദൂരം പിؗി؂ുെവ്ؗ 
കരുതുക, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു നിحിത േപായിന്റിൽ എؗു؋തുവെര ഈ ദൂരം വർؑിؚിׯാൻ 
കഴിയും എؗത് നأൾ ആദّം ആْഗഹി׺ ആ നിحിത ദൂര؋ിലാണ്, അതിനാൽ എؗതിൽ നി്ؗ p o 
ആരംഭി്׺ ഈ പ׺ േനർേരഖയിൽ ഈ ദിശയിേല്ׯ േപാകുؗുെവ്ؗ പറയാം.  നأൾ എവിെടയാണ് , en 
ഈ നിحിത ബിؕു ഒരു ബിؕുവിെലؗു؋ത് വെര വർؑിുׯം, അതായത് ഈ ദൂരം ഇേؚാൾ ആണ്, o r 
ഈ ദിശയിേല്ׯ േപാകുؗതിനുപകരം നമു്ׯ മെئാരു ദിശയിേല്ׯ േപാകാമായിരുؗു, ഞ׹ൾ മെئാരു
ദിശയിേല്ׯ േപാകുകയാെണ׸ിൽ, തീർ׺യായും നأൾ െചുإം  മെئെؓ׸ിലും േപായിന്റ ്േനടുക, ഈ 
േപായിന്റ് എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ഈ ദൂരവും ആണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؗീ q r p, q 
ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉ؇്, ഈ നിحിത േപായിന്റിൽ നി്ؗ അകെലയുت ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉ؇്, r 
ഇതുേപാലുت കൂടുതൽ േപായിന്റുകൾ ഞ׹ൾ കെ؇ു؋ം , തീർ׺യായും ഇത് വളെര അെ്ؗب നമു്ׯ
കെ؇؋ാൻ കഴിയും  ബുؑിമുت؂ുതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും കടؗുേപാകുؗ മെئാരു േനർേരഖ 
വരയ്ׯാൻ കഴിയും , പേײ തീئയ്്ׯ പകരം മേئെത׸ിലും േകാണിൽ അത് മേئെത׸ിലും േകാണാകാം
, ഉദാഹരണ؋ിന് നമു്ׯ ഈ േനർേരഖയു؇് , തിരحീന േരഖയുമായി ബؖെؚ؂് ഇത് മേئെത׸ിലും 
േകാണിലാണ്. വീ؇ും ഈ േനർേരഖയിൽ തീർ׺യായും ചില േപായിന്റുകൾ ഉ؇ാകും, എനി്ׯ 
അതിെന വിളിׯാം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇതിെന ആദّ വരി്ׯ ഒ്ؗ എ്ؗ വിളിുׯം , തുടർ്ؗ p one q o 
എؗതിൽ നി്ؗ ആരംഭി്׺ ര؇ാമെ؋ വരിയിൽ ഈ ദിശയിേല്ׯ േപായാൽ അവിെട ഉ؇ാകും  
പരിമിതമായി നിലനിൽؗുׯ ചില േപായിന്റ് നമു്ׯ ര؇് എ്ؗ പറയാം, അതായത് ര؇് ന് p op r 
തുലّമാണ്, അതുേപാെല ഈ വശു؋ം ഒരു േപായിന്റ് ര؇് ലഭിുׯം, അതായത് ര؇് ആണ്, q oq r 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ നാല് േപായിന്റുകൾ ഉ؇് ര؇് ഒ്ؗ ര؇് ഈ നിحിത p one p q q 
ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒേര അകല؋ിൽ ഉتവയാണ്, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഒരു േനർേരഖയായതിനാൽ r 
നമു്ׯ അനؓമായി നിരവധി േനർേരഖകൾ ഉ؇ാׯാൻ കഴിയുെമؗതിനാൽ , ഈ നിحിത 
ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േനർേരഖകെള മാْതേമ ഞ׹ൾ പരിഗണിുׯകയുൂت എؗാൽ o 
അവിെട  തീئ തുടർ׺യായി മാറുؗതിനാൽ തിരحീനമായ നീല വരയ്ുׯം േനർേരഖയ്ുׯം ഇടയിലുت
ആംഗിൾ തീئ മാേئ؇തു؇്, കാരണം ഇത് എبാ യഥാർ، മൂലّ׹ളും 0 മുതൽ 360 ഡിْഗി വെര 
എടുുؗുׯ , അതിനാൽ പൂജّ؋ിനും ഇടയിലുت ഏത് ആംഗിൾ തീئയ്ുׯം ഇടയിലാണ് നأൾ 
തിരെ؁ടുؗുׯ അ؋ര؋ിലുت ഏെത׸ിലും േകാണുമായി െപാരു؋െؚടുؗ മൂ്ؗ അറുപത്, 
അവിെട ഒരു േനർേരഖ നിലനിൽുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന്, തീئ പൂജّം ഡിْഗി്ׯ തുലّമാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ
ഈ േരഖയു؇്, ഈ തിരحീന ലി  തെؗയും തിരحീന േരഖയിൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ് ഉെ؇്ؗ ne p 
പറയാം, അതായത് എؗത് ന് തുലّമാണ്, ഈ േപായിന്റ് െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി്ׯ തുലّമായ തീئ op r- q - 
എടു؋ാൽ ഉം ആണ് , അേؚാൾ നأൾ ഈ ലംബ േരഖയിലാണ്, തുടർ്ؗ നأൾ  നമു്ׯ ഇവിെട ഈoq- r 
േപായിന്റ് പറയാം മൂ്ؗ മൂ്ؗ, ഇതും ആണ്, ഇതും ആണ് , തുടർ്ؗ നമു്ׯ തീئ ഒരു ഇരുപതിന് p q r r 
തുലّമായ ഏത് േകാണും എടുׯാം, അതിനാൽ പൂജّ؋ിനും മൂ്ؗ അറുപതിനും ഇടയിൽ അനؓമായ 
നിരവധി േകാണുകൾ ഉتതിനാൽ അതിന്െറ അർ،െമؓാണ്  ഈ നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒേര r 
അകല؋ിൽ നമു്ׯ അനؓമായ നിരവധി േപായിന്റുകളു؇് , ഇേؚാൾ ഞാൻ ഈ അനؓമായ നിരവധി 
േപായിന്റുകളിൽ േചരുകയാെണ׸ിൽ , ഈ േഡാ؂് ഇ؂ നീലേരഖ ഉപേയാഗി്׺ ഞാൻ കാണിؗുׯ 
അനؓമായ നിരവധി േപായിന്റുകൾ ഇവയാണ് എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം. േപായിന്റുകൾ വലത്, അതിനാൽ 
ഞാൻ ആ േപായിന്റുകെളبാം േ؛ാ؂് െചയ് ത് അവെയ ബؖിؚി׺ാൽ നമു്ׯ നുأെട സർׯിൾ ലഭിുׯം
, ചുരു؋ׯിൽ ഒരു സർׯിൾ എؗത് ഒരു നിحിത ബിؕുവിൽ നി്ؗ ഒരു നിحിത അകല؋ിലുت 
േപായിന്റുകളുെട ഒരു േശഖരമാണ്, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നിحിത േപായിന്റ ്رിരമാണ്.  ദൂരം i sr 
ഒരു ഉദാഹരണമായി ഇവിെട رിര േപായിന്റ് നുأെട േകാർഡിേന്ئ സി؋زിെല ഉ؍വം ആകാം ഈ 
േപായിന്റ് പൂജّം േകാമ പൂജّവും ആയിരിׯാം ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ മൂؗര യൂണിുئകൾ o r 
പറയാം , ഈ رിര േപായിന്റ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ. ഇതിെന വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, o 
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അതിനാൽ رിര ബിؕു വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕമാണ് , ഈ നിحിത ദൂരെ؋ ഇേؚാൾ വൃ؋؋ിെല o 
ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകൾ എടുുׯകയാെണ׸ിൽ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റ ്ഇവിെടയും മേئെത׸ിലും പറയാം  േപായിന്റ് നമു്ׯ ഇത് ഇവിെട 
പറയാം അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഈ േപായിന്റും ഈ േപായിന്റും എടുׯാം എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ 

എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ നമു്ׯ പറയാം, ഈ ര؇് േപായിന്റുകളും അവ അവയിലുت p 4 n q4 
വൃ؋؋ിൽ െപ؂താെണ്ؗ പറയാം . സർׯിളിെനയും നأൾ അവെയ ഒരു ൈലൻ െസഗ് െമന്റിലൂെട 
ബؖിؚിുؗുׯ, അ؋രം ഒരു ൈലൻ െസഗ് െമന്റിെന ഒരു േഹാർഡ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഏെത׸ിലും ര؇ിൽ േചരുؗ ഏത് ൈലൻ െസഗ് െമന്റാണ് േകാർഡ്, അതിനാൽ വൃ؋؋ിെല 
ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകൾ േചരുؗ ഒരു ൈലൻ െസഗ് െമന്റാണ് േകാർഡ് അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു  
സ് െപഷّൽ േകാർഡ് എവിെടയാണ് ഞ׹ൾ േവ؇ിെയ׸ിൽ എ്ؗ കരുതുക ഉദാഹരണ؋ിന്, നأൾ r 
േകസ് എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, നأൾ ഒ്ؗ എؗിവ എടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഒ്ؗ p one, q p one, q 
എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു , അവ ര؇ും സർׯിളിലാണ് , അതിനാൽ വ؉ിനും വ؉ിനും ഇടയിലുت q p 
ഈ ൈലൻ െസെ׶ന്റ് ഒരു കൂ؂മാണ്, പേײ ഇത് ഒരു ْപേതّക സംഘമാണ്. ഒരു ْപേതّക കാർഡാണ്, 
കാരണം അത് സർׯിളിന്െറ മധّ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ അ؋രം ഒരു കൂ؋؂ിന് 
വّാസം എ്ؗ വിളിؗുׯ ഒരു ْപേതّക േപര് നൽകിയിരിുؗുׯ , അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ p 
ഒ്ؗ ഒ്ؗ ഒരു വّാസമാണ്, അതുേപാെല ര؇് ര؇് വّാസം കൂടാെത നി׹ൾ്ׯ q p q a 
കാണാനാകുؗതുേപാെല, ഇേؚാൾ അനؓമായി നിരവധി വّാസ׹ൾ ഉ؇് , ഈ വّാസ؋ിന്െറ ah 
നീളം എْതയാണ് ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റിൽ നി׹ൾ ഏെത׸ിലും വّാസം കാണുകയാെണ׸ിൽ, അത് 
ര؇് ആരം േചർؗതാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന് ന്െറ കാരّ؋ിൽ ഒരു വّാസം p one q one 
കടؗുേപാകുؗതിനാൽ  േകْؕ؋ിലൂെട ഈ നീളം ആണ് ؛സ് ഒ്ؗ, കാരണം p one q one p one o oq 

ഒ്ؗ ഒരു േനർേരഖയാണ് , ഒ്ؗ ര؇ും ന് തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, p one q p one onoq r 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇് മട്׹ ആണ്. വّാസം എبായ്േؚാഴും ടി ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു  p one q r 
വൃ؋ാകൃതിയിൽ കൃതّമായി നിർവചിؗുׯെത׹െന അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി എؓാണ് 
അർ،മാؗുׯത് എ്ؗ ഇതുവെര നأൾ ക؇ി؂ു؇്, എؗാൽ ഗണിത؋ിൽ നأൾ എبായ്േؚാഴും  ഒരു
േനർേരഖയുെട സമവാകّം നിർവചിؗുׯതുേപാെല സമവാകّ׹ളുെട അടിرാന؋ിൽ കാരّ׹ൾ 
ഔപചാരികമായി ْപകടിؚിׯണം, 
അ׹െന തിരിു׺േപാകുകയാെണ׸ിൽ ഒരു േനർേരഖയുെട സമവാകّ؋ിന്, ഇത് നുأേടതാെണ്ؗ 
സ׸ൽؚിുׯക, ഇവയാണ് നുأെട േകാർഡിേന്ئ അു׺ത؇് ഈ േപായിന്റാണ് ഉ؍വം , നമു്ׯ ഈ 
േനർേരഖ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഈ േനർേരഖെയ ْപധാനമായും എبാവരും 
നിർവചി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ നأൾ എ׹െന ഔപചാരികമായി േനർേരഖ നിർവചിുׯം  േരഖ 
അതിനാൽ േനർേരഖ ഈ േനർേരഖയിൽ കിടؗുׯ എبാ ബിؕുׯളുെടയും േശഖരണമبാെത 
മെئാؗുമب , എؗി؂് നമു്ׯ ഇവിെട ഏെത׸ിലും ഏകപײീയമായ േപായിന്റ ്ഉെ؇്ؗ പറയാം ആരുെട

േകാർഡിേന്ئ എ്ؗ പറയാം ആരുെട േകാർഡിേന്ئ നമു്ׯ എ്ؗ പറയാം.  ഇവിെട ഇേؚാൾ ഒരു x x y y 
േപായിന്റ് ഉ؇്, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ാൻ േപായി, ഈ ഉം ഉം എ്ؓ േْപാؚർ؂ി p x y 
തൃപ് തിെؚടു؋ണെമ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇ു؋കയായിരുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ േനരായ ഇവിെട l 
കാണുകയാെണ׸ിൽ അത് ഈ േനർേരഖയിൽ കിടുׯം  ഈ ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗു ine x 
പൂജّം ഒ്ؗ, അതായത് ഈ ബിؕുവും, ഇവിെട ഈ േകാണും നാൽؚ؋ിയ؀് ഡിْഗിയാണ് , കാരണം y 
ഈ േരഖയുെട ചരിവ് ഒؗായതിനാൽ ഇത് കാണാൻ വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം ഈ േനർേരഖയും 
ഇതിലൂെട കടؗുേപാകുؗത് ഞ׹ൾ കാണുؗു. ഇവിെട േപായിന്റ ്േകാർഡിേനുئകൾ ഒ്ؗ ര؇് x y 
ആയതിനാൽ വരിയുെട ചരിവ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് y y x 
ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരിുׯക, ഇത് ഒؗിന് തുലّമായ ഒരു ചരിവ് എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് .  x 
തിരحീന അײം ഇേؚാൾ 45 ഡിْഗിയാണ്, കാരണം ചരിവ് 1 ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഞാൻ ْശമി׺ാൽ xy
ഈ േപായിന്റ് ഉെ؇׸ിൽ അത് േനർേരഖയിൽ അേത േനർേരഖയിലാെണ്ؗ പറ؁ാൽ ഞാൻ 
കണׯാׯിയാൽ നും പൂജّം ഒؗിനും ഇടയിലുت ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന്െറ ചരിവ്, ഈ ൈലൻ p 
െസഗ് െമന്റിന്െറ ചരിവും ഒ്ؗ തെؗയായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് xy 
േനർേരഖയിലാെണ׸ിൽ മാْതം അത് ഒؗായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ േരഖ െസഗ് െമന്റിന്െറ ചരിവ് y 
മിനു ആണ്  െന ൈമനസ് പൂജّം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ചരിവ് ഒؗായിരിׯണം, കാരണം ഈ s- x 
േനർേരഖയുെട ചരിവ് ഒؗിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കണׯാׯി, 
അ׹െനയാണ് നമു്ׯ ഈ സമവാകّം ലഭിؗുׯത് , തുടർ്ؗ ഇത് ലളിതമാׯിയാൽ നമു്ׯ ന് x 
തുലّമായ ലഭിുׯം അേؚാൾ നأൾ പറയുؗു, ഈ േനർേരഖ എبാ േപായിന്റുകളുെടയും ഒരു y 
േശഖരമാണ്, അതിനായി േകാർഡിേന്ئ േകാർഡിേനئിേനׯാൾ ഒ്ؗ കൂടുതലാണ്, ഉദാഹരണ؋ിന് y x 
ആെര׸ിലും എനി്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്നൽകിയാൽ എനി്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്ആറ് േകാമ നൽകുؗു എ؂് x 
ആണ് ആറ് എ؂് എനി്ׯ ഉടൻ പരിേശാധിׯാം ഈ േപായിന്റ ്ഈ േനർേരഖയിൽ െപ؂താേണാ y 
അبേയാ എؗതിനാൽ, എ؂് ആയതിനാൽ ؛സ് വൺ ഏഴ് , എ؂് ഏഴ് അبാ؋തിനാൽ ഇത് y x 
ഉൾെؚടുؗിെ്ؗب ഒരാൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞാൻ എؗത് എ؂ിനും ആറിന് ah y x 
തുലّവും ഇടുക ഈ സമവാകّം ഈ േപായിന്റിൽ തൃلിٝകരമെ്ؗب ഞാൻ കാണുؗു , അതിനാൽ ഈ 
േപായിന്റ് ഈ േനർേരഖയിൽ കിടؗുׯിب , തുടർ്ؗ ഇത് എഴുതുؗത് വളെര എളുؚമാണ്, അതിനാൽ 
ْപധാനമായും നമു്ׯ ഉتത് മുഴുവൻ േനർേരഖയുെടയും സٔഭാവമാണ്.  സർׯിളിന്െറ കാരّം 
അെ׸بിൽ ഞ׹ളുെട ലّײം സമാനമായ സٔഭാവരൂപീകരണം അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി 
ഇ؋രെമാരു റൂൾ േനടുക എؗതാണ്, അത് സർׯിളിെല ഏത് ബിؕുവിന്െറയും േകാർഡിേനുئകൾ 
തൃلിٝെؚടു؋ണം , നമു്ׯ പിേؗാ؂് േപാകാം, ഇതാണ് ഞ׹ളുെട േകാൺ എ്ؗ പറയാം ഇവയാണ് 
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േകാർഡിേന്ئ അ׹ײൾ അടു؋ അײം അു׺ത؇് നമു്ׯ ഒരു വൃ؋ം ഉെ؇്ؗ കരുതുക, y 
അതിന്െറ േകْؕ؋ിൽ േകാമ േകാർഡിേനുئകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേന്ئ h k x 

ആണ് േകാർഡിേന്ئ ആണ് , ഇനി നമു്ׯ ആരം ആെണ്ؗ പറയാം, ഒരു േപായിന്റ് ഉെ؇്ؗ h y k r p 
പറയുകയാെണ׸ിൽ. ആരുെട േകാർഡിേനുئകൾ ഉം ഉം ആണ്, കൂടാെത ഈ സർׯിളിൽ x y p skn 
േറഡിയസ് ഉتതായി പറയെ؂, നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഒരു നിയമം രൂപീകരിׯാൻ കഴിയും , അതിനായി ഈ r 

ഉം യും തൃلിٝെؚടു؋ണം . ഈ നിയമം നമു്ׯ അറിയാെമ׸ിൽ അതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ x y 
അറിയാെമ׸ിൽ, ആ േപായിന്റ ്സർׯിളിൽ കിടുׯേമാ ഇبേയാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാനും പറയാനും 
നമു്ׯ കഴിയണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّം റാഡിന് േശഷം എؗ േപായിന്റുമായി േകْؕെ؋ p 
ബؖിؚിׯാം ആണ് ഈ ൈലൻ െസഗ് െമന്റ ് ന്െറ നീളം ആയിരിുׯം, നമു്ׯ മധّ ius r op r 
വരിയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു തിരحീന േരഖ വരയ്ׯാം , അതിനാൽ വّװമായും അײവും x 
ഈ േരഖയും ഇേؚാൾ സമാؓരമാണ് , കൂടാെത േപായിന്റിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു ലംബ േരഖ p 
ഞ׹ൾ ഉ؇ാുؗുׯ.  അײം സമാؓരമാണ് , ഉം അײവും െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയിലായതിനാൽ, ഈ y x y 
േകാണും െതാ؉ൂറ് ഡിْഗിയാെണ്ؗ കാണാൻ എളുؚമാണ്,  ഞാൻ ഉപേയാഗി്׺ നിർأി׺ ഈ ര؇് q 
വരികളുെട ഈ വിഭജന േപായിന്റ ്നമു്ׯ സൂചിؚിׯാം. ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണമാണ്, have 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓ؋ിൽ നി്ؗ ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണം opq 
ഉ؇്, തുടർ്ؗ സ്കٔയർ സ്കٔയർ സ്കٔയർ തുലّമാണ്, സ്കٔയർ ؛സ് ചതുര؋ിന് op ok op Oq pq 
തുലّമാണ്, എؗാൽ സ്കٔയർ സ്കٔയർ എْതയാണ് ഈ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേന്ئ op r oq x p 
എؗതിനാൽ നأൾ കാണുؗ ചതുരം അത് ഈ തിരحീന ദൂരം ആണ് േകْؕ؋ിന്െറ p x x x 
േകാർഡിേന്ئ ആണ് അതിനാൽ ഈ ദൂരം ഇ׹െനയാണ് , അതിനാൽ ഇത് കാണാൻ എളുؚമാണ് o h th 

ചതുര؋ിൽ മുഴുവൻ ചതുരവും ൈമനസ് ആയിരിുׯം , അതുേപാെല തെؗ ഈ ലംബ ദൂരം oq x h y 
ആണ്, ഇത് ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ആണ് ഈ ലംബ ദൂരം ആണ്, ഇത് േകْؕ؋ിന്െറ y p k o 

േകാർഡിേനئാണ് , അതിനാൽ ചതുരം ൈമനസ് ആണ് ചതുരം അതിനാൽ ഇതാണ് നأൾ y pq y k 
സംസാരി׺ിരുؗ നിയമം  , വൃ׹؋ളുെട കാരّ؋ിലും േനർേരഖകളുെട കാരّ؋ിെലؗേപാെല 
ഇവിെടയും നമു്ׯ ഒരു െപാതു നിയമം ലഭിുׯം , അത് സർׯിളുകളിെല ഏത് ബിؕുവിന്െറയും 
േകാർഡിേനുئകളാണ് .  സർׯിൾ തൃلിٝെؚടു؋ണം , ഉദാഹരണ؋ിന് , നമു്ׯ ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇്ؗ 
പറയാം, അതിന്െറ േകْؕം േപായിന്റ് ഒ്ؗ േകാമ ര؇് , ആരം അ؀് യൂണിുئകൾ, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ൈമനസ് വൺ േകാമ ْതീ്ׯ തുലّമായ ഒരു േപായിന്റ് ഉെ؇്ؗ പറയാം , ഇേؚാൾ നأൾ xy 
പരിേശാധിേׯ؇തു؇്. ഈ േപായിന്റ ്ൈമനസ് വൺ േകാമ മൂ്ؗ ഈ സർׯിളിൽ കിടുؗുׯ, 
അതിനാൽ സർׯിളിെന േകْؕം ഒ്ؗ േകാമ ര؇്, േറഡിയസ് അ؀് എؗിവയാൽ വّװമാുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഇത് പരിേശാധിؗുׯത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
ഇത് ആണ് ഇത് ആണ്, ഇത് ആണ് ഇത് ഇതാണ് അതിനാൽ ആദّം നأൾ ഈ മൂലّ׹ൾ r h k x y, 
ഇവിെട ഇടാൻ ْശമിുׯക , നമു്ׯ തുലّത ലഭിുׯേമാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯക , തീർ׺യായും 
ഇടതുവശ്؋ അ؀് ചതുരമാണ്, അത് വലതുവശ്؋ ഇരുപ؋ിയ؀് ആണ് , ഞ׹ൾ്ׯ ൈമനസ് x h 
ഉ؇്, ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇്, ൈമനസ് ര؇് സ്കٔയർ നാല് ൈമനസ് െക ൈമനസ് y 
െക മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇്, ഒ്ؗ മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂർ؉ ചതുരം ഒ്ؗ, 
അ׹െന വലതുവശ്؋ അ؀് , ഇടതുവശ്؋ അ؀്, നമു്ׯ ഇരുപ؋ിയ؀് ഉ؇് , അവ 
അ׹െനയب  തുലّമായതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ൈമനസ് ഒ്ؗ േകാമ മൂ്ؗ എؗത് ഒരു േകാമ ര؇ിലും 
ആരം അ؀ിലും േകْؕമുت സർׯിളിൽ കിടؗുׯിب, ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّ؋ിന്െറ ഈ 
ْപേതّക രൂപെ؋ േകْؕ ആരം േഫാം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, എؓുെകാ؇ാണ് നമു്ׯ ആ േപര് േകْؕ ah 
ആരം എ്ؗ വّװമാണ്.  കാരണം ഈ പദْപേയാഗം േനാുׯേآാൾ , മധّഭാഗം േകാമ ആെണؗും h k 
ആരം ഇടതുവശتു؋ ആെണؗും കാണാം , ഉദാഹരണ؋ിന്, ഞാൻ നൽകിയാൽ, ഞാൻ അത് r ah 
പറ؁ാൽ, അതിൽ ഏെത׸ിലും സർׯിളിന്െറ ഈ സമവാകّം നമു്ׯ പരിഗണിׯാം . 
അ׹െന ഇത്  സമവാകّം േകْؕ ആരം രൂപ؋ിലുت ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ ഒരു സമവാകّമാണ്, അത് 
േനാׯിയാൽ നമു്ׯ വളെര എളുؚ؋ിൽ പറയാം വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗം മൂ്ؗ േകാമ ഏഴ് 
ആെണؗും ആരം 
അ׹െനയാണ് ഇത് ചതുരമാെണؗും അതിനാൽ ആരം ആെണؗും  ഇത് ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ r r 8 
സമവാകّം വّװമാؗുׯതിനുت ഒേരെയാരു മാർ״മب, മ്ئ ചില വഴികളു؇്, അതിനാൽ 
അ؋ര؋ിലുت ഒരു മാർ״ം പാരാെമْടിക് േഫാം എؗറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ പാരാെമْടിക് 
രൂപ؋ിൽ ഉتത് നമു്ׯ വീ؇ും േകാർഡിേന്ئ അײം വരയ്ׯാം എؗതാണ്. ഉ؍വം , നമു്ׯ വീ؇ും

േകാമ േറഡിയസ് എؗിവയിൽ േകْؕമുت ഒരു സർׯിൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഇത് h k , r 
േകْؕ؋ിന്െറ േകാമ േറഡിയസ് ആെണ്ؗ പറയാം, ഇേؚാൾ നأൾ എبാ േപായിന്റുകളുെടയും k r 
നിർأാണ؋ിേല്ׯ മടേ׹؇തു؇്. ഒരു േനർേരഖ വരയ്ؗുׯതിെന അടിرാനമാׯിയുت ഒരു 
വൃ؋ം ഇേؚാൾ േകْؕ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഏെത׸ിലും േനർേരഖ വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ, 
നമു്ׯ ഈ േരഖ ഇവിെട പറയാം, അതിനാൽ തീർ׺യായും വൃ؋؋ിന്െറ മധّ؋ിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗ ഈ േരഖ േകാമ കൂടാെത ഈ േനർേരഖ വരെ؂. അײം ഉപേയാഗി്׺ തീئയുെട h k x 
ഒരു േകാണു؇ാുׯക , അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഒരു േഡാ؂് ഇ؂ േരഖ x 
വരയ്ുؗുׯ , ഈ േനർേരഖ തീئയുെട ഒരു േകാണിെന ഉ؇ാുؗുׯ, അതിനാൽ എبായ്േؚാഴും 
ഘടികാരദിശയിൽ തീئ അളുׯക , 
അ׹െന ഞാൻ േപായാൽ എനി്ׯ േപാസിئീവ് തീئയു؇്  ഞാൻ ഇ׹െന േപായാൽ, എനി്ׯ െനഗئീവ് 
തീئയാണുتത് , ഇവിെട േകാർഡിേനുئകളുെട ഒരു േപായിന്റ് ഉെ؇്ؗ പറയാം , അെ׸بിൽ ഈx, y p 
േറഡിയസ് നൽകി ഈ േപായിന്റ ് കെ؇؋ിയ രീതി നി׹ൾ ഓർുؗുׯെ؇׸ിൽ പറയാം.  ഈ r p 
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ദിശയിലുت േനർേരഖയിൽ , ഞ׹ൾ ഈ േപായിന്റിൽ എؗു؋തുവെര ഞ׹ൾ നീ׹ി, അതായത് op 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇؗെ؋ ْപഭാഷണ؋ിന്െറ ആദّ അെ׸بിൽ ര؇ാമെ؋ ൈسഡിേല്ׯ r 

മടു׹കയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ സർׯിളിൽ േപായിന്റുകൾ കെ؇؋ാൻ തുട׹ി .  അതിനാൽ ഇത് r r 
ആെണ׸ിൽ, ഞാനും അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഒരു േരഖ വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ നിർأി׺ y 
ഈ ര؇് വരകളും െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി േകാണിൽ എؗ ബിؕുവിൽ കൂടിേ׺രുെമ്ؗ വّװമാണ് , q 
അേؚാൾ എനി്ׯ ഈ െചറിയ അവകാശമു؇്  ആംഗിൾ ْതിേകാണം ഇവിെട ഇവിെട എؗത് op  q op r
ന് തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, എؗാൽ ْതിേകാണമിതി അനുപാത׹െളുׯറിتു׺ നുأെട 
അറിവിൽ നി്ؗ ആയതിനാൽ ഇവിെടയുت േകാസ് തീئയ്്ׯ തുലّമാകുെമ്ؗ op r r oq 
ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് േകാസ് തീئയും ആയിരിുׯം  വൃ؋؋ിൽ r qp r sin theta 
കിടؗുׯ ഈ േപായിന്റിന്െറ ര؇് േകാർഡിേനുئകൾ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ കെ؇؋ാൻ കഴിയണം, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ െചإാൻ േപാകുؗത് ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ x, y 
ْപകടിؚിׯാൻ േപാകുകയാണ് .  ന്െറയും ഈ ആംഗിൾ തീئയുെടയും അടിرാന؋ിൽ വൃ؋ം, r 
അത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, കാരണം ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഈ ദൂര؋ിന് x p 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഉെ؇്ؗ പറയാം, അതിനാൽ േകാർഡിേന്ئ ഇْതയാണ് എؗാൽ pxy x x 
ഈ മെئാؗുമب, വാُവٝ؋ിൽ ഇതും ആണ്, എؗാൽ ഈ എؗത് മെئാؗുമب  , ഈ ദൂരവും x x x 
ഇതുമാണ്, അതിനാൽ ഈ ദൂരം േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനئിന് തുലّമാണ്, അത് ؛സ് ആണ് x x h cos 

സമാനമായി േകാർഡിേന്ئ ഒ  ഈ േപായിന്റ് ഇവിെട ഈ ദൂരം ഇതാണ് ഈ ؛സ് theta y f p, y , qp 
അبാെത മെئാؗുമب, എؗാൽ ഇത് മെئാؗുമب , േകْؕ؋ിന്െറ േകാർഡിേനئിന് തുലّമാണ്, o y 
അതായത് ആയതിനാൽ എؗത് ؛സ് എؗാൽ ആണ്  ഇതിനകം k y k qp qp r sin theta 
ആയതിനാൽ  , വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ؋ിന്െറ േകാർഡിേനുئകളുെട അടിرാന؋ിൽ യുെട  p x, 

േകാർഡിേനുئകളുെട പദْപേയാഗം നമുുׯ؇് പേײ , േകْؕ േറഡിയസ് േഫാർമുേലഷനിൽ y 
ഉ؇ായിരുؗതുേപാെല ഇത് ഏെത׸ിലും തര؋ിലുت ഒരു നിയമമായി രൂപെؚടു؋ാനാകുേമാ, 
മാْതമب ഇത് വളെര ബുؑിമുت؂ു കാരّമب , എؗത് ؛സ് േകാസ് തീئ ഉت എبാ x h r y 
േപായിന്റുകളും ഉം ഉം ആയി നിർവചിׯാം.  തീർ׺യായും നأൾ പിേؗാ؂് x y k plus r sin theta 
േപായാൽ ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുരവും ൈമനസ് ആണ് േകാസ് തീئ സ്കٔയർ എ്ؗ കാണാം.  x h x h r 

സ്കٔയർ തീئ ഇേؚാൾ നأൾ ഇവ ര؇ും േചർുؗുׯ പിെؗ എؓാണ്  നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ആർ sin 
സ്കٔയർ േകാസ് സ്കٔയർ തീئയും ആർ സ്കٔയർ സിൻ സ്കٔയർ തീئയുമാണ് , അത് ആർ സ്കٔയർ 
അبാെത മെئാؗുമب, ഇത് നأൾ ഇേؚാൾ ക؇ നിയമമبാെത മെئാؗുമب, ഞ׹ൾ േകْؕ ആരം 
രൂപെുׯ؋റി്׺ ചർ׺െചുإേآാൾ ഇത് ര؇ും േചർ؋ാൽ നമു്ׯ  ഇത് ലഭിؗുׯത് അവസാനിؚിുׯക
, അതായത് സർׯിളിെല ഏത് േപായിന്റും ആദّം സർׯിളിെല ഏത് േപായിന്റിന്െറയും p 
േകാർഡിേനുئകൾ എഴുതാം, തീئ പൂജّ؋ിനും ര؇് ൈപയ്ുׯം ഇടയിലുت ചില േകാണിൽ 
ഇതുേപാെല എഴുതാം. പൂജّവും പവർ ര؇് ൈപ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് ൈപയിേല്ׯ ഉം x y 
േകാർഡിേനുئകളും ഉت ഒരു േപായിന്റ ്ഉ؇ാുׯകയാെണ׸ിൽ ؛സ് h r cos theta n y 
േകാർഡിേനئിന് ؛സ് ഉ؇് അേؚാൾ അ؋രെമാരു േപായിന്റ് വൃ؋؋ിൽ k i sin theta 
വّװമാകും, അതാണ്  ഞ׹ൾ ഇവിെട െതളിയിു׺, അതിനാൽ ഈ ര؇് വാദ׹ളിലൂെടയും നമു്ׯ 
നിഗമനം െചإാൻ കഴിയുؗത്, സർׯിൾ എؗീ എبാ േപായിന്റുകളുെടയും  ഗണമبാെത x, y 
മെئാؗുമب എؗാണ്  ഇടേവള  അൽ പൂജّം മുതൽ ര؇് ൈപ വെര, അതിനാൽ നأൾ തീ0 ئ മുതൽ 2 
ൈപ വെര വّതّാസെؚടുേآാൾ ഞ׹ൾ അടിرാനപരമായി നീുؗു׹ എؗത് വളെര വّװമാണ്, 
അതിനാൽ 0 ന് തുലّമായ തീئ ഇവിെട എവിെടെയ׸ിലും ആയിരിുׯേآാൾ ഞ׹ൾ ഇതുേപാെല 
നീ׹ാൻ തുടു׹ം , തുടർ്ؗ നി׹ൾ മുേؗാ؂് േപാകുകയാെണ׸ിൽ  തീئ വർؑിؚിുׯക ഇവിെട 
എവിെടെയ׸ിലും എു؋ം, അതിനാൽ ഇവിെട എ؋ിയാൽ നമു്ׯ അടിرാനപരമായി തീ90 ئ 
ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഇത് േനർേരഖയായിരിുׯം , ഈ ആംഗിൾ ഇേؚാൾ 90 ഡിْഗി ആയിരിുׯം, തുടർ്ؗ 
നമു്ׯ തീ90 ئ-നؚുറം േപാകാം.  ഒരു മുഴുവൻ വി؛വം പൂർ؋ിയാുׯക, 
അ׹െന നأൾ വൃ؋െ؋ ഈ രൂപ؋ിൽ ْപകടിؚിുׯേآാൾ അത് ഒരു പാരാമീئർ തീئയുെട 
അടിرാന؋ിലാണ് , അതിനാൽ ഒരു സർׯിളിന്െറ ഇ؋ര؋ിലുت സമവാകّം ഒരു സർׯിളിന്െറ 
പാരാെമْടിക് േപായിന്റ ്പാരാെമْടിക് സമവാകّം എؗറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ ْപധാനമായും നأൾ 
പറ؁ത് നأൾ  ര؇് കാരّ׹ൾ പറ؁ി؂ു؇് ഒരു േപായിന്റ ് േകാമ േകْؕം ഉം x y hk r 
േറഡിയുമുت ഒരു സർׯിളിന്േറതാെണ׸ിൽ ആയിരിׯണം പിെؗ അടു؋ത് ؛സ് േകാസ് x s r 
തീئയ്ുׯം എؗത് ؛സ് തീئയ്ുׯം തുലّമായിരിׯണം. േല്ׯ, y k r sin g to zero two pi 
അതിനാൽ ഇതാണ്, എؗത് ؛സ് എؗ തര؋ിൽ എെؓ׸ിലും തീئ x y k r sin theta 
ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു കാരّമാണ്, ഞ׹ൾ പറ؁ മെئാരു കാരّം പൂജّ؋ിൽ െപടുؗ 
ഏത് ആംഗിൾ തീئയ്ുׯം  ര؇് ൈപ േപായിന്റ് എസ് ؛സ് ആർ േകാസ് തീئയും െക ؛സ് ആർ സിൻ 
തീئയും ആയതിനാൽ ഈ ْപേതّക േപായിന്റ ്േകാമ െകയും ആർ േറഡിയസും ഉت േകْؕമുت 
സർׯിളിൽ െപടുؗു, അതിനാൽ ഈ ര؇് കാരّ׹ളും ഞ׹ൾ കാണി׺ിരിؗുׯത് നുأെട േകْؕ 
ആര؋ിന്െറ രൂപ؋ിേല്ׯ മടു׹കയാെണ׸ിൽ. ഇത് ഈ രൂപ؋ിലുتതാെണ്ؗ ഓർുׯക, എؗാൽ 
നി׹ൾ ഈ ചതുര׹ൾ തുറؗാൽ നമു്ׯ സ്കٔയർ ൈമനസ് ര؇് എ്׺എ؛ ٧്عസ് എ്׺ സ്കٔയർ ؛സ് x 
ൈവ സ്കٔയർ ൈമനസ് ടു െകയ് ؛സ് െക സ്കٔയർ തുലّമാണ് സ്കٔയർ അെ׸بിൽ ചതുരം ؛സ് r x y
ചതുരം ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ؛സ്  സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം ൈമനസ് ചതുരം hx ky k s r 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മധّ ആരം രൂപ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭി്׺ ഒടുവിൽ നമു്ׯ ഇത് ലഭിുׯം
, ഞ׹ളുെട അവകാശവാദം , ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം സാധാരണയായി ഇ؋ര؋ിലുت 
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രൂപ؋ിൽ എഴുതാം, അതായത് ചതുരവും ചതുരവും. ര؇ിന്െറയും ഗുണകം  ചതുരവും x y x y 
ചതുരവും ഒؗുതെؗയായിരിുׯം, കാരണം അടിرാനപരമായി ഇവിെട നി്ؗ ആരംഭിുؗുׯ , ah 
തുടർ്ؗ നമു്ׯ അടؗു׹ ഒരു പദം ചില ഗുണക׹ൾ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ മതിയാകും, അതിനാൽ x 
ഇവിെട നമു്ׯ ഈ പദം ഉ؇ായിരുؗതുേപാെല യിൽ മെئാരു പദം േരഖീയമാണ്. ഇത് മെئാരു പദമാണ്y 
, ഇത് മട്׹ കുറر ്׺ിരാ׸വും رിരമായ ആണ്    ഇത് അടിرാനപരമായി എؗിവയിെല y c x, y 
ഒരു ര؇ാം ഡിْഗി സമവാകّമാണ്, എؗാൽ ഈ േജാഡിെׯാؚം ചില ْപേതّക ഗുണ׹േളാെടാؚം ah x 
ചതുര؋ിന്െറയും ചതുര؋ിന്െറയും ഗുണകം ഒؗുതെؗയാണ് , ര؇ാമതായി ഈ പദം y 
ഉൾെׯാؗുت പദെമാؗുമിب എؗതിന് ഇവിെട പദമിب ഇത് ചില رിരമായ സമയ׹ൾ ആണ്, xy 
കാരണം ഒരു െപാതു ര؇ാം ഡിْഗി സമവാകّ؋ിൽ െപാതു ര؇ാം ഡിْഗി സമവാകّം ഈ 
രൂപ؋ിലുتതാണ് േകാടാലി ചതുരം ؛സ് ചതുരം ؛സ് ؛സ് ടു ؛സ് ടു ؛സ് എഫ് പൂജّ؋ിന്cxy dx ey 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത്  യുെട രൂപം അതിനാൽ ഇത് ഒരു െപാതു ര؇ാം ഡിْഗി സമവാകّ؋ിന്െറ a 
രൂപമാണ്, എؗാൽ ഇവിെട ഒؗിന്െറയും ചതുര؋ിന്െറയും ഗുണകം െപാതുെവ ഒരുേപാെല x y 
ആയിരിׯണെമؗിب, കൂടാെത യുെട ഈ ഗുണകം പൂജّമാകണെമؗിب, എؗാൽ ഈ ര؇ാമെ؋ xy 
െപാതുവിൽ ആെണ׸ിൽ  ര؇ാം ഡിْഗി സമവാകّം, ഈ ര؇് വّവرകളും തൃلിٝകരമാെണ׸ിൽ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ബിയും സിയും ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ 
സമവാകّമാണ്, കാരണം നأൾ ഇവിെട ബിയും സിയും പൂജّ؋ിന് തുലّമാׯിയാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം 
േകാടാലി ചതുരവും ചതുരവും േനടുക, കാരണം ആയതിനാൽ അْപതّײമാകും, കാരണം ay b a cxy 

ര؇് ؛സ് , എبാം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം , ഇത് വّװമായും സ്കٔയർ ؛സ് c 0 dx a x y 
സ്കٔയർ ؛സ് ടു ؛സ് ടു ؛സ് എؗ രൂപ؋ിലാണ്. പൂജّമാണ്, അതുെകാ؇ാണ് ഇേؚാൾ ഒരു gx fy c 
സർׯിളിന്െറ സമവാകّ؋ിന്െറ ഏئവും െപാതുവായ രൂപമായത്    ചതുരവും ര؇് ൈഫ ടു ഞ׹ൾ y 
ഇത് പൂർ؋ിയാുؗുׯ, നി׹ൾ ഒരു ؛സ് ജി ചതുരവും ൈമനസ് ജി ചതുരവും ഇടുക, നി׹ൾ ൈമനസ് 
എഫ് ചതുര؋ിന് കീഴിൽ ഒരു ؛സ് എഫ് സ്കٔയർ ഇടുക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് ؛സ് ജി x 
മുഴുവൻ ചതുരവും കൂടാെത ؛സ് എഫ് മുഴുവൻ ചതുരവും സ്കٔയർ ؛സ് എഫ് സ്കٔയർ ൈമനസ് y g 
ആണ് കൂടാെത ഇത് ൈമനസ് പൂർ؉ ചതുരവും ൈമനസ് പൂർ؉ ചതുരവും ചതുര؋ിന് c x h y k r 
തുലّമായ മധّ ആരം രൂപ؋ിന്െറ രൂപെ؋ ഓർأിؚിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഇത് വّװമായും ഒരു 
വൃ؋െ؋ ْപതിനിധീകരിؗുׯത് ഈ വലതു ൈക ചതുരം ആെണ׸ിൽ മാْതം എبായ് േؚാഴും r 
െനഗئീവ് അب , അതിനാൽ ഇത് െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ മാْതേമ ഇത് ഒരു വൃ؋െ؋ ْപതിനിധീകരിൂׯ, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു സമവാകّം ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് െനഗئീവ് ആെണ׸ിൽ ഈ അവر 
എبായ്േؚാഴും നിലനിർ؋ണം, കൂടാെത ചതുരവും സ്കٔയർ ൈമനസ് െനഗئീവായി d f c 
കണׯാׯിയാൽ ഇതാണ്  ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമب, അത് െനഗئീവ് അെ׸بിൽ, ഇത് ഒരു 
വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّമാെണ്ؗ വّװമാണ്, കാരണം ഇത് ഇവിെടയും സമാനമാണ്, ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ ആരം ചതുരം ഇതാണ്, അതിനാൽ ആരം ആണ്  സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ r squ g f 
ൈമനസ് യുെട റൂ؂് ആണ്, േകْؕം േകാമ ആണ് എؗാൽ ൈമനസ് ആണ്, കാരണം ഇതും c h k h g 
ഇതും തുലّമാണ് , ൈമനസ് ആണ് , അതിനാൽ ഈ േഫാമിന്െറ െപാതു സമവാകّം ഒരു k f 
വൃ؋മാെണ്ؗ പറ؁ുെകാ؇് നമു്ׯ അവസാനിؚിׯാം. ചതുരവും സ്കٔയർ ൈമനസ് d f c 
െനഗئീവെ׸بിൽ മാْതം ഈ സാഹചരّ؋ിൽ വൃ؋؋ിന്െറ ആരം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർum , d f 
ൈമനസ് എؗതിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഈ ചതുരവും ഈ പദവും െചേإ؇ത്c r r 
വൃ؋؋ിന്െറ േകْؕം വൃ؋؋ിന്െറ മധّഭാഗ؋ാണ് ൈമനസ് േകാമ ൈമനസ് ആണ്, അത് g f 
നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ കാണാൻ കഴിയും, കാരണം ൈമനസ് ന് തുലّമായിരിׯണം , അതിനാൽ g h h 
ൈമനസ് ആണ് അതുേപാെല ൈമനസ് ആയിരിׯണം  ഒരു സർׯിളിന്െറ സമവാകّ؋ിന്െറ ഈ g k 
െപാതുരൂപം മനشിലാׯിെׯാ؇് ഞ׹ൾ ഈ ْപഭാഷണം അവസാനിؚിുؗുׯ , അവിെട സ്കٔയർ g 
 f c .ൂتുؗുׯപതിനിധീകരിْ ؋െ؋ിൽ മാْതേമ ഇത് ഒരു വൃ׸بീവെئസ് സ്കٔയർ ൈമനസ് െനഗ؛
വൃ؋വും ൈമനസ് േകാമയും  ൈമനസ് എഫ് സർׯിളിന്െറ േകْؕമാണ്, അതിനാൽ ഈ േഫാമിന്െറ g 
ഏെത׸ിലും സമവാകّം നൽകിയാൽ നമു്ׯ ആദّം കെ؇؋ാനാകണം, അത് ഒരു വൃ؋മാേണാ 
അبേയാ എ്ؗ പരിേശാധിׯാൻ നമു്ׯ കഴിയണം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ആരവും കെ؇؋ാനാകും. 
സർׯിളിന്െറ മധّഭാഗമായതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇതിെന കുറിു׺ം മ്ئ രീതികെള കുറിു׺ം അടു؋ 
ം Pruുׯൾ എടു׹രൂപ تിലു؋തര ്ئളുെട മ׹ിളിന്െറ സമവാകّׯാസിൽ ഒരു സർױ
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