
[సంڶతం ] సࡔ ࠫऴࡌ࡮ޔ ఇߩओ కएࡅ ఖࡔ సరళ ޴ఇ ݡ  ۨవࡍ ࣊షߤ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఇంతڕ ࠭ం޶ ࣊షࡹ ߤ
చࡍऐ ంۨన ऱܿ࢑࢑ ࠭࠲ ڴధ రڒల సమసङ లߘ చࡍऐ ऒߕफࣆ फࣃڵࣃనڜ ߘ ߤఆ ࣊ష ࠭࠲ బܽदڒ ࠭  బܽदڒ ࠭
మࢁऱ మనڜ ڕంత సమసङ  ఉం޴ ऴࠜޒజం ࡅకए लࡌࢣ ݡంࡓ    b ݡంࡓ న࣒࠳ ࣄ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ޶ఐ ࡱ
కएࡅ జంࠜޒऴ ݡ࠮  ఆࡗब ښంऴదం ࠮లంࡹ ఉం݄ ࠮డవ ࡌࢣल ऒߖ  కھߘనంڒ ,ݟబܽद ఇకए డ సࠪۧరం ఇ࡮
ఇవछ బݟం޴ , ऴࠜޒజంࡹ మనࡓ ڕంࡌࢣ ݡल ఇవछ ࠾ࡍమ ࡱ బݞन కएࡅ ޔంھ ࠾ࡍమ ࠼  ఆࡗब abc b c 
ంऴదం ఇవछښ బޔݡం޴ ఆࡗब ࣊ంట࡛ అం݄ ఏࠫܽ అ޴ߝ ఇߩओ ऴపశऒ ݡ , ఆࡗब ࣊ంట࡛ 
అ޴ߝ ऴࠜޒజం ࡅకए  ఎޔफల ఖండన ࠉం࢓޶ అం݄ ఇ޴ ఒక ऴట࠻ంࡽڵ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇ࢑ abc 

फࣃڶ ݟంߘ फޔఎ ࠾ࡍమ ړ ݟంߘ ࡱफޔన ఎࣄڶ ڕफ వరޔఎ ݟంߘ ఈ ఖండన a bc b ac ࡹफޔఎ ࡏ c 
फࣃࡱߧ ߖब ࣊ంట࡛ అࡗఆ ߘ࢓޶ంࠉ ఈ సమసङ ࠾ࡍమ ࡏ లం వదभ ఇవछ࠮ ब ࣊ంట࡛ ఓࡗఈ ఆ ߖࡹ బݟం޴ 
సࠪۧరం ఇవछ ݡ࠮ ڕࠪ బܽदڒ బݟం޴ , అࡓ ޴ంࡍࢗ ݡ द  ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఒక ఆࡗब ࣊ంట࡛ ces 
ఇవछ బݟం޴, అߩओ लࡌࢣ డవ࠮ మనం ݡ ऒߖ  క࡯ߕھߘ, సࡔ సమసङ भ޳ࠚరంߦऴ ߘ ం ڒబܽद 
ఇߘ ޴ంޓ ړ ݟయబݟన ఎޔफ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ అߘ  ޴ߝంڝࣆޓ ݟబݟన ఎޔफ.b ac cf c 
 ఇߩओ फࣃࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ࡱफޔఎ ݡంࡓ ఈ ݡ ओߩఇ ޴ఇ ࠾ࡍలం మ࠮ అం݄ ࠼ కएࡅ జంࠜޒఈ ऴ ݡ  ఆࡗब 
 ,ంऴదంښ
ఎం޶కం݄ ఈ ړ లంబంڴ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ړ లంబంڴ ఉంڒ ޴బܽद ఈ ࡅకए ob ac ࡱ࢐  oc ab ob ob 
కएࡅ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ࡱ࢐  ऒߕࣆ   కएࡅ బܽदڒ  ऒߕࣆ ࡱ࢐   ప ऱ࣒  వ࠳ ࡗ܋ ࠑ ߤన࣒ ఐ޶ సࠪనం ob 
కएࡅ ࠊ అం݄ ࢟ࠀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳  b ړ ࢟ࠀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ࡱ࢐ బܽदڒ సࠪనం ړ ࢟ࠀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ࡱ࢐ 
సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ b ac

߯ లంబంڴ ఉంܿం޴  so 
కएࡅ ,࢟ࠀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ࡱ࢐  సࠪనం,  అం݄ ac oc ac b cf ړ޶ఐ ڴలంబం ڕࡱ࢐ 

కएࡅ కएࡅ ࡱ࢐  ऒߕࣆ ࡱ࢐  పऱ࣒ ࡗ܋ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳ సࠪనం ړ  ݀ అం݄ ߘం࠳ ݟన࣒ ऴࠑ ޓ ݀ cf cf ab
ఈ ఇంߧऱړ లంబంࡅ ڴకए ओߩబܽद ఇڒ సࠪనం ړޓऴ ࠑ ݡంࡓ అం݄ ݀ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳ న࣒ 1࠳ ࡱ࢐   ab ݡ
మనࡱ࢐ ڕ మࡅ ࠾ࡍకए ऒߕఉ ࡱ࢐  కएࡅ ڕసం మనڝ ߤࡷ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠼  ac ab s ݡంࡓ 
సࠪۧర ࡱ࢐ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞం޴.ac c 
కएࡅ ڕऱ మనࢁసం మڝ ߤࡷ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳    ab ab b ݋ం࠼ߦ ఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡱ࢐ 
ఐ࠳ ޶న࣒ ఒకܽ ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంࡔ ݡఖల సࠬకరߖހऒ  కھߘనంڒ ݟబܽद ࡅకए  ac 
సࠬకరణం 
ప  ޶ఐ ݡ࠮ న࣒࠳ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࡱ࢐ ऱ࣒  c y x ړ݀ 
సࠪనం అం݄ ఇ࠳ 5 ޴న࣒  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ 13  పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ంݟ, ఇ޴ సࠬకరణం ఒకܽ మࢁऱ  ݡ࠮ x y 
కएࡅ ߤࡷ ޜࡱ࢐  సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఐ࠳ ޶న࣒ ఒకܽ ڷంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒  వߤ సࠪనం ab b y 
ప  ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ ޶న࣒ ఐ࠳ ݡ࠮ ݟంߘ ݡంࡓ ऱ࣒  న࣒ 3 x y x x y࠳ బܽद 2ڒ న࣒ 10࠳ 2 ݡ࠮ 
ऒߕࣆ ݡ࠮న࣒ పద࠳  x ޶ఐ ݟంߘ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद ఒకܽ మڒ ޴ండవࡓ సࠬకరణం ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
న࣒  ప࠳ ऱ࣒  పదߕࣆ ݡ࠮ऒ ప  5 ݟంߘ  సࠪనం ޴फంࣆۨࣇ ޴సࠪనం ఇ ړ ऱ࣒  13 y y l x 
సࠪనం 5  ప ړ ऱ࣒ ప  ޶ఐ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ బܽदڒ ݟఉంచం ڴݡంࡓ ߖ13  ऱ࣒  పద࠳ ݡ࠮న࣒ y x x x 
పదߕࣆ ݡ࠮ऒ  x x ݡంࡓ ࠢ࠻ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݡ࠮న࣒ పద࠳ బܽदڒ ߘࣜ޴న࣒ ప࠳ ޴సࠪనం ఇ ړ
ऒߕࣆ ప  ޶బܽद ఐڒ ڷࡱߕ న࣒࠳ బܽद సࠪనంڒ సࠪనం ړ ऱ࣒  పదڕݡ࠮ సࠪనం ڒబܽद ఐ޶ x y x 
రࢣ డవ࠮ సࠪనం ړన࣒ 7࠳ ݡ࠮పద ߧ࡯క ڷࡱߕ న࣒࠳ ݟంߘ लం ఒక ࠳న࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఏݡ 
సࠪ߄నం మࡖక సమసङ  

వߕࣆ ߤऒ छ޳ ࢓޶ంࠉ   న సరళp q x࠳సࠪన ڕݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ వదभ ݋ం࠼ߦ  ޴फంࣆࡱక ޴फ అ࣋ڶ ࡌ
 ఖ yࡔ

కएࡅ ఖࡔ సరళ ޙ࠼సࠪనం అ ړ݀ ݋ࡐ బܽद ఈ సమసङڒ ,ݟనంھߘక ߘࡱ࢐   ఈ , pq pq ڕమన ࡹ
సࠪۧరం ఇవछ ݡ࠮ బݟంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦం޳ ݋छ ऒߕࣆ ఒక ࠭ࣃڶ ߘఖࡔ సరళ ࡌ  మ࠾ࡍ ఈ పంړ फ p 

ఈ పంړ फ ࡓ ߖం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ వదभ కࣆࡱफంڕ݀ ݋ࡐ , ޳ సࠪనం అޙ࠼ సరళ ࡔఖ pq y x q pq pq 
బܽद ఇۨऐڒ ݟనంھߘక ߘࡱ࢐ న పంړ फ సࠬకరణం ఇۨऐ న పంړ फ సࠬకరణం ࡓం࠳ ݡన࣒ ڕ సࠪనం ݡ࠮ x 
औ࡮ఆ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ औ࡮ఆ ݋ࡵ ߖసࠪనం అ ڕܼࠊ   ఖ߯ q q qࡔ ఈ ݋ం࠼ߦ ఈ ,݋ࡵ సࠪనం ڕܼࠊ 

 బܽद y xڒ సࠪనం ړݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ
߯ అబదमం ࡓం࠳ ݡన࣒ ڒ ݡ࠮బܽद ܼࠊ సࠪనం ࡓంݡ ఆ࡮औ బܽद అం݄ yڒ ݡ࠮ న࣒࠳  q x q q 

ఆ࡮औ औ࡮ఆ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ ओߩఇ ݡ࠮ న࣒࠳  ఖల మధङࡔ ݡంࡓ ఈ ݡ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ రం ఈ޷ 
బܽद ऴపశऒڒ ݡంࡓ ݋ࡐ  ऴపڒరం ࡓ ݋ࡐంړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ࣋ए छ  pq pq pq ߖసࠪనం అ ړ2 ࡛

औ࡮ఆ ޴ఇ ޴फంࣆۨࣇ తफం ࣋ए࠴ న࣒ 1࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ ఆ࡮औ తफం ࣋ए࠴ అం݄ ࡗ܋ న࣒࠳ ޓన࣒ ऴ࠳  छ ࡛ 
औ࡮బܽद ఆڒ సࠪనం ړݡంࡓ  ࣋ए छ औ࡮ఆ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡛  ప ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ औ࡮ఆ ࡛ࠂ   ࣋ए छ ऒߜన࣒ ప࠳ ࡛ ంݡ ఆ࡮औ
 ప ऱ࣒  9 ఈకछ औ࡮ఆ 5 ޴ఇ 2 ܿ ࡽ  ࣋ए छ న࣒ పऱ࣒࠳ ࡛  14 ఆ࡮औ  ޴फంࣆۨࣇ ߘ
 ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ޶ఐ ޴సࠪనం ఇ ړంܽݟంࡓ 10   ࣋ए छ ऒ޳న࣒ ప࠳ ࡛ औ࡮ఆ ڷࡱ  ప ऱ࣒  ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ సࠪనం ړ
औ࡮బܽद 5 ఆڒ  ࣋ए छ औ࡮న࣒ 10 ఆ࠳ ࡛ औ࡮న࣒ 4 ఆ࠳   ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ औ࡮ఆ ޶బܽद ఐڒ సࠪనం ړ  ఆ࡮औ న࣒࠳ 
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औ࡮ఆ  ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳  औ࡮ఆ ޶బܽद ఐڒ సࠪనం ړ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ న࣒࠳   
ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ औ࡮ఆ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ޶ఐ ࠑ ڷࡱߕ సࠪనం ڕ  సࠪనం ړݡంࡓ 
औ࡮ఆ 2 ܼࠊ బܽदڒ సࠪనం ڕܼࠊ ܼࠊ బܽदڒ .޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕܼࠊ న࣒ 3࠳ 
औ࡮న࣒ ఆ࠳ 5 ࠑ 4 ݟంߘ 2   సࠪనం ړޓన࣒ ऴ࠳ ܼࠊ ޳ࡶ 5 ࠑ న࣒ 15࠳ న࣒ 3 8࠳ 2 ݟంߘ 2 ܼࠊ ޳ࡶ 3 
 సࠪనం ړߖ޳ఒక ܼࠊ ޳ࡶ ࢟ࠀ ࠑ ߤࢗ࣊ న࣒࠳ ܼࠊ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ బܽदڒ
సమసङ  సరళ ࡔఖ ࢢఖరం ࡅకए కएࡅ ఖࡔ నడం, ఈھߘక ߘࡱ࢐   pq ݡంࡓ ڕనడం మనھߘక ߘࡱ࢐ 
ం࠼ߦ ऱܿ ఉߕऒ  q y q ࡱకۨߦ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޶ఐ ݡన࣒ ఏ࠳ ޶ఐ ݟంߘ ڷࡱߕ ޴ߝఅ ޴అ ,࠼
ఇۨऐ న 
ఒక వߕࣆ ߤऒ కएࡅ  ࡱ࢐ బܽदڒ సࠪనం ړ  p pq ړ5 ࠑ న࣒ 7࠳ న࣒ 1࠳ 5 ࠑ 4 ࠑ న࣒ 0࠳ 5 ࠑ న࣒ 7࠳ 
సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వ࢟ࠀ ࠑ ߤ ఏړݡ సࠪనం మࡅ ࣁݞ ࠾ࡍకए ऒߕࣆ న࣒࠳ ఒకܽ ࡱ࢐   pq ݡంࡓ ړ
కएࡅ మనం ఈ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ఒకܽ సࠪనం ړబܽद ఒకܽڒ న࣒ ఒకܽ࠳ నవ۪ऐھߘక ߘࡱ࢐   బܽद pqڒ 
షएࡍప ࡏࠬ ओߩంۨనࡍ फࣃࠚల ࡱవࡱ࢑ ݡంࡓ ڕమన ݡ కएࡅ  ࠼  అం݄ మڒ ࡱ ࣁݞ ࠾ࡍబܽद q e q q 
మనࡱ࢐ ڕ మۨߦ ࠾ࡍకࡱ ఉߕऒ छ޳త , ࠼ ప ࡯డनھ ࡱ ߤࡷ ࡛ڝ ࡌ ऱ࣒ పऱ࣒ ࠑ న࣒࠳   న࣒ pq pq c࠳ 
ऒߕࣆ ab ࡹరంڒࣃరऴޔచ ࣄ ݡంࡓ ࡹ ంబ࣒ࡌ న࠳సࠪన ړ

࠭ంڴ޶ మనం ఈ ڷࡱߕ పంڕफࡌ ࡱంబ࣒ ߖ ఏరओ फࣃࡏ యߧ۫ ߖంۧڒ ,࡯బܽद మనం ߖ޵ऒ   so  
࢑భ܊ంۨనߩओ फࣃࠚల ࡱހసࠬకర ڷࡱߕ ڕమన ݡ బܽद ఇۨऐڒ ࠼ న సࠬకరణం ھడन࡯ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠑ న࣒࠳   
ప ࡯డनھ ޴సࠪనం, ఇ ړ0 ࣄ న࣒࠳ ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ࣄ  సࠪనం పऱ࣒ ړ࡯డनھ  ऒߕࣆ ࣄ న࣒࠳ ࠑ   ࠑ న࣒࠳ ࡯డनھ 
 ప ऱ࣒  సࠬకరణం 3 ޴సࠬకరణం 2 ఇ ޴సࠬకరణం 1 ఇ ޴సࠪనం ఇ ړ 0 ࣄ న࣒࠳ ࠑ న࣒࠳ ࡯డनھ సࠪనం ړ 0 ࣄ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠬకరణం 4.
.ݟంߘ 2 ࠾ࡍబܽद 1 మڒ 
కएࡅ ࠾ࡍమ 2 ࠾ࡍమ 1  ߤబܽद ఇڒ  फࣃ۫ ࠭࠲ ߖఉంద ڴణకం సࠪనంڷ   x y ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࠭
పంڕफࡱ సࠬకరణం ݡ࠮ మࡹڷࡱߕ ࠾ࡍ సࠪంతరంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం మࢁऱ ࡅకए  ణకం xڷ 
మ࠾ࡍ సࠪనంࣃ۫ ڴफ छ޳ జతల ݡంࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪంతరం ޴ऱ ఇࢁబܽद మڒ ࠭ ఏరओ ࡌ  న yݟ
సంఖङ ऒߖ޵ ࡏࠬ    తڵ ठంۨనߩओ సओ ࡱఖࡔ సࠪంతర ݡ షदంڴ సࠪంతర చࡏޔग జం ఈښछ షߤ ఇంట࡛ ࣊  दߵ
߷రڒ ࠹బܽद ھడन࡯ ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ छ޳ ޴ߝసࠪనం అ ړ0 ࣄ  छ޳ ࣄ న࣒࠳ ࡌ ఒక ప ࡌ ऱ࣒ छ޳  छ޳ ࣄ న࣒࠳ ࡌ  x yࡌ
సࠪనం పऱ࣒ ړ࡯డनھ ఒక ࠉ छ޳ ࣄ న࣒࠳   న࣒࠳ సࠪనం ړసࠪనం, 0 ړ0 ࡌ
छ޳ ࣄ छ޳ ࡌ పऱ࣒ ࣄ ࡌ छ޳  వङ ࡌ ڔ फకࡍంచబޔݡంھ 1 ࠑ ޴డन࠳ ࡯న࣒ ࠑ పऱ࣒ छ޳ సࠪనం ړ0 ࣄ   x yyc x ࡌ
छ޳ ࣄ న࣒࠳ छ޳ ࡌ छ޳ ࣄ న࣒࠳ ࡌ छ޳ ࣄ ࡌ छ޳ ࣄ ࡌ छ޳ ࣄ న࣒࠳ ࡯డनھ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ࡌ  x v ࡌ
छ޳ ࣄ న࣒࠳ छ޳ సࠪనం ړ0 ࡌ छ޳ ࣄ ࡌ వङ ࡌ ڔ फకࡍంచబޔݡం޴   ప ऱ࣒  x a y ړߖ޳ఒక ࠉ ࠑ ࣄ న࣒࠳ ࠑ 
సࠪనం ڒబܽद ఈ పంړ फࡹ ఇంట࡛ ࣊ ओߩఇ ࠉ ࠑ ࣄ న࣒࠳ ࠑ ࣄ న࣒࠳ दߵ ऒߖޑऴۨ ݡ  ۫డంݟ ఈ ڷࡱߕ x 
పంڕफలߘ ఇ࡮ۧ ࡮ ఇంట࡛ ࣊ गࡏޔసࠪంతర చ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟయంۯ दߵ జం ڒబܽद మ࠾ࡍ ఇ޴ అࡏࠬ ߖ 
కھߘం݄  సࠪంతర చࡏޔग జం మ࢑ ߖ޵ ࠾ࡍకࡌप गࡏޔసࠪంతర చ ޴ఇ ,࠼ఉంܼ ڴలంబం ࡱ జం, ߖ޵ 
࢑కࡌप కएࡅ ంబ࣒ࡌ ఈ ࠭࠲ ࠾ࡍంబ࣒ మࡌ ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ࡱ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  కھߘనవలࣄ 
ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఈ ۨऴతంࡹ ఇࡌ ࢑ంబ࣒ ࡅకए నऒࠚ࢑   శړ फ ࢑࢑ధ ࡌࢣल  వ࣋फ ఈ ࣄనవలھߘక ࡏࠬ బܽदڒ ࡱ
కएࡅ ంబ࣒ࡌ  ऴߦంతం ࡅకए లङࢡ࢙  ం మనࣆࡱޘ ڕ  సࠪనం ڒబܽद ࠴దట ఈ ఈ ࢑కర पం r hombus bd 
ఈ ߰డߘ࢓ కڝߘए ంڒ ݟబܽद  ړంద ړ ݋ࡐ సࠪనం పऱ࣒ छ޳  ప  ࡌ ऱ࣒ छ޳  తफం bdna ac bd 0࠴ ࡌ c v c v 
࣋ए छ ࢑కర ࡗమ ڴ࢑ధం ޻అ ࠑ ݡంࡓ ڴసࠪనం ޜ ࡛ प ړ సࠪనం ఒక పऱ࣒ छ޳  తफం c b ac c࠴ ࡌ c 
చޔరऴసంޜ కߕࣆ ߧ࡯ऒ  ޜ
లङࢡ࢙ ంబ࣒ࡌ ం ޳छ d 1 d 2 bd ac ݟంߘ అం݄ సగం ݟంߘ సࠪనం ړߖڴసࠪనం అం݄ స ړࣄ ݡంࡓ ࡌ
ए࣋ ݡంࡓ బܽद సగంڒ ړࡹ छ ङ࡮ࢡ࢙ మనం ڴ࢑ధం ఈ ړ ࡛ ऒߖ  కھߘనవ۪ऐ  తफం c࠴ ంబ࣒ࡌ ల܉ࠜ  
సࠬకరణం ఈ ࢑ధంڴ ఇవछ బݟం࡮ۧ ޴ ఆసړ फకర࠳న సమసङ ݡంࡓ ఈ ޴ఉంܿం ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ߩఖ߯ చదరࡔ 
పంڕफల߯ ఉనऒ फࣃ۫ మనం ߖఅ ࡱఖࡔ సࠪంతర ࡱफڕపం ݡంࡓ ఈ ߩ࢙  ࠭ ఎం޶కం݄ అࡅ ࢑కए  x 
కएࡅ ఖ సࠬకరణంࡔ రం ۫࣋फ޷ ఖలࡔ సࠪంతర ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ,࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࠾ࡍణకం మڷ  y 
ఇۨऐ న సࠬకరణం మధङ  చదర޷ ߩరం ࢙ߩ ߰డߘ࢓ ఇࣆफంڶ ޴త ܽ޳   ప ऱ࣒  ఒకܽړ సࠪనం మ࠾ࡍ sx y x
 ప ऱ࣒  కం݄ y޶సࠪనం ఎం ړన࣒ 2࠳ 
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ పంړ फ ࡱࡱ࢐ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼ అం݄ ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡓంݡ 
సࠪంతర ࡔఖల మధङ ऒߖࡌ޷   కھߘనړߖݞ పంڕफࡱ సࠪంతరంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనڕ సࠪంతర ࡔఖల 
మధङ   ࣆࡱޘ రం޷ 
చޔరऴసం ړంద ޳ ݋ࡐछ న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ݡంࡓ ࡌ  చޔరऴసం ڒబܽद ఇۨऐ న సࠬకరణంࡹ mod c c ba c 
ఒకܽ ࠳న࣒ వߤ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠪనం ڒబܽद ޷రం అ࠳ ޴ߝన࣒ ࠳న࣒ 1ړ c d c 2 c 1 mod c 2 c 
సࠪనం  ߩనࡌవృతం ޳छ రऴసం పऱ࣒ޔచ ࡌ  ࣋ए छ ప 2 ݭ࠵ ࡛ ऱ࣒ సࠪనం 1 ࣋ए ړ1  छ छ޳ ݋ࡐ ందړ ࡛ పऱ࣒ ࡌ  1v 
࣋ए छ ࡛ అం݄ 3 ޳ ݋ࡐछ బܽद ఇۨऐڒ ݡంࡓ ࡌ న సࠪంతర ࡔఖల మధङ కएࡅ రऴసంޔన చ࠳సࠪన ړߖࡌ޷ 
छ޳ ݋ࡐ అం݄  ࢓ల ߰డ܉ࠜ లङࢡ࢙ ߩబܽद చదరڒ ݡ࠮ ࡌ ం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అం݄ 3 ޳छ  d ࡌ
ए࣋ 2 ݋ࡐ छ ࡛ అం݄ 9 ޳छ ߖ࠿ ߩచదర 2 ࡌ ऱܿ ڒబܽद ఈ ࢑ధం2 ࠑ 9 ڴ చదరߖ࠿ ߩ ऱܿ ڒబܽद ఈ ࢑ధంڴs 
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చޔరऴసం ࡅకए ఖల߯ ఇۨऐࡔ సࠪంతర ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࡱ܉ࠜ  నߩओ నవ۪ऐھߘమనం క ݡ .
  మధङ ऒߖࡌ޷   కھߘనంࡓ ݟంݡ పంڕफల వదभ ࡓంݡ సࠪంతర ࡔఖࡱ చޔరऴసం ࢙ߩ ߰డߘ࢓ ఇࣃफ  ,࠼
అం݄ ࡓంࠉ ݡం࢓޶లߘ కࡔ ߮࡯ఖ ࡓంߕࣆ ݡऒ  మݡ࠮ ࠉ ࠾ࡍ ఒకߖߖ޳ అపసవङ ۪ ࡹశ޴  द݀  a 
ओߧޒ ऒߖހఖ సࠬకరࡔ ణంڝ లڶऴݟ ߘࣜ޴ప , ޙ  కھߘంܿం޴.
ऒߕࣆ ݡంࡓ ݞంڷ ࢓޶ంࠉ ఈ ࠭࠲ ࡹ ߤష܊߰ తफڜ   మݡ࠮ ࠉ ࠾ࡍ ఒకܽ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ࡔఖߘ 
࢙ ڡऱڒ ంܾ࠻ ओߧޒ ࡹశ޴ ܘ నߩओ ఈ 15 ࠭࠲ బܽदڒ ࡱࢲࢩఅవ ߘࣜ޴అం݄ ప ࡱڶऴݟ  ࡏࠪࣆ ࡹశ޴ ఈ ݡ
ओߩޒ ࡹలڶऴݟ ߘࣜ޴ప ࡮ఇ ߘ ߤࡷ .࠭ޑ
కएࡅ ఖࡔ బܽदڒ  बࣃ తफڜ  నం ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ ऴభమణం ఈ ࠉంࡍڷ ࢓޶ంۨ ࡓంߕࣆ ݡऒ  అం݄ ఇߕࣆ ޴ऒ  
ఖۨऐ ݋ం࠼ߦ ߗڒ ޶రࠪ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ࠭ޑڷࡏޒ ࡮మనం ఇ ݟంߘ తంޔࡏࠪ ڴం޴ a b 
అߩओ बࣃ తफڜ మనం ݡ నం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కࡔ ࡯ߕھߘఖ ࡅకए  x ޴फంࣆۯ ߘܼޓ ࡽڵం࠻ ޜఖ అࣾంࡔ 
 ࣆࡱޘ ڕమన ݞږ ߖందޔࢂࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఖࡔ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼޓ ߤܼ ఖࡔ బܽदڒ
కएࡅ ఖࡔ బܽदڒ ऒߕࣆ న࣒࠳ బܽद ఒకܽڒ ఒకܽ  ࡱ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ ࡱ࢐   y yx nus xݡ࠮ ࠑ 
 ޴సࠪనం, ఇ ړڶऴݟ 1045 ܼޓ ߤܼ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ܼޓ ߤܼ ޴సࠪనం, ఇ ڕܼޓ ޴ప ݡంࡓ న࣒࠳
ओߩసࠪనం, ఇ ړڶऴݟ 45 ܼޓ ړఈ పం ݡ फ 15 ݟऴޔڷࡏޒ ࡱڶంڒ ޴బܽद ࡅ ߤࡷకए बࣃ తफڜ  నం ࠻ంܼޓ ࡽڵ 
 ప ऱ࣒  పݟ ߘࣜ޴ऴڒ ࡱڶబܽद ڜతफ ࣃब  ఖࡔ , ړߖߕ
అపసవङ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࡹశ޴   ۪ द݀ ओߩనڵࡍޒ   అం݄ 45 x ڶऴݟ 15 ࠾ࡍన అࣾం మ࠳సࠪన ڕܼޓ ఆ߯ ,ݡ
పऱ࣒ ࡱڶऴݟ  బܽदڒ సࠪనం ڕలڶऴݟ 60 ࡱڶऴݟ 15 
बࣃ తफڜ నంࡅ ߤࡷ ࡹకए ړపం ޜ3 ݋ࡐ ࡱ࢐ బܽदڒ సࠪనం ړޓऴ ݋ࡐ ࡱڶऴݟ అర࢙ ޴సࠪనం ప ࡱ࢐  फ 
సࠬకరణం మ࠼ߦ ࠾ࡍంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞంߘ ޴ంߕࣆ ݟऒ ऒߕࣆ న࣒࠳ బܽदڒ   a y ړݡ࠮ ݋ࡐ 
సࠪనం ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद అ࠳ ݡ࠮ ݋ࡐ ޴ߝన࣒ ࠳న࣒ ࡓంݡ࠮ ݋ࡐ ݡ సࠪనం  x y x y 
ऒߕࣆ కएࡅ ఖࡔ ఈ ޴బܽद ఇڒ ړ  సࠬకరణం, ఇࡓ ޴ంߕࣆ ݡऒ  ,޴నࡍࠪ ࡱڶऴݟ ߘࣜ޴వదभ ప ݋ం࠼ߦ 
ఇߩओ క సమసङࡖమ ݡ  ఏࠫటం݄ , ऴࠜޒజం ࡅకए  ఇంڴऱం࣊ࠑ ݭక द࡛ కएࡅ   సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం, ߖ޵abc 
लࡌࢣ .࠼ఉంܼ ࡱ

మڒ ࠾ࡍబܽद ఈ ڝణం ࡅకए लࡌࢣ  ఇవछ ࡱ బݞन  a four three b zero zero c two three  ࠼
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ڝణం ࡅకए క࣊ࠑ  द࡛ కएࡅ   సࠬకరߖހऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ a 
छ޴ ఏ ߘ ݭ࠻ ࠙గ ڝణం అߖ కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఇ޴ ఇపओ  a.ࣆࡱޘ ښܽ
 ࠭ఖङ छ޼ ణڝ ݭ࠻ ޙࠉۮ ߖఅ ࡹజంࠜޒऴ ߕ޼फ ఏࣄన ఆ࠳ छ޳ ޙ࠼కం అऀߦ  సࠪనం abc ab d bd ړ ࡌ
ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ छ޴ ణڝ ऴపకటన ࡹజంࠜޒऴ ߕ޼బܽद ఏڒ फࣄన ఆ࠳ छ޳ ޙ࠼द࡛ అڒ࣊ छ޳ ࡌ ab dc bd ړ ࡌ
సࠪనం ఇ޴  ऴߦథࠫక అߦߘత ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ ఇపओ ࡏࠬ ࡌ ऐࡏߝ ࡹޒ10వ తరగ ښܽ నऒڕ  
ఖङ࠭ ࡮ۧ म޳ࣄ న࠳ ంతం ڒబܽद ఈ ߜڒझ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ दߵ నవ۪ऐھߘక ߖ ݋ం࠼ߦ మనం ఈ ࡌ  d

బܽद అం݄ 4 ࣋एڒ రం޷ అం݄ అం݄ ࠑ छ ࡛ ప ऱ࣒  3 ࣋ए छ ࡛ అం݄. so ab s ab ab 
 25 అం݄ 5.
 మ࠳ ڷࡱߕ ࠾ࡍన࣒ ݀ ࣊ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴ࠳ ޓన࣒ ݡ࠮ ࣋ए छ ࡛ ఈకछ ए࣋ ࣊ ܿ ܿ ࡽ छ ࡛ ఈకछ  ac ܿ ܿ ࡽ
ܿ ఈకछ ఈకछ ܿ ࡽ ఈకछ ܿ ࡽ ఈకछ ܿ ࡽ  dc dc ab by scbd by dc ab by ac ݡంࡓ ࠑ ޶ఐ ܿ ࡽ
घࡏ߷ ߤࣾ࣊ బܽदڒ ݡంࡓ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޶ఐ ޴ߖబܽद అతڒ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘ࡮ ओߩఇ ࡌ   మనం ఈ t ݡ
నవ۪ऐھߘక ߖ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ ࠉ ఈ ࡹ ߤࡷ బܽद ఈڒ  ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ఇ޴  ఇ޴ d d 5 2 
మ࠾ࡍ ఈ ڒ 3 2 ࣄబܽद ࠼ߦంࡓ ݋ంߕࣆ  ݡऒ  ప ऱ࣒  ఐߘ ޶ం5 ࠑ 2 ݟ ప ऱ࣒ ప 3 ړࡹ 5 ݟంߘ 3 2  ऱ࣒  0d ݟంߘ 2 
ప 5 ࠑ ऱ࣒  2 అం݄ 10 7 ࠑ మ࠾ࡍ ఇ7 ࠑ 15 ޴ మ࠾ࡍ మనం ఈ ࣊ࠑక द࡛ కएࡅ   సࠬకరߖހऒ  క࡯ߕھߘ 
మ࠾ࡍ ఈ ڴڷࡱߕ ఇవछ బݟంڒ ݡ࠮  ޴బܽद ऴపకటన ࡅకए  ऴపకటన సࠬకరణం ࡅకए  ऴపకటన a 
సࠬకరణం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࠳ 7 ࠑ 15 ݡ࠮న࣒ 3 ࠳ 7 ࠑ 10 ࠑన࣒ 4 ఇ޴ ऴపకటన ࡅకए  y y ࠾ࡍమ ࡱ࢐ 
ఇ࠳ ޴న࣒ ڒ ڷࡱߕబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  సరࢁకృతం ࣄۯనߩओ  బܽद x yڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ݡ࠮ న࣒࠳ ޴ఇ ݡ
 s 3 ࠑ 1 ڕబܽद మనڒ న࣒ 18࠳ అం݄ 8 ࠑ 6 ޴బܽद ఇڒ 7 ࠑ న࣒ 8࠳ ࠾ࡍమ 7 ࠑ న࣒ 6࠳ ࠾ࡍమ 7 ࠑ 6 21
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࠳ 3 ࠑ 1 ޴న࣒ 4 ڒబܽद 3 ࠳న࣒ 9 ړ సࠪనం  ࠳న࣒ 4 ఇ࠳ ޴న࣒ 3  ప ऱ࣒  5 x y x x y 
ऒߕࣆ కएࡅ ఖࡔ ࡏࠬ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ సࠪనం ړ క࣊ࠑ  द࡛ కएࡅ   సࠬకరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ  ఇߩओ  ޴ఇ ݡ
మࢁऱ ۧ࡮ మంۨ సమసङ  ht p ޙࢀࢗ ݞంڷ ఒకܽ ࢓޶ంࠉ  ࡔ ۃ࡯ 

 ఒక అࣾం a x q ۯంࠉంࠉޒऴప ݞంڷ ࢓޶ంࠉ ޓऴ ࢟ࠀ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࠉంࠉޒవదभ అࣾం ࠬద ऴప ࢓޶ంࠉ
కएࡅ ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ కھߘనంݟ, ఈ అࣾం అదभం వࡵ పࡍగށంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఈ ࡔఖߘ ఈ ړరߖހऒ  x 
ओߩనړޑ సంకలओ ݋ం࠼ߦ  ݡ ం ऴపࠉޒంࣆࠉफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠉంڷ ࢓޶ంޙࢀࢗ ݞ ఐݡ࠮ ޶ ఇ޴ a q q 
ఐݡ࠮ ޶ ఈ పࡌవర फన ړరߖހऒ  ऴపࠉޒంࠉంࡔ ۯ గࡍషद ڝణం ܼޓ అࣾంޜ ఈ ࠴తफం ڝణం 90 ݟऴڶ aq x- 
అޔ࢓ం޴ ఈ ࠴తफం ڝణం 90 ݟऴڒ ڶబܽद ఈ ړరణం ڒబܽद ڡࠪ ࡔझ  ap ap aq ڕܼޓ ߤܼ ࡱ࢐ ࡱ࢐ బܽदڒ 
సࠪనం ఇߩओ  ణం ap pi x ap piڝ షदࡍफ, ఆ߯ గ࣋ۯ ܼޓ ࡽڵం࠻ ޴ఇ ޜఅࣾం ܼޓ న࣒࠳ ణంڝ షदࡍగ ݡ
కएࡅ బܽदڒ ޴ఉంܿం ޜఅࣾం ܼޓ న࣒࠳  x ap ࡱ࢐ 

ङږ ఒక ࡱ࢐ ߖ޵ బܽदڒ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ అం݄ ܼޓ న࣒࠳ బܽद 10ڒ సࠪనం ڕܼޓ న࣒࠳ ࠗ 10 pi pi 
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మ࠾ࡍ ఈ ࡅ ࡱ࢐కए కएࡅ ࠾ࡍమ ܼޓ ߤܼ ࡱ࢐   AP aq f aq ڕబܽद మనڒ ,ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ ࡱ࢐ 
కएࡅ  ap es 3 phi a 1 ࠑ న࣒ 0࠳ న࣒ 2࠳ న࣒࠳ న࣒ 0࠳  ం۪ۨࣇ  ޴సࠪనం ఇ ޜࡱ࢐ న࣒࠳ ࡱ࢐ 
 సࠪనం a a a 3a ړన࣒ 10࠳ న࣒࠳ 3 ޴फంࣆۨࣇ ޴న࣒ ఇ࠳ న࣒ 2 5࠳ న࣒࠳ 1 3 ޴फంࣆۨࣇ ޴న࣒ ఇ࠳
 ప ऱ࣒  బܽद 2a 5a a aڒ సࠪనం ړݡ࠮సࠪనం అం݄ పద ړ޶ఐ ړݡ࠮న࣒ పద࠳  సࠪనం ړ న࣒࠳ 
పదړݡ࠮ ఐړ޶ సࠪనం ڒబܽद అం݄ పదړݡ࠮ ఐړ޶ సࠪనం ڒబܽद అవసర࠳న ࠼ߦం݋ a aa 0 
అం݄ పదߘ ݡ࠮ంݟ ఐߕࣆ ޶ऒ  ړ

అࣾం ࠬద అంతߖ࠻ࡌऒ  కޒफࡍంۯ సరళ ࡔఖ సࠬకరߖހऒ  కھߘనంݟ, ఇ޴ ఒక కం݄ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ఎڕए వ x y 
అࣾం మ࠮ ࠾ࡍలం ߘం޷ ݋ߖ࠿ ݟరంࡹ ఉంڒ ޴బܽद ఈ ߤࡷ కటद࡛  ఇۨऐ న సమసङ  అࣾం߯ yx 
అంతߖ࠻ࡌऒ  తڵ ठࣆफం޴, ఇ޴ అࣾం కం݄ ࡓంݟంతࡱ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ߤࡷ క࣋ۯ ݋फ ఇంట࡛ ࣊  द y xߵ
ఇంట࡛ ࣊ ࣊ ఆ߯ ఇంట࡛ ,ࣄۯ ݋క ڴݡంࡓ ߘ दߵ కएࡅ ఖࡔ ఈ ݟంߘ లం࠮  ࠾ࡍమ ߘ दߵ  రం ఒకܽ y a޷ 
ऒߕࣆ ఒక ݡంࡓ ఒక అం݄ ޴బܽद ఇڒ  అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  ఇ޴ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद పంړ फ a b 
కएࡅ  సࠬకరణం ޳छ ప  ݡంࡓ ࡌ ऱ࣒  ఒకޜߖ޳ సࠪనంڴ అంతߖ࠻ࡌऒ  2 మ࠾ࡍ  x a y x yy 
ఇంట࡛ ࣊ ప  ޴బܽद ఇڒ दߵ ऱ࣒   వదभڕ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ ఇࡔ ޴ఖ ࡅకए  ऴపశऒ రం a x 2 y 2ڒరం ऴప޷  x
 ప ऱ࣒ పओۮ ߖరం అ޷ ఒక ڕఖࡔ ݟంߘ లం࠮ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړన࣒ 2 0࠳ 2  ంݟ i a 
ఒక ڒ ݋ߖ࠿బܽद ߕࣆऒ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݟంߘ 2  छ޳ ݋ࡐ ړࡹ న࣒ 2࠳  ంద పऱ࣒ړ ߩచదర 1 ࡌ  2 ࣋ए छ  a s ړ1  ࡛
సࠪనం ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓం݋ࡐ ࠑ ݡ ఐ޶ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇࡓ ޴ం޳ ݡछ పऱ࣒ ޶ఐ ݋ࡐ ࡌ  న࣒a a࠳ 
వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ࡓంݡ  ప ऱ࣒ బܽद  పڒ సࠪనం ړ޶ఐ ݋ࡐ న࣒࠳  ऱ࣒  బܽद  a aڒ ݡంࡓ ࠑ ޶ఐ ݋ࡐ న࣒࠳ 
కएࡅ ఖࡔ  సࠬకరణం అవసరం ڒబܽद పంړ फ ࡅకए  సࠬకరణం 

 ప ऱ࣒  సࠪనం అం݄  ప ऱ࣒  సࠪనం పऱ࣒ సࠪనం  ప ړ2 ࠑ 5 ݋ࡐ న࣒ 2 అం݄࠳  ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  x 2y 2a x 2y x i 
ऒߕࣆ ޶ఐ ݋ࡐ న࣒࠳ సమసङ ࡮ۧ ڒఇం ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ऒߕఉ ࡱ  ࠭࠲ బܽदڒ ࠾ࡍమ ࠼
సమసङ షएࡍప ߘ फࣃࡍ ࠭ సࡏࠬ ࡔ త޶పࡍ ࣊షࡹ ߤ త޶పࡍ అంߖࢡऒ  చࡍऐ फࣃ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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