
 ఓښ ऴ߾ంݭझ  ఈ ܌ࡗ మనం ߖڜऒ  ఇతర సమసङ ల ࡍڷంۨ సరళ ࡔఖల߯ చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ ఇపओ ࠭࠲ ,࠭  ښܽ
࢑࢑ధ ߜڒझ ऐࡍచ ࡹఖࡔ సరళ ߘद లߵ ంۧ࠭, ఇߩओ ऒߖڜ ݡ  ఇతర సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ దܽ సమసङ࠴ బܽदڒ ࠭
चࢇࢗ ݞంڷ న࣒࠳ ݋ం࠼ߦ ऒߖހఖ సࠬకరࡔ   కھߘనడం.
  4 3 మ࠾ࡍ అࣾం మధङ  అడनڵంచబݟన ࡔఖ ࡅకए  ࠙గం ఈ ࠉం޳ ࢓޶छ షओߖ ݡ࠮ ݟంߘ ޶ఐ ࡌ  ࡹफޒ
అంతర ठతం࢑ ڴభ܊ంచబݟంڒ ޴బܽद ఇకए డ మనڕ ఈ సమసङ కएࡅ  మघࠒ   ఉం޴, 
ఈ ࠼ߦంڷ ݋ంޔࢂࢗ ݞనऒ  ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  మనం క࠳ ࡯ߕھߘన࣒ ݡ࠮ ڷࡱߕ ab p  
మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ߖ ఐߖ ޶షओ  p ab b ݋ం࠼ߦ మనం ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ޴फంࣆڵ࠙ ڴݡ࠮ ࡹफޒ
మࡏ߷ ߤࣾ࣊ ߖ ࠾ࡍघ ంܼ࠭, aھߘంۨ కڵࡆఉప ࡮
ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ߖ అంతర ठతం࣋ڵ࠙ ڴफ ࠳న࣒ ړ 3 ڷࡱߕ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ.p ab
 ఒక ప ऱ࣒ ప 5 ࠑ 0 ړࡹ 5  ऱ࣒  ऴڒ ޓబܽद ఇࠑ ݡ࠮ ޴ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ఇ࠳ ݡ࠮ ޴న࣒ 32 ړ సࠪనం అߖ a a 
పऱ࣒ ࠉ ݟంߘ 5 ݟంߘ  ఈ 3 సࠪనం 3 ࠑ న࣒ 32࠳ అం݄ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ప 5 ࠑ 0 ݟంߘ 3  ऱ࣒  a ޴బܽद ఇڒ 3 
ఐߖࠉ ޶ ఇర࢙ ړڷࡱߕ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴, అం݄ ࠉ అం݄ ఇర࢙ ࠑ ڷࡱߕ 
ఐړ޶ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޳ࡶ ޴ మనం ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ ڝఆࡍ नߘ ݋ߝ ߰ం࠭ޑ޶ మڒ ࠾ࡍబܽद a b 

కएࡅ  సమనछ  సࠪనం.a a b 0 24 ړ5 ࠑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 0 3 ࠑ న࣒ 32࠳ సࠪనం ړߖ࠻
న࣒ ࠭߯ओ࠳ ఖ సࠬకరణంࡔ బܽदڒ  పऱ࣒ ݡ࠮ ࠑ ݡంࡓ   ఇర࢙ ࠑ ڷࡱߕ ఐ޶ ఒకܽړ సࠪనం ڒబܽद abx y 
ఇ࠳ ࠑ ݡ࠮ ޴న࣒ ࠭߯ओ పऱ࣒ ݡంࡓ   సࠪనం అం݄ x y ڷࡱߕ ఇర࢙ ࠑ ࢟ࠀ 
ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ޳ࡶ ݟంڝࣆޓ ݡ  lcm x y ߖఅ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޓऴ ࠑ ޶న࣒ ఐ࠳ ࡛ࠂ ࠑ ݡ࠮ 
ऴ࢐యవ۪ऐ घࠫޛ ޴బܽद ఇڒ  छ޳ న࣒ ఇర࢙࠳ ޴ ऒߜప ړన࣒ 8࠳  ޴फంࣆۨࣇ ࡌ ంݡ సࠪనం ఇ9 ޴ x y x 
న࣒ ఇర࢙  ప࠳ 9 ޴फంࣆۨࣇ ޴న࣒ 96 ఇ࠳ న࣒ 20 సࠪనం࠳ ऱ࣒ ऒߕࣆ ࡏంࠢ ఆޛ   y x y ޴ߝసࠪనం అ ړ
కएࡅ ఖࡔ  అవసర࠳న సࠬకరణం ڒబܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం ڷంࢇࢗ ݞच నవ۪ऐھߘక ߘఖࡔ ࣋ۯ ޳ࡶ   
ఇంట࡛ ࣊ ࣊ द ఇంట࡛ߵ ࣊ ఇంట࡛ ࠾ࡍद మߵ ఇవछ ݋ం࠼ߦ ంతڜ  హ࢑ ߤࡷ ఈ ࠾ࡍद మߵ బݟనߩओ  x y ,ݡ
घࡏ߷ ߤࣾ࣊ ࠭࠲ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘ࡮  మ࠾ࡍ పంړ फ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ , ఇߩओ  ڕమన ݡ
మࡖక సమసङ  ఉం޴, అం݄ ࡅకए ړసం పంڝ ߖ޵ ,ݟనంھߘక ߘవలࡱ࢑  फ ࠳న࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ڷࡱߕk k x 
ప  ߩన࣒ చదర࠳ ऱ࣒  ࣋ए छ ప  ݡన࣒ ఏ࠳ ࡛ ऱ࣒  ఆߕࣆ ࡏऒ  ండవ k y k k xࡓ దట అࣾం࠴ సࠪనం ړ
సࠪంతర ࡓంݡ అࣾం మ࠮ ࠾ࡍడవ ࡔఖ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉనऒ ओߩ  y x޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ లం࠮ ݡ
అం݄ 

అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ x 
కएࡅ ओߩఇ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړన࣒ 3࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړణకం 0ڷ   x k k ߖసࠪనం అ ݡ

ऴపశऒ ޴फంࣆۨࣇ కएࡅ  ړకం݄ పం޶సࠪనం, ఎం ړణకం 0ڷ  फ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉనऒ ओߩ  x y x ݡ
ऒߕࣆ ओߩసࠪనం  ఇ ڕ޶ణకం ఎంڷ బܽदڒ ࡱ࢐ న࠳సࠪన ړ  x ݡ
ऒߕࣆ  అం݄ y y ڴసࠪంతరం ړߖఅం݄ ఏࠫܽ అం݄ అࣿ ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ړ
అనంړߖޑ సࠪన࠳న ఆ ࡔఖ ࡅకए రछߖ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡱ࢐  ۨంచࡶదۮ ߖపओ వ۪ऐ  అం݄ ࡅకए  ణకం yڷ 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ణకంڷ బܽद ఈڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ ऒߕࣆ బܽदڒ సࠪనం ړ  న im  plies y࠳సࠪన ړ
ऒߕࣆ ణకం అం݄ڷ న࣒ ࣋ए࠳ ڷࡱߕ న࠳సࠪన ړ छ ࡛ అం݄ ߕࣆऒ  న࣒ k k࠳ ڷࡱߕ న࠳సࠪన ړ
࣋ए छ న ࣋ए࠳సࠪన ړڷࡱߕ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ ࡛ छ థ࡛ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ߝఅ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ ࡛ न k k 
.޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕల ࣒ߦ
ړపం ߕ޼ఏ ޳ࡶ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ లం࠮   फ ࠮లం ڷంޔࢂࢗ ݞం޳ అం݄ పంړ फ ఇ࡮ ఉం࡯ݞ అం݄ ߖ޳ 

నऒڕࣆޓ ࡏࠬ సࠪనం అం݄ ړ0 ओߩ ప  ݡ ऱ࣒ ړబܽद పంڒ సࠪనం ړ  फ ࠮లం ڷంޙࢀࢗ ݞ c y mx c
ऒߕࣆ సࠪనం అం݄ ࣋ए ړఅం݄ 0 ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ छ న࣒ 7  ప࠳ ࡛ ऱ࣒  6 ఈకछ  c c k k k ޴ఇ 0 ܿ ࡽ

࣋ए छ న࣒  ప࠳ ࡏన࣒ ఆ࠳ ࡛ ऱ࣒  ఆߕࣆ ࡏऒ  k k k ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ 6 సࠪనం 0 అ࠳ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ 6  ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ అ࠳ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ޴బܽद ఇڒ  k k k ړࡏఆ ޳ࡶ అం݄ ఒకܽ ޴సࠪనం ఇ ړ
సࠪనం ڒబܽद ఈ ࡓంࡱ࢑ ݡవ ࡔఖ ࠮లం ڷంޜࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం ࢑࢑ధ ࣄबߖޒ 
చࡍऐ ంచవ۪ऐ  ఇߩओ క సమసङࡖమ ڕమన ݡ  ఉం޴, అ޴ సమ޴छ छ޴సమ ࣗࠈ కएࡅ లࣗࠈ  ఒక ࢙ߩ 
సࠬకరߖހऒ  కھߘనడం లంబڝణ ऴࠜޒజం ऴࠜޒజం ݡ࠮  పऱ࣒ छ޳ ࡛ࠂ ڷࡱߕ  ఇవछ ࡌ బݟన s x y 
ङߙ݃߱ࣝ ࣒ మߙ݃߱ࣝ ࠾ࡍङ కएࡅ ࣒  వङ రࢣ కࡔޒ लం ࡓంࡓ ݡంڒ ݡబܽद మనం ఈ ࠜజంࡹ ఒకߖ޳ 
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఏࠫ ఇవछ బݟం޾ మనం ࣝ߱݃ߙङ ࣒ మ࠾ࡍ 
ࡍఆڝ ߖ޳ नࡅ ݋ߝకए  సࠬకరߖހऒ  ఇ ऐۧ ࠭  వङ लࡌࢣ కࡔޒ ݟڕ కం݄޶ఎం ޴फంࣆۯ ࡱڶऴݟ 45 ߩ࢙ ࠾ࡍమ ࡱ
మ࠾ࡍ లంబ ڝణం ڒబܽद ఇࡅ ޴కए కएࡅ ࡱ࢐ లڶऴݟ 45   ab ab ڕࡱ࢐ ڷࡱߕ ݟంߘ ޓన࣒ ऴ࠳ 
సࠪనం ࡅకए ओߩసࠪనం ఇ ڕࡱ࢐ ڷࡱߕ ޓన࣒ ऴ࠳  ab m ࠾ࡍమ ߤࡷ ఈ ࡱ࢐ సࠪనం ړ ݡ AC ac ab
గࡍషद ڝణం 45 ݟऴڒ ࡱڶబܽद ప޴ నలࠢ ఐݟ ޶ऴ࠳ ࡱڶన࣒ వ1 ߤ ప ऱ࣒  mod m m mm 

పऱ࣒ ߤవ ࠑ ࡛ࠂ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ బܽद మనం 1ڒ సࠪనం ړ ࡛ࠂ ࠑ ޓన࣒ ऴ࠳  1 m m 
న࣒ పऱ࣒࠳ ࠬ యగల࠭ ఒకܽ 4ۯ బܽद ఒకܽ 4 ࠬ పऱ࣒ڒ भ޶ర ࡛ࠂ ࠑ ࠬ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡛ࠂ ࠑ 3   3 మ4 ࠾ࡍ 
పऱ࣒ ࠬ  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړࠬ  న࣒࠳ పऱ࣒ ࠬ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡛ࠂ ࠑ   3 ޴క ఇߘసࠪనం  ఒకܽ క ړ న࣒࠳  4 3
పऱ࣒ ࠬ ڷࡱߕ ޳ࡶ ࠬ ݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݡ࠮ ڕࠪ  ޴फంࣆۨࣇ ߖ ڷࡱߕ న࣒ m pl࠳ ݡ࠮ 
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పऱ࣒ ڷࡱߕ  సࠪనం ޜࠬ ݡ࠮ 
 m m ࠬ ޳ࡶ ݡఅం݄ ఏ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړݡన࣒ ఏ࠳ ޴ߝఅ ޳ࡶ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࠬ ݡఏ ޴బܽद ఇڒ
ఒకܽړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం࠳ ޴న࣒ ఏړݡ సࠪనం మనࡓ ڕంݡ సࠬకరࡱހ ఈ ࠉంڷ ࢓޶ంݞ 
ऒߕޔࢂࢗ ఉనऒ ޜࡱ࢐ బܽदڒ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠼  పంړ फ సࠬకరణం ఒకܽ ఏ࠳ ݡన࣒ 2 సࠪనం 1 7 ࠑ c m y x
ప  ݡన࣒ ఏ࠳ బܽदڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ 14 సࠪనం అ࠳ 7 ޴బܽद ఇڒ న࣒ 2࠳ ऱ࣒  y x x y 
పߜऒ ంݡ మࢁऱ ߕࣆऒ  ړ
సࠪనం ࠳ ࡱ࢐న࣒ ఏړݡ సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 7 ࠳న࣒ 2 m y x 
ప  ݡన࣒ ఏ࠳ న࣒ 2࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړ ऱ࣒  ప޳ऒ ప  ݡఏ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړڷࡱ ऱ࣒  మ࠾ࡍ y x x y 
ऒߕࣆ ࡏన࣒ పదࣔ࠳ కएࡅ ఖࡔ ߝఅ ࠾ࡍమ ڕమన బܽद ఇ࢑ڒ సࠪనం ړ  ఒక ac ab , ࡱހసࠬకర ݡంࡓ 
చޔరऴసం ࡅకए  ఒక ࢑కర पం ࡔఖ ࢗంట ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ పߕࣆ ߘࣜ޴ऒ రࢣ ߖ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ लంࡹ x y 
ఒకܽ ఒకܽ ࡓంݡ వదभ ఉం޴, ఆ߯ ࣃए छ కएࡅ  ऒߖހల సࠬకర܉ࠜ   కھߘనంݟ ఈ ࡌࢣल ऒߖ  మࢁऱ ߕޔܿ޳ऒ ࠭
బܽद ఈ సమసङڒ ऐࡍమనం చ ݞږ  ం۪ڕనऒ  సమసङ బܽद ఇకएڒ ޴ఉం ߝڴ࡮  డ ఈ పంړ फړ ఇ޴ వङ రࢣ కࡔޒ लం 

ఉనऒ ޜ ङߙ݃߱ࣝ  ࣒ అߖ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद మనం ఈ సమసङ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం ڒబܽद ࢑కర प ߘࡱ࢐ a
ఎړ޴ࠫߖ పڕߘࣜ޴ సࠪనం ޳۫ ࣄۯभ ం.

కం݄  ab m޶ఎం ,ࡱڶऴݟ ޶నలࠢ ఐ ޴ప ޴ఇ ڕ޶ఎం ࡱڶऴݟ ޶నలࠢ ఐ ޴బܽद పڒ సࠪనం ޜ ࡱ࢐ ߩ࢙
చޔరऴసంߖࡹ ऴపڝ ޒణం ޛంࠢ ݟऴࡱڶ మ࢑ ࠾ࡍకర पం ڝణ ޴छ ࣊క द࡛  అڒ ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖబܽद ఇݟ 45 ޴ऴڒ ڶబܽद

ప  ࠑ   సࠪనం ړ న࣒࠳ ऱࢁమ ڶऴݟ  ऱ࣒   ఇ޴  అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 1045 mod m m 1 1 mm 1 m1 1 m 
ఎߘ ޴ࠫߖంݟ పߘࣜ޴ ఒకܽ పऱ࣒  m ߖసࠪనం అ ڕ ݭ࠵ తफం࠴ ߘࣜ޴ప ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ 
పऱ࣒ ߘࣜ޴ప ݟంߘ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ߘࣜ޴ఒకܽ ప ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ  ఐ݃ڕ ࠹ సࠪనం అߖ m 
పऱ࣒ ߘࣜ޴ప ݟంߘ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ࠬ ߘࣜ޴బܽद పڒ ޴फంࣆۨࣇ  ఎ޴ࠫߖ ࠬ పऱ࣒  బܽदڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ 
ఇ࠳ ࠬ 15 ޴న࣒ 8 సࠪనం 15 ప ऱ࣒  mr 15 ߖఅ ࠬ 7 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړࠬ న࣒ 8࠳ న࣒ 15࠳ న࣒ 8࠳ ࠬ 8 
 ࠬ ݡ࠮ ఇర࢙ ޳ࡶ సࠪనం  3 ړ2 ޴फంࣆۨࣇ
 సࠪనం.m m ݡ࠮ ఇర࢙ ࠑ ݡన࣒ ఏ࠳ ޴ߝఅ ޳ࡶ ݡఏ ࠑ ݡ࠮ బܽद అం݄ ఇర࢙ڒ సࠪనం ړݡన࣒ ఏ࠳
 ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓం޳ ݡछ  న࣒ 14 23 y x y x࠳ 7 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ ݡఏ ࠑ ݡ࠮ ఇర࢙ ࡌ
घࠫޛ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݡన࣒ ఏ࠳ ݡ࠮ బܽद ఇర࢙ڒ సࠪనం ړన࣒ 23࠳ ऒߕࣆ ޴  ऱ x yࢁసࠪనం మ ړ
 m y ޙࢀࢗ  ݞంڷ ݡంࡓ ఒకܽ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ఇర࢙ ݟంߘ ݡన࣒ ఏ࠳ సࠬకరణం సࠪనం ߩ࢙ ޜࡱ࢐
छ޳ ݡన࣒ ఏ࠳ సࠪనం ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒  ప࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ఇర࢙ ࡌ ऱ࣒  సࠪనంx 7x ړ7 

 23y ߘన࣒ 46࠳
.޴फంࣆۨࣇ
 ఇ7 ޴  ప ऱ࣒  ऴపకటన x y ab ࠾ࡍమ ݭ࣌ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ సࠪనం ړ0  ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ 53࠳ 23 
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  ఇߩओ క సమసङࡖమ ݡ నవ۪ऐھߘక ߘ  మ࠾ࡍ ఇ࡮ۧ ޴ ఆసړ फకర࠳న సమసङ  ఏࠫటం݄
పంړ फړ సంబం߅ంۨ ࠼ߦం݋ ऴޓ ఎࠫߖదవ ࡔఖڕ సంబం߅ంۨ  ప ऱ࣒  ऴޓ ۨऴߖޑऒ  కھߘనంࡅ ݟకए  x y 
࢑ࠪనం అదभం సࠬకరణం  పంړ फ  ప ऱ࣒ ړఈ పం ݡ࠮  फړ సࠪనం ఈ పంړ फߖ మనం అదभం అߖ అڕߘంܼ࠭ x y 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ఈ ࠼ߦంݡ࠮ ݋ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం ఇవछ బݟం޴ , ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  ఇߖ ܘ࠲ p 
క࡯ߕھߘ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए  ۨऴతం ఆ࡮औ  అۮ ߖపओ ంܼࠊ ݟ మ࠾ࡍ ఈ ఈ ࡔఖߘ వదभ p p 3 8 q pq n 
కࣆࡱफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠉం޳ߦ ߘ ࢓޶ల లంబంࣃࡱߧ ڴफ బܽद మనం ఈ సమసङڒ ࠭ ठࡌࠪ ࢑࢑ధ ߘ ऱࡹ  n 
పࡍషए  ంచగల࠭ࡍ
, అޙ࠼ ఈ ࠉంߘ࢓޶ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद n 

కएࡅ ࡱ࢐ ఇవछ ࡱ࢐  బݟన ࡔఖ ࠳న࣒ అߖ అర बం  ࠳న࣒ ࠳న࣒ వࠑ ߤ ऴړޓ సࠪనం అ࠼న ࡅకए  l pq 
కएࡅ ఖࡔ వంܽ లంబ ݀ ݟంߘ ߤకం݄ వ޶సࠪనం, ఎం ړݡ࠮  ࡱ࢐  సࠪనం m m ړన࣒ ఒకܽ࠳ ࡱ࢐ 
కएࡅ ఖࡔ బܽद లంబڒ .ࣆࡱޘ ڕమన ߖఉంܿంద ڴలంږޒऴప ࡱ࢐ 
 పరసओ రం ఇߩओ ړఈ పం ڕమన ݡ फ ݡ࠮ ࡱ࢐ మݡ࠮ ࠾ࡍ ఎڷ ޴ࠫߖంޔࢂࢗ ݞనऒ  pq ݡంࡓ 
సࠪۧరం ఉంڒ ޴బܽद పంړ फ ࡅకए  సࠬకరణం ݡ࠮ ࡱ࢐ మڷ ݡ࠮ ࠾ࡍంݞ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ pq p y 
ఎ࠳ ݡ࠮ ޴ࠫߖన࣒ ڒ ݡ࠮బܽद ݡ࠮ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ ߕࣆऒ x x minu  sy x ݡ࠮ సࠪనం ړ
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒࠳ పओۮ ߖఅ ޴దܽ࠴ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ంݟ మ࠾ࡍ పంړ फ మݡ࠮ ࠾ࡍ y x y 
కएࡅ  సࠬకరణం ఏړݡ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఏ࠳ ݡన࣒ ڕ సࠪనం ݋ߩ ݡ࠮ ఏ࠳ ݡన࣒ ڕ x y x 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ ఒకڒ ݡ࠮ ࡹߖ޳బܽद ߘ ݡ࠮ంݟ ఏ࠳ ݡన࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࠳న࣒ y y y 
ఒకܽ ߕࣆऒ घࠫޛ న࣒࠳ ఇర࢙ ఒకܽ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒࠳ ޴  బܽद y yڒ సࠪనం ړ
ప  ޴న࣒ ప࠳ ऱ࣒  ఇర࢙ ߕࣆऒ  న࣒ y y x y 7࠳ న࣒ 3࠳ సࠪనం  సࠪనం 7 ړݡంࡓ సࠪనం అం݄ అం݄ ړ
ఉనऒ ڴబܽद లంబంڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡏన࣒ ఆ࠳ ݡఅం݄ ఏ 2 ݟంߘ 3 కएࡅ  ల సమనछ޳ߦ  యం ఒకܽ n 
ఉనऒ ڴబܽद లంబంڒ ݡంࡓ  ఈ ߦదం ࡅకए ࡍఆڝ  न݋ߝ ఒకܽ ࡓంݡ ఇߩओ మధङ ړ ఈ ఈ ݡ n pq ࢓޶ంࠉ  pq 
కएࡅ  ఏߕ޼ మధङ औ࡮ఆ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴అం݄ ఇ ࢓޶ంࠉ   p qq p 3 8݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ܼࠊ 

ఇࡅ ޴కए  మధङ  n 1 2 pq n ޴ߝబܽद అڒ ࢓޶ంࠉ 
కएࡅ  మధङ औ࡮బܽद ఆڒ ࢓޶ంࠉ   ప ऱ࣒  ऴࠑ ޓ ݀ సࠪనం  ఒకړߖ޳ ఇ޴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ऴࣆۨࣇ ߖޓफం޴ pq 
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औ࡮సࠪనం అం݄ ఆ ړݡంࡓ పऱ࣒ ܼࠊ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤన࣒ వ࠳   ఎࡓ ݀ ࠑ ݋࠼ంړݡ సࠪనం అం݄ 
పऱ࣒ ܼࠊ  ఎ޴ࠫߖ 
 p ݋ం࠼ߦ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ࠂ న࣒࠳ ߘܼࠊ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړڷࡱߕ
ړంۨ ۨऴతం  ఒక పం߅సంబం ړ޴ࠫߖఎ ݡ࠮ फ  ప ऱ࣒  x y q ڷࡱߕ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ సࠪనం ړݡఏ ݡ࠮ 
మࡖక ࢑ధం࠭࠲ ڴ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए  ۨऴߖޑऒ నవ۪ऐھߘక ݞږ   ఈ pq 
ఈ ࡔఖ మధङ औ࡮బܽद ఆڒ ޴फంࣆࡱవదभ క ࢓޶ంࠉ   మܼࠊ ࠾ࡍ పరంڴ ఈ ࡱ࢑వߘ కߖھߘ ఉంచంݟ  ఈ n 
సࠬకరణంࡹ ఆ ࡱ࢑వ ఆ࡮औ  మࡱ࢑ ܼࠊ ࠾ࡍవߘ ߰ంޔ޶ం޴, ఒక࢘ళ ڝఆࡍ न݋ߝ అࣾంޜ ఒక ࡔఖޜ 
ఏరओ లङࢡ࢙ జంࠜޒన ऴݟ ం 54 3 ݋ࡐ చదర݋ߖ࠿ ߩ మ࠮ ࠾ࡍలం ߘంࡔ ݟఖڕ లంబం࣋ڶ ڴफ, ఇߩओ  ݡ
మࡖక సమసङ  అࣾంݟ 60 ޜऴࡔ ࡱڶఖ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనంݟ, ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  మనం x 
క࡯ߕھߘ ఈ అࣾంޜ అడनڵంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అࣾం ఇ޴ మ࠾ࡍ అޔࠋۮ ߖం޴ మ࠾ࡍ ab ab x y a b 
ఈ ࡔఖ ఒక ߖހڝऒ  ఏరओ కएࡅ జంࠜޒఈ ऴ  ࠾ࡍమ ޴ంޔࠋۮ ߖలం అ࠮ ޴ఇ ,޴फంࣆࡏ లङࢡ࢙  ంOab oab 
ఇవछ ڴݡ࠮ ల࡮࠮ ڷࡱߕ ࠢ࠻ బݟం޴ , ऴࠜޒజం ࡅకए లङࢡ࢙  ం ࡮࠮ ڷࡱߕ ࠢ࠻ల oab 
కएࡅ ఖࡔ , సࠪనం ڕݡ࠮  సࠬకరణం ޳छ ఒక ప ࡌ ऱ࣒ కएࡅ బܽद ఈڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࠉ ࠑ   x y a 
ࡍఆڝ नߕࣆ ݋ߝऒ  మ࠾ࡍ  ఈ ࡅకए ࡍఆڝ  नߕࣆ ݋ߝऒ  ఇߩओ  b b ߖ޵ ,޴సࠪۧరం ఉం ݡంࡓ ڕమన ݡ
औ࡮ఆ ޜఅࣾం ࡱڶऴݟ ణం 60ڝ షदࡍగ ڴలంబం ݟంߘ లం࠮  ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ పంړ फ x 
సࠬకరߖހऒ औ࡮ఆ ࡹపంࡐ రణ߄ࣃ   ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ࡹ  औ࡮ఆ ߤ࣌ న࠳సࠪన ړ   అ޴ߝ x cos y pp
పओۮ ߖరం అ޷ ڕఖࡔ ఈ ݟంߘ లం࠮ ࡏࠬ ޳ࡶ ࢓డ߰ ݦఉం ڴలంబం ݟంߘ లం࠮ వ۪ऐ  x ޴బܽद ఇڒ 
ప ڶऴݟ 60 ࣒ڒ ऱ࣒ y p 2 ࠑ 1 ߖ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖڶऴݟ న అర࢙࠳సࠪన ړ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖڶऴݟ అర࢙ ߤ࣌  x
 ప ऱ࣒ छ޳ 3 ݋ࡐ ߖ  छ޳ ޴సࠪనం ఇ ړ 2  ޴फంࣆۨࣇ ࡌ ప  ݡంࡓ ࡌ ऱ࣒ छ޳  छ޳ ݡంࡓ ࡌ y ݋ࡐ ࡌ p x p y p 
छ޳ ݡ࠮ ऐ࡯߱ ߖߖ޳బܽद ఒకڒ ޴ండవࡓ ޴సࠪనం ఇ ړߖ޳ఒక ࡌ నߩओ లऐ߱ࡍస ݡ ంݟ మࡓ ࠾ࡍంޜ ݡ p
సࠪనం ࡓంݡ మޜ ࠾ࡍ సࠪనం ࡓంݡ మޜ ࠾ࡍ సࠪనం ݡ࠮ ݋ࡐ ఇవछ బݟన ऴߦంతం p b p b
ऴࠜޒజం ړ సࠪనం  ఐ߹द ݋ࡐ ࡛ࠂ ऴޓ ࣋ए छ ङࣔ ݋ࡕ బܽदڒ ݋ߖ࠿ ࡛ ం࠻ ݭంࡽڵ ऴట࠻ంړ ࡽڵ oab f
సగ࠙గం ݋ࣝ ړ ࣒ࠐ  అంݭ స ࠆ ఆࠉ ࠆ ఎ ܿ ࠉ ఈకछ 3 ߧ  ݟంߘ ߧ  సగం ޴బܽद ఇڒ  ݋ࡐ ڷࡱߕ ࠢ࠻ ڴ ࡽ 2 2
52 3.ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖసࠪనం అ ړ ݋ࡐ  ݋ࡐ ࠑ
నర޵ 3  बం ࡓ ڷࡱߕంݡ ࣋ए छ ࡛ न 54 ߘంړ3 ݟ సࠪనం అం݄ ࣋ए छ  p p p ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ81 ࡛

అ޴ߝ పऱ࣒ న࣒ 9 ప࠳  ऱ࣒ న࣒ 9 ऴపశऒ࠳  ओߩబܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕ  సం మనంpڝ ఈ సࠬకరణం ݡ
ऒߖހఖ సࠬకరࡔ  క࡯ߕھߘ  లంబంڴ ߰డࣆࡱޘ ࢓ మ࠾ࡍ ఈ ఆ࡮औ  అంܼڒ ࡏబܽद ఆ࡮औ  ఖࡔ ޜ
సࠬకరణం 
పऱ࣒  ࠾ࡍసࠪనం మ ړڶऴݟ 60 औ࡮సࠪనం ఆ ړ న࣒ 3࠳   ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ߤ࣌  p x cos y p ޴సࠪనం ఇ ړ  x cos
ప ڶऴݟ 60 ऱ࣒  అࣆۨࣇ ߖफంݟ 60 ߤ࣌  ޴ऴڶ సࠪనం 3 ݟ 60 ࣒ڒ ޳ࡶऴڶ ప ऱ࣒  y x y ړޓన࣒ ऴ࠳ ڶऴݟ అర࢙ ߤ࣌ 
సࠪనం ڒబܽद ఇߖ ޴ వࠑ ߤ ݀ పऱ࣒ ఈకछ  ࠑ  ݋ࡐ ߖ  ప  ࠑ  ߤఇ ࠾ࡍమ  ړ ࡽ ऱ࣒ xڴࠑ  ݋ࡐ ߖ  y 3 2 3 x 1 2 y 3
బܽद  పڒ సࠪనం ړన࣒ 3࠳ 2  ޴फంࣆۨࣇ ऱ࣒ ప  ޳ࡶ సࠪనం ړన࣒ 6 0࠳ ݋ࡐ  ऱ࣒ ప  ޓऴ ݋ࡐ  ऱ࣒  झx 3y x yڡࣄ 
ऒߕࣆ క సమసङࡖసࠪనం మ ړ  ఏࠫటం݄ , పంړ फ ࠳ ڷࡱߕన࣒ x y 
ऒߖࡌ޷ ߤవ ࡛ࠂ ݋ం࠼ߦ ݟంߘ ఖࡔ  కھߘనంݟ  అࣾం ࡅకए  సࠬకరణం p x ڕఖࡔ ఈ ࡹశ޴ లږߘࣃ 
ఇవछ బݟం޴, ఈ ߕࣆ ڕऒ న࣒ ఇవछ࠳ ڷࡱߕ న࠳సࠪన ړ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ߯ ఉనऒ  ఈ l x y 
కएࡅ ఖࡔ ఈ ݟంߘ ڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ ऒߖࡌ޷   మనం కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴.p 

ఇۨऐ ڕఖࡔ న సࠬకరణం ࡅకए  అࣾం ࡅ ࡱ࢐కए ऒߖހڝ   ࡹశ޴ లږߘࣃ   ఒక ࠭߯ओ  ఐݟ ޶ऴڴࡱڶ l x 
ओ߯࠭ ޜఅࣾం ࡹశ޴ లږߘࣃ  ޴फంࣆۯ  ఐݟ ޶ऴࡱڶ x 
కएࡅ ߤబܽद వڒ ఒకܽ ࠭߯ओ ޴ప ࡱ࢐   ఐݟ ޶ऴࡱڶ అం݄ ࠳న࣒ ఒకܽ ఇߩओ  l ݡంࡓ ڕఖࡔ ఈ ݡ
సࠪۧరం ఉం࠳ ࡱ࢐ ߖ޳ ,޴న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ڷంޔࢂࢗ ݞం࡛ࠂ  ޴ వڒ ߤబܽद p oint p 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 1࠳ కएࡅ ߤఖ వࡔ   సࠬకరణం ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం p 4 1 l 
మ࠾ࡍ 

న࣒  ప࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴ఇ ڷࡱߕ న࣒࠳ న࣒࠳  న࣒࠳ ޙࢀࢗ ݞంڷ  ऱ࣒ సࠪనం p 4 1 ޜ ࡛ࠂ  y 1 1 x y x 
బܽद  పڒ ऱ࣒ ऒߕࣆ ޶న࣒  ఐ࠳  ړపం ޴సࠪనం ఇ ړ फ ࡓంݡ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ పంړ फ ఒకܽ అం݄ ڷࡱߕx y 

ऒߕࣆ న࣒࠳ బܽद x y y xڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ ڷࡱߕ ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ ߤࡷ సࠪనం అం݄ ړ y 
బܽद  పڒ సࠪనం ړ ڷࡱߕ ऱ࣒ బܽद xڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ 5 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ0 ߖన࣒ 5࠳ 4  x x x 
ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद సࠪనం ڒబܽद ړڷࡱߕ సࠪనం అం݄ మనం ࡹ࢑మ ࠉంߘ࢓޶ x y 
߰ం࠭ޑ޶ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ ఒక ڴڷࡱߕ ఇߩओ ऴపశऒ ݡ ړపం ڷࡱߕ  फ ߘం࠼ߦ ݟం࡛ࠂ ݋ వߤ q x p 
ऒߖࡌ޷  కھߘనంݟ  అࣾం ࡅకए  x ޜశ޴ లږߘࣃ 
ఒక ߖހڝऒ  ࠭߯ओ  ఐݟ ޶ऴࡔ ࣋ۯ ڴࡱڶఖ ࢗంట ڜలవబݟన ߕࣆऒ  y ޜఖࡔ న࣒ సࠪనం అం݄ మనం ఈ࠳ ړ
కएࡅ ఖࡔ ఈ ܿߦ ऒߖࡌ޷   కڒ ࡯ߕھߘబܽद మనం ఈ మధङ ऒߖࡌ޷   కڝߘए గల࠭ ڒబܽद ޷రం పంړ फ pq l
ړపం  ݟంߘ फܿߦ ޜ వߤ ఆࡹ ߤ ఉం޴  అڒ ޴ߝబܽद ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఒక ࠴తफం p 4 1 l pql e pq pq 
చޔరऴసం పऱ࣒  ఒకܽ ࠳న࣒ ࠴ ڷࡱߕతफం చޔరऴసం అం݄ ݡ࠮ చޔరऴసం పऱ࣒  3 ࣊ ࣋ए छ  ݋ࡐ బܽद 3ڒ ࡛
ओߩఇ ܿߦ ޜఖࡔ రం ఈ޷ ڕఖࡔ బܽद ఈڒ ݋ߖ࠿ 2 ߖ࠿ ݡంࡓ ݡ ऱܿ ఉం݄  పంړ फ ݡ࠮  ప ऱ࣒  న࣒x y࠳ 
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ऒߕࣆ ݡంࡓ సࠪనం  ప ړ ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ   న࣒ px i x y࠳ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ऒߕࣆ ݡ࠮ ఉనऒ ࡱހఖ సࠬకరࡔ ݡ࠮ ڕబܽद మనڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ړ ం޶న ࡱ࢑వߘ p 
కھߘనంݟ మ࠾ࡍ ఈ ݡ࠮ పంڕफࡱ ఏక࡯ڒక ఏక࡯ڒక అం݄ ఈ ݡ࠮ పంڕफࡱ ఒక ࠉంڷ ࢓޶ంݞ 
ऒߕޔࢂࢗ छࡔ࢘ బܽदڒ ࠼ एڕఅంతకం݄ ఎ ޳ࡶ ݡ࠮ ࡱఖࡔ ࡏ వ ݡ࠮ పంڕफࡱ ఒࠉ ښంڷ ࢓޶ంݞ 
ऒߖݞళऱࢗ  ఏక࡯ڒక ߰డ࢓ అంܼࡏ, ఈ ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞనऒ  ఈ ࡔఖߘ ఏߘࡷ ݡ࠮ ߕ޼ऱ c 
ओߧۮ నటऱޙ࠼ మనం ࡱ࢑ ߖ޳వߘ క࡯ߕھߘ.

ఒకܽ ߕࣆऒ  సࠪనం  a one x plus b one y plus c a two x Plus b two y Plus c two ړ
equal to zero a three x Plus b three y Plus c three equal to zero a three x plus

ఈ ݡ࠮ పంڕफࡱ ఏకڒలంࡹ ఉం݄ ఈ పంڕफࣄ ࡱ  b three y Plus c three equal to zero c 
ఆత࢐ࡏత అߩओ ऒߕࣆ ݡ࠮ ݡ  సࠪనం a 1 b 1 c 1 a 2 b 2 c two a three b three c ړ
घࡍటݟ ఈ ࠭࠲ వۨऐ ࣄనవలھߘక ߘవࡱ࢑ ݋ంߜ నߩओ घࡍటݟ ݡ ऒߖހࠪࡍఈ ప ݦవబࡱߧ ߖఅ ݋ంߜ  
࢑సफࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡏڷफߘ అߘసࣃࡍफ छࡌబܽद తڒ యమంߖ  ࠭ త a 1 a 1 b 

 అం݄ 2 c 3 b 3 c 2 b 2 c 3 minus b 3 c 2 minus b 1 b 1 a 2 c 3 minus ࠾ࡍన࣒ మ࠳
పऱ࣒ ݡంࡓ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮  వڒ ߤబܽद a 3 c 2 a 2 c a c c a two b three minus a three b

ఇߩओ సమసङ ݡ ऒߖހఖల సࠬకరࡔ ݡ࠮ మనం ఈ ݟరం ړ  ఇ ऐۧ బܽद ఇۨऐڒ ࠭ న two equal to zero 
పऱ࣒  ݡ࠮ ఖల సࠬకరణంࡔ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳  సࠪనం పऱ࣒ ړ  ऒߕࣆ ݡ࠮  న࣒࠳ ݡంࡓ  x y px ړ i 
సࠪనం మࡓ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ࠳న࣒ ߕࣆ ݡ࠮ऒ పओۮ ߖఅ 2 1 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ంݟ మ࠾ࡍ x y 
ఇۨऐ న పంڕफࡱ ఒకܽ ࡓంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ ఏక࡯ڒక ఏక࡯ڒక ڒబܽद 3 1 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 3 2 ࠳న࣒ p 2 p 2 
అۮ ߖపओ ం࠳ 1  ݟన࣒ 3 సࠪనం 0 ఇߘ 2 3 ޴ం࠳ ݟన࣒ 3 ࠳న࣒ 6 అࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 3 ࣋ 
 ప ऱ࣒ న࣒ పऱ࣒࠳  పऱ࣒ ޴ఇ ࠾ࡍమ  ࠳ బܽदڒ న࣒ 1࠳ బܽदڒ   6 మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 2 ࠳న࣒ ࠳న࣒ nus 3 p p 
ऒߕࣆ ڷࡱߕ घࠫޛ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ పऱ࣒ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖݡన࣒ ఇర࢙ ఏ࠳ ޴  ऴޓ p 
పऱ࣒ ࡏన࣒ ఆ࠳ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ న࣒ ࠭߯ओ࠳ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖ ޶ఐ ޴సࠪనం ఇ ړ  p p
పऱ࣒ ݡ࠮  ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ న࣒ ࠭߯ओ࠳ ړ పऱ࣒ ݡ࠮   ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ  న࣒ p࠳ ޶ఐ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
ఇర࢙ ఐߕࣆ ޶ऒ  p ߖయ࡯ޘ ޙ࠼फల సࠬకరణం అڕపం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ సࠪనం ړ޶బܽद ఐڒ సࠪనం ړ
పࠪࡍణం ࡅకए నవ۪ऐھߘమనం క ߘవࡱ࢑   ఈ పࣄࡍबߖޒ ఉపڵࡆంచడం ޳छ  ࡔబܽद సڒ ࡹలంڒఏక ࡌ
ऒߖڜ ࡹ ߤష࣊ ࡍప޶త ࠭࠲  ఇతర సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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