
 பரவா௜ல்ைல நண்பரக்ேள, இன்௥ நாம் ேநரே்காடூ்ல் பல்ேவ௥ ௔ரசச்ைனகைளப் பற்௣ 
௳வாொக்கப் ேபாழேறாம், நாம் ஏற்கனேவ ஒ௠ ேநரே்காடூ்ல் பல்ேவ௥ க௠த்ௌக்கைளப் பற்௣ 
௳வாொத்ேதாம், இப்ேபாௌ ஼ல இதர ௔ரசச்ைனகைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம், எனேவ 
௚தல் ஼க்கல் ௖ள்ளி க௯த்தல் வ௯யாக ெசல்௩ம் ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூப்பௌ.
 4 3 மற்௥ம் அசா்க்ஶ இைட௜ல் ஶ௥க்ழடப்பட்ட ேகாடூ்ன் பஶொயானௌ இந்த ௖ள்ளியால் 
ஐந்ொல் இ௠ந்ௌ ௛ன்௥ என்ற ௳ழதத்ொல் உட௖்றமாக ௔ரிக்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இங்ேக இந்த 
஼க்க௧ன் உ௠வம் உள்ளௌ, 
இந்த ௖ள்ளி௜ன் வ௯யாக ெசல்௩ம் இந்த ேகாட்ூன் சமன்பாடை்ட நாம் கண்௄௔ூக்க 
ேவண்௄ம் ைமனஸ் நான்ஶ ௛ன்௥ மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி இந்த ஐ ஐந்ௌ என்ற p  p ab 
௳ழதத்ொல் வஶக்ஶம், எனேவ ௚த௧ல் 

மற்௥ம் ௖ள்ளிைய ௔ரி௵ ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ நாம் அ௣ேவாம்  b a 
ஒ௠ ஷட்டல் 5 இ௧௠ந்ௌ 0 ஆல் 5 ஷட்டல் ௛ன்௥, எனேவ இௌ ௛ன்௥ ஆல் எட௄் எனேவ இௌ a 
௛ன்௥ என்பௌ க௯த்தல் 32 க்ஶ சமம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ 5 ௧௠ந்ௌ ஷட்டல் 3 க்ஶ 0 ஆல்a b 
5 ஷட்டல் 3 எனேவ இௌ ஐந்ௌ ஐக் ஶ௣க்ழறௌ இ௠பத்ொ நான்ஶ, இௌ என்பௌ இ௠பத்ொ b b 
நான்ஶக்ஶ சமமானௌ ஐந்ொன் மொப்ைபப் ெப௥ழேறாம் அல்லௌ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகளின் 
ஒ௠ங்ழைணப்ைபப் ெப௥ழேறாம் மற்௥ம் எனேவ இன் ஒ௠ங்ழைணப்௖க்ஶச ்சமம் a b a a 
என்பௌ ைமனஸ் 32 ஆல் 3 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ 0   24 ஆல் 5 க்ஶ சமம் b 
௛ன்௥ ஆல் ைமனஸ் ௚ப்பத்ொ இரண்௄ ஷட்டல் ஐந்ௌ மற்௥ம் இ௠பத்ௌ நான்ஶ சமம் x y 
ஒன்௥க்ஶ சமம் இௌ இப்ேபாௌ ஐ எ௄த்ௌக்ெகாள்ழறௌ அல்லௌ நாம் அைத ௛ன்௥ lcm x 
நான்ஶ ைமனஸ் ஐந்ௌ ௛ன்௥ என்௥ எ௱தலாம் ைமனஸ் எட௄் எனேவ இௌ ஒன்பௌ y x 
க௯த்தல் இ௠பௌ ஐ ஶ௣க்ழறௌ  க௯த்தல் 8 க்ஶ சமமான பன்னிரண்௄ இௌ 9 க௯த்தல் 20 y x y
சமமான க௯த்தல் 96   ஐக் ஶ௣க்ழறௌ  ஶ௥க்வ௄ இைடம௣ப்௖ மற்௥ம் இைடம௣ப்௖ x y 
மற்௥ம் இந்த வரி ஹ௳  ஼ல ௖ள்ளிகள் ெகா௄க்கப்படட்ால், நாம் ௔ரி௵ ித்ொரத்ைதப் 
பயன்ப௄த்தலாம் மற்௥ம் ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் கண்ட௣யலாம், இப்ேபாௌ நமக்ஶ 
மற்ெறா௠ ஼க்கல் உள்ளௌ, அதாவௌ இன் மொப்௖கைளக் கண்ட௣க ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் k 
௚த௧ல் அசா்க்ஶ இைணயாக இரண்டாவௌ இைணயான இரண்௄ அசா்க்ஶ இைணயாக x y 
உள்ளௌ மற்௥ம் அசா்க்ஶ இைணயான ேகா௄ அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ x x 
ேதாற்றம் வ௯யாகச ்ெசல்ழறௌ.
  

இன் ஶணகம் 0 க்ஶ சமம், இௌ க௯த்தல் 3 சமம் 0 ஐக் ஶ௣க்ழறௌ, இௌ என்பௌ இப்ேபாௌ x k k 
ேகள்௳ இன் ஶணகம் 0 க்ஶ சமம், ஏெனனில் அசா்க்ஶ இைணயான ேகா௄ x y x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்ஶம், அதனால்தான் இன் ஶணகம் சமமாக இ௠க்ஶம்.x 
  இப்ேபாௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ அசா்க்ஶ இைணயான அசா்க்ஶ இைணயாக இ௠ந்தால் என்ன y y 
அரத்்தம் அசா்க்ஶ இைணயான அந்த வரி௜ன் சாய்௵ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம் அல்லௌ நீங்கள் 
வைரய௥க்க௳ல்ைல என்௥ ெசால்லலாம், அதாவௌ இன் ஶணகம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக y 
இ௠க்க ேவண்௄ம் எனேவ இந்த ௔ைளஸ் ஶணகம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இன் im  y 
ஶணகம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான நான்ஶ க௯த்தல் சௌரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான நான்ஶ k 
க௯த்தல் சௌரம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான நான்ஶ க௯த்தல் சௌரம் இௌ நான்ஶக்ஶ சமமான k k 

சௌரத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ இௌ என்பௌ ஷட்டல் க௯த்தல் ௛ன்௣ல் இரண்௄ k k 
கட௵கைளக் ஶ௣க்ழறௌ  ேதாற்றம் வ௯யாக ெசல்ழறௌ அல்லௌ அௌ அப்பூயானால், எந்தக் 
ேகா௄ம் ேதாற்றம் வ௯யாக ெசல்ழறௌ என்றால், ேகா௄ இப்பூ இ௠க்க ேவண்௄ம் 
அதன் க்ஶ சமம் என்றால், நீங்கள் ஐ எ௄க்ஶம்ேபாௌ மற்௥ம் க்ஶ சமம், எனேவ c 0 y mx c 
ேகா௄ ேதாற்றம் வ௯யாக ெசன்றால், ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.c 
 இதன் ெபா௠ள் க்ஶ சமம் சௌரம் க௯த்தல் 7 ஷட்டல் 6 சமம் 0 இௌ சௌரம் க௯த்தல் c 0 k k k 
ஆ௥ க௯த்தல் ஷட்டல் ஆ௥ சமமான ௗஜ்௷யத்ைத ஶ௣க்ழறௌ எனேவ இௌ ைமனஸ் 6 k k k 
சமம் 0 ஐ ஶ௣க்ழறௌ எனேவ இௌ ைமனஸ் 1 ௚தல் க௯த்தல் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ  6 k k 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் இௌ ஒன்௥ அல்லௌ ஆ௥க்ஶ சமமான ஐக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ இந்த k 
இரண்௄ மொப்௖க் ேகா௄ ேதாற்றம் வ௯யாக ெசல்ழறௌ, எனேவ இந்த வ௯௜ல் நாம் பல்ேவ௥ 
நிைலையப் பற்௣ ௳வாொக்கலாம், இப்ேபாௌ நமக்ஶ மற்ெறா௠ ஼க்கல் உள்ளௌ, அௌ ஒ௠ 
சமபக்க சமபக்கத்ொன் பக்கங்களில் ஒன்௣ன் சமன்பாடை்டக் கண்ட௣௞ம்.
 ெசங்ேகாண ௚க்ேகாணம் ௛ன்௥ ஷட்டல் நான்ஶ நான்கால் ெகா௄க்கப்படட் x y 
ைஹப்ேபாெடன்௟ஸ் மற்௥ம் ைஹப்ேபாெடன்௻ன் எொர ்௚ைன இரண்௄ இரண்௄ , இந்த 
பக்கத்ொன் ஒ௠ சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ ெகா௄க்கப்படட்ைத நாம் 
ைஹேபாெடன்௟௻ன் சமன்பாடை்ட௞ம் 
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அதன் ஒ௠ங்ழைணப்ைப௞ம் ெகா௄த்ௌள்ேளாம்.
  எொெரொர ்ெசங்ஶத்ௌகள் மற்௥ம் பக்கமானௌ 45 ூழரி ஆஶம், ஏெனனில் வலௌ மற்௥ம் வலௌ 
ேகாணம் எனேவ இௌ இன் 45 ூழரி சாய்வாஶம்   ab 
இந்த வரி ஏ஼ மற்௥ம் ஏ௔ அொகபடச் ேகாணம் 45 ூழரி எனேவ பத்ௌ நாற்பத்ைதந்ௌ ூழரி 
ேமாட் ௙ ைமனஸ் ௙ ஒன் 1 ௔ளஸ் ௘௙ 
1 க்ஶ சமம் எனேவ இௌ 1 சமம் ௙ ைமனஸ் ைமனஸ் த்ரீ ைப ஃேபார ்ைப ஒன் ௔ளஸ் ௙ ைமனஸ் 
த்ரீ ைப ஃேபார,் எனேவ நம்மால் ௚ூ௞ம் ஒன்௥ 4 ௙ ைமனஸ் ஷட்டல் 3 ஆல் 4 க்ஶ சமம் என 
எ௱த௵ம் , நான்ஶ ைமனஸ் ௛ன்௥ ௙ நான்ஶ ேகன்சல் எனேவ ஒன்௥ 4 ௙ ஷட்டல் 3 மற்௥ம் 4 
ைமனஸ் 3 ௙.
 எனேவ இௌ 4 ௙ ஷட்டல் 3 நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௥ ௙ என்பௌ ஷட்டல் க௯த்தல் ஆஶம்  ஒன்௥ 
எனேவ இௌ நான்ஶ ஐ ஶ௣க்ழறௌ  ௟ஸ் த்ரீ என்பௌ நான்ஶ க௯த்தல் ௛ன்௥ ௙ அல்லௌ m pl 
நான்ஶ ௙ ஷட்டல் ௛ன்௥ என்பௌ க௯த்தல் நான்ஶ ஷட்டல் ௛ன்௥ ௙க்ஶ சமம் எனேவ இௌ ஏ௱ 
௙ சமம் ஒன்௥ அல்லௌ ௙ என்பௌ ைமனஸ் ஏ௱ சமம் எனேவ இௌ என்பௌ ஏ௱ அல்லௌ ௙ m 
ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ ைமனஸ் ஏ௱க்ஶ சமம், இந்த ௖ள்ளி ௅ இரண்௄ c 
வ௯யாக ெசல்௩ம் இரண்௄ சமன்பா௄கள் உள்ளன, 
எனேவ 
சரி௵ ௙ ெகாண்ட ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ஒன்௥ ஏ௱ ைமனஸ் 2 க்ஶ சமம் 1 ஆல் 7 க௯த்தல் 2,y x 
எனேவ இௌ 7 க௯த்தல் 14 ஐ ஶ௣க்ழறௌ க௯த்தல் இரண்௄ எனேவ க௯த்தல் ஏ௱ y x x y 
ஷட்டல் பன்னிெரண்௄ ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான 
சாய்௵ ைமனஸ் ஏ௱க்ஶ சமமான ேகாடூ்ன் சமன்பா௄ எனேவ க௯த்தல் 2 ைமனஸ் 7 m y x 
க௯த்தல் 2 க்ஶ சமம், இௌ ைமனஸ் 2 ைமனஸ் ஏ௱ ஷட்டல் பொனான்ஶ எனேவ ஶ௣க்ழறௌ y x 
ஏ௱ ஷட்டல் மற்௥ம் க௯த்தல் பொனா௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இைவ இரண்௄ம் x y 
ேகாட்ூன் சமன்பா௄களாஶம், அதாவௌ ஒ௠ சௌரத்ொன் ஒ௠ ௛ைல௳ட்டமானௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ
சமமான எட௄் க௯த்தல் பொைனந்ௌ மற்௥ம் அதன் உச஼்௜ல் ஒன்௥ ேகாட௄்டன் x y 
இ௠ந்தால் நமக்ஶ மற்௥ம் உள்ளௌ ஒன்௥ இரண்ூல் உள்ளௌ, ௔ன்னர ்சௌரத்ொன் ac ab 
பக்கங்களின் சமன்பாடை்டக் கண்ட௣ய௵ம் இந்த உச஼்ைய ௙ண்௄ம் கடந்ௌ ெசல்ழேறாம், 
எனேவ இந்த ஼க்கைலப் ேபாலேவ நாங்கள் ௳வாொத்ேதாம், எனேவ இங்ேக இந்த வரி௜ல் இௌ 
எொர ்௚ைன உடன் ைஹப்ேபாெடன்௟ஸ் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இந்த ஼க்கைல a 
ோரக்்கலாம், எனேவ ௛ைல௳ட்ட சாய்௵ 
எட௄் பொைனந்ௌக்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் .
 பக்கத்ொன் சாய்௵ க்ஶ சமம் எனேவ பத்ௌ நாற்பத்ைதந்ௌ ூழரி ஏன் இௌ பத்ௌ ab m 
நாற்பத்ைதந்ௌ ூழரி ஆஶம், ஏெனனில் சௌரத்ொன் ஒவ்ெவா௠ ேகாண௚ம் ெதாண்ை௥ ூழரி 
மற்௥ம் ௛ைல௳ட்டம் ேகாண இ௠சமம் என்௥ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ 45 ூழரி 
எனேவ 1045 ூழரி ௙ண்௄ம் ைமனஸஓக்ஶ சமம்  ௙ 1 ஆல் 1 ௔ளஸ் ௘௙ 1 என்௥ mod m 
ெசால்௩ங்கள், இௌ ௙ 1 ஆஶம், எனேவ இௌ 1 என்பௌ ௙ ைமனஸ் எட௄் பொைனந்ௌ ஒன்௥ 
ஷட்டல் ௙ எட௄் பொைனந்ௌ ௚௱ ேமாட் ஆஶம், எனேவ இௌ ஒன்௥ பொைனந்ௌ ௙ ைமனஸ் எட௄்
பொைனந்ௌ ஷட்டல் உ௠ப்பூக்ஶ சமம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ எனேவ பொைனந்ௌ ௙ ைமனஸ் 
எட௄் பொைனந்ௌ ஷட்டல் எட௄் ௙ என்பௌ ஷட்டல் க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம் எனேவ இௌ 15 ௙ 
ைமனஸ் 8 சமம் 15 ஷட்டல் 8 ௙ 15 ௙ க௯த்தல் 8 ைமனஸ் 15 ைமனஸ் 8 ௙ சமம் எனேவ இௌ 7 ௙ 
ஶ௣க்ழறௌ 2 க்ஶ சமம்  3 அல்லௌ இ௠பத்ௌ ௛ன்௥ ௙ 
ைமனஸ் ஏ௯ற்ஶச ்சமம் எனேவ ௙ என்பௌ இ௠பத்ொ ௛ன்௥ ஆல் ஏ௱ அல்லௌ ௙ என்பௌ 
ைமனஸ் ஏ௱க்ஶ இ௠பத்ௌ ௛ன்௥ சமம் என்பௌ ஒ௠ சௌரத்ொன் பக்கச ்சமன்பா௄ என்பௌ m 
இ௠பத்ொ ௛ன்௥ ஆல் 7 மற்௥ம் கடந்ௌ ெசல்௩ம் ஒ௠ இரண்௄ ைமனஸ் இரண்௄ ௛லம் y 
இ௠பத்ொ ௛ன்௥ ஆல் ஏ௱ க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம் எனேவ இௌ 7 க௯த்தல் 14 க்ஶ சமம் 23 x y x 
க௯த்தல் 23 எனேவ இ௠பத்ௌ ௛ன்௥ க௯த்தல் ஏ௱ மற்௥ம் க௯த்தல் ஒன்பௌ x y 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ௙ண்௄ம் 
சாய்௵டன் பக்க சமன்பா௄ ௙ சமம் ைமனஸ் ஏ௱ இ௠பத்ொ ௛ன்௥ மற்௥ம் ஒ௠ இரண்௄ 
வ௯யாக கடந்ௌ ெசல்௩ம் ைமனஸ் இரண்௄ சமம் ைமனஸ் ஏ௱ ௛லம் இ௠பத்ொ ௛ன்௥ y 
மற்௥ம் க௯த்தல் ஒன்௥ இௌ க௯த்தல் 46 ைமனஸ் ஷட்டல் 7 ஐ ஶ௣க்ழறௌ.x 23y 7x 
 இௌ 7 ஷட்டல் 23 க௯த்தல் 53 ஐ ஶ௣க்ழறௌ  0 க்ஶ சமம் எனேவ இந்த வ௯௜ல் நாம் பக்க x y ab
மற்௥ம் ௳ளம்பரத்ொன் சமன்பாடை்ட இப்ேபாௌ மற்ெறா௠ ஼க்கைலக் கண்ட௣யலாம், இௌ 
௘க௵ம் ாவாரஸ்யமான ௔ரசச்ைனயாஶம், இௌ ௘க௵ம் ாவாரஸ்யமானௌ , ௖ள்ளி ௛ன்௥ 
எட்ூன் படத்ைத மற்௥ம் ௛ன்௥ ஐப் ெபா௥த்ௌ ஏ௱க்ஶ சமமான ேகா௄ எனக் x x y a 
க௠தப்ப௄ழறௌ.
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  ௳மான கண்ணாூ சமன்பா௄  வரி ஷட்டல் ௛ன்௥ இந்த ஏ௱ வரிக்ஶ சமம் இந்த வரிைய x y 
கண்ணாூயாகக் க௠ௌழேறாம் , இங்ேக இந்த ௖ள்ளி ௛ன்௥ எட௄்க்ஶ சமமாக p 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ , இந்த ௖ள்ளி௜ன் படத்ைதக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் இந்த p 
௖ள்ளி௜ன் படம் ஆல்பா என்௥ ெசால்௩ங்கள் ௕ட்டா மற்௥ம் இந்த இந்த வரிைய p 3 8 q pq n
இல் ெவட்டட௄்ம் , இந்த ௖ள்ளி ெசங்ஶத்தாக கால் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இந்த n 
஼க்கைல பல்ேவ௥ வ௯களில் ோரக்்கலாம், ஆனால் இந்த ௖ள்ளிைய கண்௄௔ூக்க 
௚யற்஼ப்ேபாம் எனேவ n 

இன் சாய்௳ன் சாய்௵ ெகா௄க்கப்படட் ேகா௄ க௯த்தல் ஆஶம்  ஒன்௥க்ஶ ௛ன்௥ எனேவ l 
க்ஶ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் இன் சாய்௵ ைமனஸ் ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ ௛ன்௥ சமம், l pq 

ஏெனனில் ெசங்ஶத்ௌ ேகாட்ூன் சாய்௵ ஒன்௥ ௚தல் ௙ 2 க்ஶ சமம் ைமனஸ் ஒன்௥ எனேவ m 
ெசங்ஶத்ௌ ேகாட்ூன் சாய்௵ எொரம்ைறயானௌ என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.
  பரஸ்பரம் இப்ேபாௌ எங்களிடம் இரண்௄ தகவல்கள் உள்ளன.
    

மற்௥ம் ைமனஸ் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ௛ன்௥ க௯த்தல் க௯த்தல் ஒன்௥ sy x y 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இைத ௚த௧ல் ெசால்௩ங்கள் மற்௥ம் ெகா௄க்கப்படட் ேகாடூ்ன் 
சமன்பா௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ ஏ௱க்ஶ சமம் எனேவ இௌ என்பௌ ஏ௱ க௯த்தல் ௛ன்௥ x y x y 
ேபாட்டௌ சமம் ஏ௱ க௯த்தல் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ ஒன்௣ல் ௛ன்௥ ஆக ௛ன்௥ ௚தல் x y 
ஏ௱ க௯த்தல் ௛ன்௥ ைமனஸ் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இௌ இ௠பத்ொ ஒ௠ y 
ைமனஸ் ஒன்பௌ க௯த்தல் க௯த்தல் ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ க௯த்தல் பத்ௌ y y y 
ஷட்டல் இ௠பௌ சமம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இௌ என்பௌ இரண்௄க்ஶ சமம்  என்பௌ 7 y x 
க௯த்தல் 3 ைமனஸ் 3 இண்௄ 2 என்றால் ஏ௱ க௯த்தல் ஆ௥ ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ y 7 
ெசங்ஶத்ௌ இன் பாதத்ொன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒன்௥ இரண்௄ எனேவ இந்த ெசங்ஶத்ௌ n 
பாதத்ொன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ஒன்௥ இரண்௄ இப்ேபாௌ இந்த இந்த இன் ந௄ப்௖ள்ளி இன்n pq pq 
எந்த ந௄ப்௖ள்ளி௞ம் இௌ மற்௥ம் இௌ என்பௌ ஆல்பா ௕ட்டா மற்௥ம் மற்௥ம் இந்த p qq p 3 8 
௖ள்ளி என்பௌ இன் ந௄ப்௖ள்ளி 1 2 ஆஶம், ஏெனனில் என்பௌ இன் ந௄ப்௖ள்ளி n pq n pq 
ந௄ப்௖ள்ளி எனேவ ஆல்பா ஷட்டல் ௛ன்௥ இரண்௄ம் சமம்  ஒன்௥க்ஶ இௌ ஆல்பா ஷட்டல் 
௛ன்ைறக் ஶ௣க்ழறௌ  இரண்௄க்ஶ சமம் இௌ ஆல்பா ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் ௕ட்டா 
ஷட்டல் எட௄் ைப ௅ இரண்௄க்ஶ சமம் இௌ ௕ட்டா ஷட்டல் எட௄் நான்ஶக்ஶ சமம் எனேவ இௌ 
௕ட்டாைவ ைமனஸ் நான்ழற்ஶ சமமாக ஶ௣க்ழறௌ எனேவ ௖ள்ளி ௛ன்௥ எட௄் ௖ள்ளி௜ன் p 
படம்  ஒ௠ வரி ஷட்டல் ௛ன்௥ ஏ௱க்ஶ சமமானௌ ைமனஸ் ஒன்௥ க௯த்தல் நான்கானௌ x y q 
மற்ெறா௠ வ௯௜ல் இந்த ௖ள்ளி௜ன் படத்ைத௞ம் 
இந்த ஐ இந்த ேகா௄ ந௄ப்௖ள்ளி௜ல் ெவட௄்வைதக் காணலாம் , எனேவ இந்த இன் pq n 
மொப்ைப ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா௳ன் அூப்பைட௜ல் கண்௄௔ூத்ௌ ைவக்க௵ம்  இந்தச ்
சமன்பாட்ூல் உள்ள மொப்௖ ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா௳ன் மொப்ைபப் ெப௥௴ரக்ள் இப்ேபாௌ 
மற்ெறா௠ ஼க்கல் ஆய அசா்டன் ஒ௠ ேகாட்டால் உ௠வாக்கப்படட் ௚க்ேகாணத்ொன் பரப்பள௵ 
54 ௡ட் 3 சௌர அலஶ மற்௥ம் ேதாற்றத்ொ௧௠ந்ௌ ேகாட்ூற்ஶ ெசங்ஶத்தாக வைரயப்பட்ட 
ேகாணம்  அசா்டன் 60 ூழரி x 
இந்த ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்   .
  இந்த ௚க்ேகாண இன் பரப்பள௵ ஐம்பத்ௌ நான்ஶ ௛லங்கள் ௛ன்௥ ெகா௄க்கப்படட் oab 
௚க்ேகாண இன் பரப்பள௵ ஐம்பௌ நான்ஶ ௡ட் ௛ன்௥ என வழங்கப்ப௄ழறௌ, ேகாடூ்ன் oab 
சமன்பா௄ ஆல் மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்கட௄்ம், எனேவ இந்த இன் x y b a 
ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யம் மற்௥ம்  இந்த இன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ ௗஜ்௷யம் இப்ேபாௌ b b, 
எங்களிடம் இரண்௄ தகவல் உள்ளௌ, ஒ௠ உ௠வாக்கம் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இதன் 
ேதாற்றத்ொ௧௠ந்ௌ ெசங்ஶத்தாக அொகபடச் ேகாணம் 60 ூழரி அசா்டன் ஆல்பா x 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இந்த ேகாட்ூன் சமன்பாடை்ட சாதாரண வூவத்ொல் x cos 

௔ளஸ் இல் பயன்ப௄த்தலாம்.alpha y 
க்ஶ சமமான ைசன் ஆல்பா என்பௌ ேதாற்றத்ொல் இ௠ந்ௌ ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் நீளம்  pp 

அல்லௌ இந்த ேகாடூ்ன் ்ரத்ைத என்௥ ெசால்லலாம், எனேவ இௌ ூழரி மற்௥ம்ab x cos 60 
ஶ௣ அ௥பௌ ூழரி சமமாக க்ஶ  சமமாக உள்ளௌ  2 சமம் க்ஶ சமம் இௌ ஆல் ௔ளஸ் y p p x p 
௛லம் இரண்௄ ௛லம் ௡ட் ௛ன்ைற ஒன்௥க்ஶ சமம் இௌ இரண்டாவௌ எனேவ ஒன்ைற y p 

ஒப்௔௄ம் ேபாௌ ஒப்௔௄ம்ேபாௌ இரண்ூல் இரண்௄ மற்௥ம் இரண்௄ க்ஶ சமமான p p b 
மற்௥ம் ௡ட் ௛ன்௥ ெகா௄க்கப்படட் பஶொ ௚க்ேகாணம் சமமான ௡ட் oab f  ifty four 
௛ன்௥ சௌர அலஶ எனேவ வலௌ ைக ேகாண ௚க்ேகாணத்ொற்ஶ , பாொ அூத்தளத்ொ௧௠ந்ௌ 
உயரம், பாொ க்ஶ சமம் ஐம்பத்ௌ நான்ஶ ௡ட் ௛ன்௥ என்௥ உங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ b 
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இௌ பாொ 2 ௚தல் 2 க்ஶ ௡ட் 3 க்ஶ சமம் 52 ௡டூ்ற்ஶ சமம்.p p 
  3 இௌ நான்ஶ இரண்௄ ஸ்ெகாயர ்சமம் 54 க்ஶ 3 க்ஶ சமம் சௌரம் 81 க்ஶ சமம் என்பௌ p p p p 
ப்ளஸ் ைமனஸ் 9 ௔ளஸ் ைமனஸ் 9 ேகள்௳ என்பௌ நாம் ேகாடூ்ன் சமன்பாடை்டக் 
கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த சமன்பாட்ூற்ஶ இப்ேபாௌ நம்௘டம் உள்ளௌ  ெசங்ஶத்ௌ 
நீளம் அ௣யப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் இந்த ஆல்பா அ௣யப்ப௄ழறௌ எனேவ 
60 ூழரிக்ஶ சமமான ஆல்பா௵டன் ேகாடூ்ன் சமன்பாட்ூன் சமன்பா௄ மற்௥ம் ௔ளஸ் p 
ைமனஸ் 3 ஆஶம் காஸ் ஆல்பா ௔ளஸ் ைசன் ஆல்பா க்ஶ சமம் இௌ காஸ் 60 ூழரி x y p x 
௔ளஸ் ஐ ஶ௣க்ழறௌ  ைசன் 60 ூழரி சமம் 3 அல்லௌ காஸ் 60 ூழரி ௔ளஸ் ைசன் y x y 
அ௥பௌ ூழரி ைமனஸ் ௛ன்௣ற்ஶ சமம் எனேவ இௌ ஐ ஒன்௥க்ஶ இரண்டாகக் ஷட்டல் ஐ x y 
௡ட் 3 ஆல் 2 க்ஶ சமமாக 3 ஆக௵ம் இன் 1 ஆல் 2 ௔ளஸ் ஐ ௡ட் 3 ஆக௵ம் ஶ௣க்ழறௌ  2 x y 
ைமனஸ் 3க்ஶ சமம் எனேவ ஷட்டல் ௡ட் க௯த்தல் 6 0 க்ஶ சமம் அல்லௌ ஷட்டல் ௡ட் x 3y x 
௛ன்௥ ௔ளஸ் ஆ௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பௌ மற்ெறா௠ ஼க்கல் ஆஶம், இௌ ேகாூ௧௠ந்ௌy 
ஒ௠ ௚ப்பத்ைதந்ௌ ூழரி ேகாணத்ைத உ௠வாக்ஶம் ேகாட௄்டன் அளக்கப்ப௄ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ 
சமமான நான்ஶ க௯த்தல் ௖ள்ளி௜ல் இ௠ந்ௌ நான்ழன் ்ரத்ைதக் கண்ட௣தல்  x y p x 
அச஼்ன் ேநரம்ைற ொைச௜ல் இந்த ேகாடூ்ன் சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்படட்ால் இந்த l 
ெகா௄க்கப்படட் நான்ஶ க௯த்தல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் இந்த ேகாட்ூன் ்ரத்ைத x y 
நாம் இந்த ேகாடூ்ல் அைமந்ௌள்ள நான்ழல் இ௠ந்ௌ கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.p 

ஒன்௥ ௚ப்பத்ைதந்ௌ ூழரி ேகாணத்ைத ேநர ்ொைச௜ல் அசா் சாய்௳ன் ேநர ்ொைச௜ல்   l x 
மாற்௥ம் ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்படட் ேகாடூ்ன் சமன்பா௄ நான்ஶ க௯த்தல் x y 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இௌ ேகா௄ இௌ சமன்பா௄ என்௥ ெசால்ல௵ம் ஒன்௥ ெகா௄க்கப்படட் l 
ேகா௄ ஒ௠ அொகபடச் ேகாணம் ஒன்௥ ேநரம்ைற ொைச௜ல் அசா்டன் ௚ப்பத்ைதந்ௌ ூழரிl x 
எனேவ ஒன்௣ன் சாய்௵ பத்ௌ ஒன்௥ ௚ப்பத்ைதந்ௌ ூழரிக்ஶ சமம், அதாவௌ ைமனஸ் ஒன்௥ l 
இப்ேபாௌ இந்த வரிக்ஶ இரண்௄ தகவல்கள் உள்ளன, அதன் சாய்௵ ைமனஸ் ஒன்௥ மற்௥ம் 
இந்த ேகா௄ வ௯யாக ெசல்ழறௌ  எனேவ p oint p four one 
ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமான சாய்௵ மற்௥ம் வ௯யாக கடக்ஶம் ேகாட்ூன் சமன்பா௄ m p 4 1 y 
ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமான க௯த்தல் 1 க௯த்தல் நான்ஶ ஆஶம் ஐந்ௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான x 
வரி இௌ இரண்௄ மற்௥ம் வரி ஒன்௥ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான நான்ஶ க௯த்தல் x y 
என்பௌ வரி ஒன்௥ எனேவ இௌ ஐ நான்ஶ க்ஶ சமமாக ஶ௣க்ழறௌ எனேவ ஐ நான்ஶ y x y x 
க்ஶ சமமாக ைவத்ௌ ஷட்டல் 4 க௯த்தல் 5 க்ஶ சமம் எனேவ இௌ 5 ஐ 5 க்ஶ சமமாக x x x 
ஶ௣க்ழறௌ எனேவ இௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் ஐ ஶ௣க்ழறௌ எனேவ நான்ஶக்ஶ சமம் இதன் x y 
ெபா௠ள் இந்த ௖ள்ளி இன் தைலவழ் ௖ள்ளிைய நாம் ெப௥ழேறாம் ஒ௠ நான்காக இப்ேபாௌ q 
ேகள்௳ நான்ஶ வரி௜௧௠ந்ௌ ௖ள்ளி நான்ழன் ்ரத்ைதக் கண்ட௣௞ம்  அச஼்ன் ேநர ்x p x 
ொைச௞டன் ௚ப்பத்ைதந்ௌ ூழரி ேகாணத்ைத உ௠வாக்ஶம் ேகாட௄்டன் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ 
சமமான க௯த்தல் என்றால் , இந்த ேகாட௄்டன் இந்த ேகாட்ூன் ்ரத்ைத நாம் கண்௄௔ூக்க y 
ேவண்௄ம், எனேவ இந்த இைடேய உள்ள ்ரத்ைத நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.pq 

இ௧௠ந்ௌ வரி ஒன்௥ இல் உள்ளௌ  என்பௌ எனேவ நான்ஶ க௯த்தல்  p 4 1 l l pql e pq pq 
ஒ௠ ௚௱ சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ க௯த்தல் நான்ஶ ௚௱ சௌரம் அதாவௌ ௛ன்௥ சௌரம் ஷட்டல் 3 s 
சௌரம் எனேவ 3 ௡ட் 2 அலஶ எனேவ இந்த ௖ள்ளி௜௧௠ந்ௌ இந்த ேநரிய௩டன் இந்த ேகாட்ூன் 
்ரம் இப்ேபாௌ இரண்௄ அலஶகள் இ௠ந்தால்  ௛ன்௥ ஷட்டல் ைமனஸ் இரண்௄ x y 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் இரண்௄ க௯த்தல் ௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் px i 
இரண்௄ க௯த்தல் ைமனஸ் ௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ஆழயைவ ஒேர ேநரத்ொல் இன் x y p 
மொப்ைபக் கண்ட௣ய௵ம், ஏெனனில் ௛ன்௥ ேகாட்ூன் சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ 
மற்௥ம் இந்த ௛ன்௥ ேகா௄கள் ஒேர ேநரத்ொல் ஒேர ேநரத்ொல் ெசல்ழன்றன, அதாவௌ இந்த 
௛ன்௥ ேகா௄க௬ம் ஒ௠ ௖ள்ளி௜ன் வ௯யாக ெசல்௩ம் ெவவ்ேவ௥ ேகா௄கள் ௛ன்௥ அல்லௌ 
அதற்ஶ ேமற்பட்ட ௛ன்௥ ேகா௄கள் ஒேர ௖ள்ளி௜ன் வ௯யாக ெசல்௩ம் இந்த ேகா௄ ஒேர c 
ேநரத்ொல் ெசல்௩ம் நீளம் 
என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ.

ஒன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம்  a one x plus b one y plus c a two x plus b two y plus c
இரண்௄ சமம் ௗஜ்௷யம் ௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் a three x plus b three y plus c 
இந்த ௛ன்௥ ேகா௄கள் இந்த ேகா௄கள் ஒன்றாக இ௠ந்தால் தற்ேபாௌ ஒ௠ 1 c c  b 1 c 1 a 2

௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், இந்த ோரம்ானிப்பான் எனப்ப௄ம்b 2 c two a three b three c 
இந்த அளைவ ௳ரிவாக்க ௚யற்஼க்ழேறாம்.
 ௳ொ எனேவ ௔ன்னர ்a 1 a 1 b 2 c 3 minus b 3 c 2 b 2 c 3 minus b 3 c 2 minus b 1 
மற்௥ம் என்றால் ஷட்டல் b 1 a 2 c 3 minus a 3 c 2 a 2 c three minus a three c two c
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ஒன்௥ எனேவ இப்ேபாௌ a two b three minus a three b two equal to zero 
௔ரசச்ைனக்ஶ வ௠ேவாம் இந்த ௛ன்௥ ேகாட்ூன் சமன்பாடை்டக் ெகா௄த்ௌள்ேளாம் எனேவ 
ெகா௄க்கப்படட் ேகா௄களின் சமன்பா௄ ௛ன்௥ ஷட்டல் க௯த்தல் இரண்௄ ௗஜ்௷ய க்ஶ x y px
சமம் ஷட்டல் இரண்௄ க௯த்தல்  ௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் இரண்௄ க௯த்தல் i x y 
ைமனஸ் ௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இௌ 1 2 என்௥ ெசால்ல௵ம், 
ெகா௄க்கப்படட் வரிகள் ஒன்௥ இரண்௄ம் ௛ன்௥ம் ஒேர ேநரத்ொல் இ௠ப்பதால் இைத ௛ன்௥ 
என்௥ம் ெசால்௩ங்கள், எனேவ 3 1 க௯த்தல் 2 ப 2 ப 2 க௯த்தல் 3 2 க௯த்தல்  1 க௯த்தல் 3 சமம் 0, 
இௌ 3 2 ஐ ைமனஸ் 3 ைமனஸ் 6 ஐக் ஶ௣க்ழறௌ , இௌ ைமனஸ் 3 எனக் ஷ௥வௌ ஷட்டல் 
க௯த்தல் ஷட்டல் எனேவ க௯த்தல் 1 எனேவ ைமல்  மற்௥ம் இௌ ப்ளஸ் 6 மற்௥ம் இௌ nus 3 p 
ைமனஸ் 2 ைமனஸ் ைமனஸ் நான்ஶ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இௌ ைமனஸ் ஒன்பௌ p 
க௯த்தல் இ௠பத்ொ ஏ௱ ஐ ஶ௣க்ழறௌ, இௌ ஷட்டல் ௛ன்௥ ைமனஸ் ஆ௥ ஷட்டல் இரண்௄ p p 
ஷட்டல் எட௄் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இௌ ஐந்ௌ மற்௥ம் இைத ஶ௣க்ழறௌ ைமனஸ் ௚ப்பத்ௌ p 
௛ன்௥ ஷட்டல் எட௄் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ைமனஸ் ௚ப்பத்ௌ ௛ன்௥ ஷட்டல் எட௄் 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இௌ ஐந்ௌ ைமனஸ் இ௠பத்ொ ஐந்ௌ சமம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் p 
எனேவ ஐந்ொற்ஶ சமம் எனேவ இந்த வ௯௜ல் ேகா௄களின் சமன்பா௄ என்றால் ெதரியாத p 
அள௳ன் மொப்ைபக் கண்ட௣யலாம் ஒேர ேநரத்ொல் இந்த நிபந்தைனையப் பயன்ப௄த்ௌவதன் 
௛லம் சரி , அ௄த்த அமர௳்ல் ேவ௥ ஼ல ௔ரசச்ைனகைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் நன்௣ 
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