
छࣃࣆ  గతం ఈ܌ࡗ మనం ఒక పంړ फ ߘంݟ ఒక ࠉం޷ ࢓޶రం ࡍڷంۨ చࡍऐ ంచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ఇ޴ 
ఉపߕङ సం సంఖङ ړబܽद ఒక పంڒ ڷࡱߕ  फ ߘంݟ ఒక ࠉంࡅ ࢓޶కए ऒߕࣆ రం޷  పऱ࣒ ߖ࡯డनھ న࠳సࠪన ړ  

ړఒక పం ߧ࡯క ޜ फ మ࠾ࡍ వߤ వߤ అۮ ߖపओ ంݟ.c px y 
झڡ࠻ ߤࡷ ఈ ݋ం࠼ߦ    ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒  ࣄ 
ऒߕࣆ వదभ ݋ం࠼ߦ  క݋ అࣿړߖ సࠪనం మ࠼ߦ ࠉ ࠾ࡍం݋ వదभ ߕࣆऒ  క݋ అࣿړߖ సࠪనం ڒబܽद ھడन࡯ 
 ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ࣄ  ऒߖހబܽद మనం ఈ సࠬకరڒ సࠪనం ړ  ఇంట࡛ ࣊ ڵత ࡹపంࡐ दߵ ठంచవ۪ऐ , 
ఆ߯ మనం ߖߖ޳ పऱ࣒ छ޳  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ࣄ న࣒࠳ ࡌ  y x 
࣊ సࠪనం అం݄ ఇంట࡛ ړࣄ న࣒࠳ బܽद అం݄ڒ సࠪనం ړ ࠉ ࠑ న࣒࠳ द ఈకछߵ c 1 ࠑ ࣄ న࣒࠳ ࡽ a x a 
మ࠾ࡍ ఇంట࡛ ࣊ కएࡅ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ సࠪనం ړࠉ ࠑ ࣄ న࣒࠳ द అం݄ అం݄ߵ ࡍఆڝ  न݋ߝ y ob a 
ऒߕࣆ కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ  ࠾ࡍమ ࣄ న࣒࠳ ޜ ࡍఆڝ  न࠳ ݋ߝన࣒ ޷ ࠉ ࠑరం ߷ࡏघ పऱ࣒ ߖ న࣒࠳ ࡮  0b 0 c c
తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ ప ऱ࣒ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖࡗ܋  కएࡅ ࡌ  న࣒ av࠳ న࣒࠳ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴరం సࠪనం޷ 
న࣒ పऱ࣒࠳ తफం ࣋ए࠴ ࠑ  छ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ ࡛ छ छ޳ ࡛ రऴసం పऱ࣒ޔచ ࡌ  ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ , c v c a  c bs mod 

వర ړ ठ࠮లం ޳छ సࠪనం ࣋ए ࡌ छ छ޳ ړ ޴ߝబܽद అڒ ࡛ ఒక ࣋ए ࡌ छ కएࡅ ࡛  c av p  lus bs av mod c ab 
వర ठ࠮లం పऱ࣒  ࣋ए छ ओߩఇ ࡹ ࡛  ba ࡹఈ ۨऴతం ݡ

లంబంړ ڴ లంబంڴ ఇవछ బݟన పంړ फڶ ߖ ړయంݟ మ࠾ࡍ ఈ లంబ ߰డړ ߘ࢓ సࠪనంڴ pn ab pn pn pn d
పओۮ ంݟ.
 ఈ ࡅకए  ߰డړ ࢓ సࠪనం ڒబܽद ఈ ऴࠜޒజం ࡅ ࠗߦకए  ఈ ऴࠜޒజం ࢡ࢙ ࠗߦలङ ం ࡅకए లङࢡ࢙  ం pn d
సߘ ړߖڴంړ ݟ సࠪనం ڒబܽद ऴట࠻ంࡅ ࠗߦ ࡽڵకए లङࢡ࢙  ం ab pn
సగం ߘంړ ړࡹ ݟ సࠪనం, అం݄ అ࢐ వర ठ࠮లం ޳छ రऴసం పऱ࣒ޔఒక చ ړࡹ సగం ࡌ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ab pn c 
నవ۪ऐھߘక ڴ࢑ధం ఈ ߘ ࠗߦ ࡽڵం࠻ऴట ࠻ࡍఏ ݟ ݟంߘ  మࡏࠬ ࠾ࡍ 
ऴࠜޒజం ࡅ ࢟ߦకए  ఈ ࡌࢣल లߘ ఉపڵࡆంۨనߩओ కएࡅ ࢟ߦ జంࠜޒఈ ऴ ݡ लࡌࢣ  లߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ࡌ
ङ࡮ࢡ࢙ జంࠜޒऴ ࠭࠲ ऒߖ నవ۪ऐھߘక ݞږ  లङࢡ࢙ ࠗߦ జంࠜޒऴ ڕऱ మనࢁబܽद మڒ  ం ఉంܿం޴.
 సړߖڴ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ప ऱ࣒ ప  ࠑ  ऱ࣒ छ޳ న࣒࠳   న࣒ mod x one c v c a c࠳ పలࡹ ݋ڙࠈऴ ࡌ
छ޳ న࣒  ప࠳ ࡌ ऱ࣒ छ޳ ݭ࠵ ࠆࣔ న࣒ 0࠳ 0  న࣒ పऱ࣒࠳ న࣒࠳ ࡌ  ࣋ए छ  v y 1 y 1 cx 1 b c ab ࠑ ࡛
మ࠳  ࠾ࡍన࣒ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  అޔ࢓ం޴, మనం సరࢁకృతం m  inus plus cy one by a 
ओߩనࣄۯ కएࡅ ࠗߦ జంࠜޒऴ ޴ఇ ݡ లङࢡ࢙  ం 
߰ంޔ޶ం޳ ޴छ झڡ࠻ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ߤవ ࡌ  వڡ࠻ ߤझ  వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠑ   mod b c ޴ండవࡓ ޴ఇ ࣄ 
కएࡅ రऴసంޔఒక చ  ݟంߘ ݡంࡓ ࠾ࡍబܽद ఒకܽ మڒ  వర ठ࠮లం ޳छ ab mod abc ࠾ࡍఒకܽ మ ړ ࡌ
ए࣋ ࠾ࡍసగ࠭  మ ݡంࡓ छ సࠪనం  ప ړ ࡛ ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ छ޳   సగం ba d av mod ax 1 c mod c ࡌ
झߗబܽद కڒ సࠪనం ړ छ޳ ࡽ సࠪనం  1 ప ړ బܽदڒ भ޶సగం ర ࡌ ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ abcyv c d mod ax݋ࡐ ࡛
छ޳ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ఖల మధङࡔ సࠪంతర ݡంࡓ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ࡛  ఉనऒ  ݟంߘ రం޷ ఖࡔ 
ఏࠉ ߕ޼ంߖࡌ޷ ࢓޶ऒ  కھߘనవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ మనࡓ ڕంڡ࠻ ߤࡷ ݡझ  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ఒకܽ ࣄ   ړ
సࠪనం మڡ࠻  ࠾ࡍझ  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࣄ  झڡ࠻ ߤࡷ ݡంࡓ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒  ఒకܽ ࣄ 
ऒߕࣆ झڡ࠻ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ࣄ   ఈ ࡏࠬ కం݄޶ఖ ఎంࡔ సࠪనం సࠪంతర ړ
నऒھߘక ߘࡱ࢐ ఖలࡔ ݡంࡓ ओߩ ړపం  ࡏޑ޶ం߰ ߘࡱ࢐ దܽ࠴ ࡏࠬ ݡ फ ࠳న࣒ ࠉ ࠑ మࡓ ࠾ࡍండవ a 
పంړ फ ࡅకए छ޳  న࣒࠳ ݞږ ࡱ࢐   బܽद ఈ sa bڒ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱ࢐ फలڕపం ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࡌ
ړపం ޴బܽद ఇڒ ࡱఖࡔ సࠪంతర ࡱफڕపం ݡంࡓ फ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ పంړ फ ࡓంڒ ݡబܽद ߕࣆ ߖऒ  వړ ߤ x n 
సࠪనంڴ ఉంచంڒ ,ݟబܽद మనం ߕࣆऒ ప ߖ ߤన వ࠳సࠪన ړ ऱ࣒ छ޳   c y ߖసࠪనం అ ࠭ޑ޶ం߰ ࡌ
ړపం ڕబܽद మనڒ ࢓޶ంࠉ అం݄ ఈ ࠑ న࣒࠳ ޴फంࣆۨࣇ फ࠳ ࡹన࣒ ఒక ࠉం࢓޶ c 1 p p p 0 c 
ఉంܿం޴ అం݄ ఈ ࡔఖ ఈ ࠼ߦంࡹ ݋ అࣿߖऒ  కࣆࡱफం޴ అం݄ ఇߩओ ړండవ పంࡓ ݡ फ ߘంݟ ఈ ࠼ߦం݋ y 

ऒߖࡌ޷  కھߘనంڒ ݟబܽद  పంړ फ ࡓంߘ ݡంݟ ఒక޷ ߯ߖ޳రం ڒబܽद ఈ ޷రం అۮ ߖపओ ంݟ , పంړ फ p ps d 
కएࡅ ࢓޶ంࠉ ఈ ݟంߘ 2 घࡏ߷ ޴ߝబܽद అڒ రం޷  छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ࡮  p t d d ޴ߝసࠪనం అ ࡌ

ప 0 ݟంߘ ऱ࣒ छ޳ 1 ࣄ న࣒࠳ సࠪనం ړࡹ  పऱ࣒ ࠉ ࡌ ए࣋ 2 ࣄ  छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ పऱ࣒ ࠉ ࡌ ए࣋ ࠉ  छ బܽद mod a b dڒ ࡛
అ࠳ ݭ࠵ ޴ߝన࣒ 1 ࣄ ప ऱ࣒ సࠪనం, ࣋ए ړ 2 ࣄ  छ పऱ࣒ ݋ࡐ ందړ ࡛ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ అߖߖ޳ ࡏࠬ ߘ࢓ ࣋ए छ छ޳ ࡛  ࡌ
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ 1 ࣄ న࣒࠳ 2 ࣄ  ࣋ए छ కएࡅ ࡛ పऱ࣒ ݋ࡐ  ए࣋ ࠉ  छ ࡛ మ࠾ࡍ ఈ అ޴ߝ ఈ ࡓంݡ సࠪంతర d 
ఖల మధङࡔ రం తపओ޷   మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद మనం ߖࡌ޷ऒ  కھߘనవ۪ऐ   ఈ ࣇऴߖޑऒ  ఉపڵࡆంచడం 
छ޳ ఖల మధङࡔ సࠪంతర ݡంࡓ ߕ޼ఏ ࡌ  ఉనऒ  అంړߖࢡ ఇߩओ ऒߖڜ ڴరం߄వనల ఆ࠙ ݡంࡓ ఈ ݡ  
ఉ޳హరణలڕࣆޓ ߘం޳ం ڒబܽद పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ఐ޶ పంړ फ ߘంࡓ ݟం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ࠼ߦం݋ x y 
ऒߖࡌ޷  కھߘనంڒ ݟబܽद ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡓంڒ ݡ࠮ ݡబܽद ఇ࠼ߦ ޴ం࠳ ݋న࣒ ࡓంݡ࠮ ݡ మ12 ࠾ࡍ x
కएࡅ రం޷ ݋ం࠼ߦ సࠪనం ఈ ړన࣒ 5 2࠳ ऒߖࡌ޷   మనం క࡯ߕھߘ అం݄ ఈ ࡔఖ పߜऒ ంݡ y x 
 y ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ړݡంࡓ ޶న࣒ ఐ࠳
ఈ ࡔఖڶ ڴࡏࠪࣆ ߘయړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ ఈ ࡔఖ ఉంܿం޴ 

ఈకछ  x ܿ ࡽ
పओۮ ߖఅ ࢟ࠀ ܿ న࣒࠳ ܿ ࢟ࠀ ݀ న࣒࠳ ంڒ ݟబܽद ఈ ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ݀ ࢟ࠀ ࠑ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఈ 
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ఇకए ݋ం࠼ߦ డ ࠳న࣒ ݀ ࢟ࠀ ࠑ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए డ ఎకए ऒߕࣆ ߖ ࠾ࡍమ ޴ఉం ݩ  yړ
సࠪనం అం݄ ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦం݋ వڡࣄ ࠑ ߤझ  వڡࣄ ࠑ ߤझ  అం݄ ఈ ࠼ߦం݋x x 
వڡࣄ ࠑ ߤझ  అۮ ߖపओ ంݟ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ ఇకए డ ఏ޾ ఉంڒ ޴బܽद ࠼ߦంߤࡷ ݋ ఇޜࢂࢗ ࡮ంڒ ޴బܽद 
మనం ఈ ࡔఖ ߘంݟ ఈ ࠉంߖࡌ޷ ڕ࢓޶ऒ  క࡯ߕھߘ అం݄ ఈ ڒబܽद ߷ࡏघ  d d 1 ࡯డनھ ݟంచంڵࡆఉప ࡮
 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠑ  సࠪనం ࣋ए ړ  छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ ए࣋ ࡌ छ ࡛ ఇకए డ ڕ సࠪనం ఇకए డ  ړ సࠪనం c bs a a 12
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 5 ړ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2ړ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2ړ సࠪనం b c x 1 y 1 x 1 
మړ3 ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ घࡏ߷ ߘవࡱ࢑ ఈ ݡ y 1  d ړ12 ݭ࠵ ޴ఇ ,ݟసࠬకరణం߯ ఉంచం ߯ ࡮
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ ए࣋  ړ  న࣒࠳ ࠾ࡍమ ړ ݟంߘ  న࣒࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒ న࣒  ࣋ए࠳  छ 2 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ 5 3 2 12 5 20 
ప 144 ࠑ న࣒ 2࠳ ࠾ࡍన࣒ 15 మ࠳ న࣒ 24࠳ ऱ࣒  25 అం݄ 169 ڒబܽद ఇ24 ޴ మ41 39 ࠾ࡍ ఇ13 ࠑ 41 ޴ 
ߖ࠿ ऱܿ ڒబܽद ఇ޴ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ړరం ఈ పం޷  फ ߘంࡓ ݟం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ఐ޶ x y
ంచవ۪ऐڵࡆమనం ఉప ڴ࢑ధం సࠪనం ఈ ړݡంࡓ  ఈ ߷ࡏघ ओߩఇ ࡮ ݡ࠮ ޴హరణ ఉం޳ఉ ࡗమ ڕమన ݡ

 పऱ࣒ ړపం ڷࡱߕ  फ మధङ ऒߖࡌ޷  घࠫޛ  ప  ࡏఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޴ ऱ࣒  ఎ޴ࠫߖ పړߘࣜ޴ సࠪనం x y x y 
బܽद ఇۨऐڒ న పంړ फ ݡ࠮  ప ऱ࣒ घࠫޛ ڷࡱߕ  బܽद 3  పڒ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ޴ ऱ࣒  x y x y ړన࣒ 9  0࠳ 4 
సࠪనం మࡖక పంړ फ  ప ऱ࣒ ړసࠪనం, మనం ఈ పం ړ  फ߄ࣃ  ߖరణ  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ    6 x i 2y 15 2 3x 4y 
సࠪనం 15.
ప  ݡ࠮ బܽदڒ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡంࡓ ߘࣜ޴న࣒ ప࠳ ڷࡱߕ  घࠫޛ న࣒࠳ సࠪనం ఈ ړ  ఒకܽ x y ࣄ ޴ఇ ޴
మ࠾ࡍ ఈ ࠳న࣒ పࡓ ࠑ ߘࣜ޴ంࡓ ࣄ ݡంڒ ݡబܽद ࡓంݡ సࠪంతࡌల మధङ  ࡱफڕపం ݡంࡓ రం ఈ޷ 
సࠪంతర ࡔఖ ఎం޶కం݄ ݡ࠮  పऱ࣒ ప  ݡ࠮  ڷࡱߕ  ऱ࣒ छ޳ ڷࡱߕ   x x y ڴసࠪనం ࡱ࢐ ߖ޳ ࡌ
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡓంݡ పంڕफࡅ ࡱకए  సࠪంతర ڷణకం మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠬకరހలࡹ సࠪనంڴ x y 
ఉంܼ࠼ అߩओ బܽद ఇకएڒ ࠼ఉంܼ ڴఖࡔ సࠪంతర ࡱఖࡔ ݡంࡓ ݡ డ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡏڷफڕ సࠪనం c 
మࡓ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ ࡏڷफڕ సࠪనం మࡓ ࠾ࡍం࠳ ݡన࣒ పڕߘࣜ޴ సࠪనం  ࡓం޳ ݡछ  c c ݡంࡓ ࡌ
సࠪంతర ࡔఖల మధङ  ఒకܽ mod c c mod c ࡏࠬ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ݡంࡓ రం޷ 
ए࣋ ޶ڒ ݡంࡓ న࣒࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ݋ࡐ ࠹బऱߦऴ ߠ ݋ࡐ ందړ ࡛  న࣒ c b࠳ ޴బܽद ఇڒ 
పࡓ ࠑ ߘࣜ޴ంݡ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠫޛघ న࣒ పऱ࣒࠳ న࣒࠳ ޴ घࠫޛ   ङݡࠪ ޴ ల࣒ ࣋ए छ छ޳ ݋ࡐ ࡛  ఒక ࡌ
࣋ए छ ࡛ అం݄ ݡ࠮ ఒక చޔరऴసం ݡ࠮ ఒక చޔరऴసం ࠬߖ޳ ࡏऒ  మࢁऱ ࠳న࣒ 15 2 ࠑ ప ऱ࣒  9 ࣋ए छ ࡛ mod 
छ޳ ݋ࡐ ए࣋ ࣊ ݡ࠮ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒ झ࡛ࠂ   ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ పऱ࣒ ߘࣜ޴న࣒ ప࠳ న࣒࠳ ݭ࠵ బܽदڒ   d 
ప޺भړ޴ࠫߖ సࠪనం 2 మ޳ ࠾ࡍछ కएࡅ 25 ޴ߖఅత ࡌ  వర ठ࠮లం ڒబܽद ఇ5 ࠑ 2 ࠑ 3 ޴ అం݄ ࠑ ݡ࠮ t 
పߖ࠿ ޴ ऱܿ ڒబܽद ఇࡓ ޴ంݡ సࠪంతࡌల మధङ  ఖలࡔ సࠪంతర ݡంࡓ ߕ޼మనం ఏ ڴ࢑ధం రం ఈ޷ 
మధङ ऒߖࡌ޷   కھߘనవ۪ऐ  ఇߩओ కएࡅ రం߄ఆ ݡ  సࠬకరణం అޙ࠼ మࡖక సమసङ  మంۨ సమసङ  
సమࣗࠈ ऴࠜޒజం  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ࡏన࣒ ఆ࠳  పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ంݟ ఈ సࠬకరణం  ప ऱ࣒  x y x y ࡏన࣒ ఆ࠳ 
ऒߕࣆ కएࡅ ࣒ࠐ ޴సࠪనం ఇ ړ  సࠬకరణం మ࠾ࡍ వङ రࢣ కࡔޒ लం ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ bc 
కएࡅ ࣒ࠐ ఈ  ޴ఉంܿం ڴࡏ޶ఎ ړ߯ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ రࢣ  लం అߩओ లङࢡ࢙ జంࠜޒऴ ݡ ం అం݄ a b abc 
కߘక ఇ޴ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ڒబܽद ఈ ڝణం ऴపڝ ޒణం 60 ݟऴߘ ߖ޵ ࡱڶంߘ ݟంݟ ఈ ࣃब వړߖࡌ లంబంڴ a 
కएࡅ फޔఈ ఎ ࠾ࡍమ ޴ఇ ݟయంڶ  ߰డ޳ࡶ ࢓ లంబంۮ ڴపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ ࠉం࢓޶ మ࠾ࡍ ఈ b a d 
సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ࢙ߩ ۫డంݟ ఈ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ऴࠜޒజంڝ ࡹణం మޛ ࠾ࡍంࠢ d a a abnabn b a 
छ޳ ݟంߘ  సࠪనం ڶऴݟ అర࢙ ߤ࣌ బܽदڒ సࠪనం ړڶऴݟ అం݄ ఈకछ ࡌ  al p h sine 60 d d by k ړ ࡽ
మݟ  ߤ࣌ ࠾ࡍऴڶ ఈకछ ఈకछ  ࠑ  ݋ࡐ ړ ࡽ छ޳ ܿ ࡽ సࠪనం 60 ړ ݀ ࠑ ޓऴ ݋ࡐ అం݄ ޴ఇ ࡌ 3 2 d a d a
మధङ ࠾ࡍఈ మ ޴బܽद ఇڒ  సంబంధం మనం ఈ ऴࠜޒజం ࢙࡮ࢡङ ऒߖ  కڝߘए  జం a dࠜޒబܽद ఈ ऴڒ ࡯࢐
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ  కڝߘए ऒߖހసࠬకర ߖ޵ బܽदڒ ࡯࢐  కڝߘए ంڒ ݟబܽद ߖ޵ సࠬకరణం 

బܽद bc bcڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړ కం݄޶సࠪనం ఎం ړߖ޳ఒక ࡱ࢐ సࠪనం  ఒక ړ న࣒࠳ ࡱ࢐ ࡱ࢐ n 
కएࡅ  సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరణం అం݄ 1 ࡱ࢐ ߖ޵ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 ࠳న࣒ 1 ڷంޙࢀࢗ ݞ  ప ऱ࣒  1 1 y x 
 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ 1  ऒߕࣆ  సࠪనం ړ న࣒࠳  సࠬకరణం x y x y ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ x 
ऒߕࣆ న࣒࠳ छښఈ ޴సࠪనం, ఇ ړ షߤ ݀ అۮ ߖపओ ంݟ మ2 ࠑ 3 ݋ࡐ ࠾ࡍ అۮ ߖపओ ంݟ, ఇ1 ޴ అߖ y 
పओۮ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం 2 ߕࣆ ߖऒ సࠪనం  ప ړ ऱ࣒  x y ݡ࠮  ݟయంۯ సࠬకరణం ޜࡏన࣒ ఆ࠳ 
బܽद  పڒ బܽद సࠪనంڒ ݟంߘ డవ࠮ ࠾ࡍండవ మࡓ బܽदڒ ऱ࣒  సࠪనం 6 ఇࣆۨࣇ ߖ ޴फం޴  y x x x xe
qual to 3.

సࠪనం ݡ࠮ మڒ ࠾ࡍబܽद ڒ ݡ࠮ ݞږబܽद ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ మధङ బܽद 3 పڒ రం޷  ऱ࣒  తफం  x y࠴ 1 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  3 ప ऱ࣒ కएࡅ రऴసంޔతफం చ࠴ 1   వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڷࡱߕ చޔరऴసం పऱ࣒  రऴసంޔచ ڷࡱߕ 
అం݄ ࡓ ࡱ࡮࠮ ڷࡱߕంݡ ఇߩओ d d 4 ݋ࡐ ޴ߝసࠪనం అ ړ ݋ࡐ  అం݄ ޴ߝఅ ࡹజంࠜޒఈ ऴ ݡ 2 d 
a ړޓऴ ݋ࡐ ࠑ ݡంࡓ ݋ࡐ ޴ࠫߖఎ ޴అం݄ ఇ ݀ ࠑ ޓऴ ݋ࡐ సࠪనం 2 ݋ࡐ 4 ݟంߘ సࠪనం, 1 ړ 2 ࠑ 3 a 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ऴࠜޒజం మ࠾ࡍ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ࡅకए  ऴࠜޒజ ࢙ࢡలङ ం abc abc 
ए࣋ ࡛ࠂ ࠑ ޓऴ ݋ࡐ బܽदڒ छ ࡛ అం݄ ݋ࡐ ऴ࠴ 3 ݋ࡐ ࠑ 2 ݋ࡐ 8 ࡛ࠂ ࠑ ޓతफం ࣋ए छ ࡛ ఇ4 ࠑ 3 ݋ࡐ ޴ a 
 జం abcࠜޒమనం ఈ ऴ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ݋ߖ࠿ ߩచదర 3 ࠑ 3 ݋ࡐ బܽद 32ڒ 3 ࠑ 2 ߤఇ 64 ݟంߘ
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ  కھߘనవ۪ऐ ऒߖޑऴࣇ ర޷ ,  ఉపڵࡆంచడం ޳छ కएࡅ ޳ࡶ మనం ఈ ࡌ ऒߖࡌ޷   d ݞږ 
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కھߘనవ۪ऐ , ఇߩओ ऒߖޑऴࣇ ర޷ ݡ  ఉపڵࡆంۨ ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद మనం ఈ ऴࠜޒజంࡹ ఇۨऐ న abc a 
ఈ 1 ࡱڶऴݟ  ޴బܽद ఇڒ బܽद  ఇڒ జంࠜޒऴ ࣗࠈజం సమࠜޒఈ ऴ ࠾ࡍన࣒  మ࠳   సࠪనం ڕ న࣒࠳ 1 abc 60

కएࡅ  సࠬకరణం  ప ऱ࣒ పओۮ ߖఅ ޴ఇ ݟయంڶ ڴఈ లంబం ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 6 0࠳  ంݟ bc x y a 
మ࠾ࡍ ߰డ࢓ లంబంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ࢙ڒ ߩబܽद సࠪనం ޷రం d a d 
घࡏ߷ ए࣋  ࠑ  న࣒࠳  న࣒࠳  న࣒࠳ ߖ ݭ࠵ ࡮ छ ࡛ ప ऱ࣒   ࣋ए छ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ ࡛ 1 ݭ࠵ ޴ఇ ࡌ 1 6 s1 1
 సࠪనం ړ޴ࠫߖఎ ݀ ݋ࡐ ࠑ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳
ऒߖ޵ ࡏࠬ ޳ࡶ  ఎ݋ࡐ ޴ࠫߖ ݀ ݀ ݀ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  d ࠾ࡍమ ڴఈ లంబం ޳ࡶ రం޷ ޴బܽद ఇڒ 
ऴࠜޒజం ࡹ ߰డ࢓ ఎం޶కం݄ ݟऴڒ ڶబܽद ࣌ݟ 60 ߤऴ࣒ࡓ ڶद మనం ఈ ߦపం అర࢙ ݟऴߖڶ abn n 90 

d ࡱ࡮࠮ ޴ࠫߖఎ ޴బܽद ఇڒ 2 ࠑ 2 ݋ࡐ 8 ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ޓऴ ݋ࡐ ࡱڶऴݟ పం అర࢙ߦ బܽदڒ సࠪనం ړ a 
छ޳ ݡంࡓ ࡱ࡮࠮ ޴ࠫߖఎ ޴ߝబܽद అڒ ݡ࠮ లం࠮ న࠳సࠪన ڕݡంࡓ  a ڕల࡮࠮ ݡ࠮ ࡌ
సࠪనం ڒబܽद ऴࠜޒజం ࡅకए లङࢡ࢙  ం సړߖڴ సࠪనం ړࡹ అం݄ సగం 8 ޳ 2 ݋ࡐछ  abc a d 3 ݋ࡐ ࡌ
మ࠾ࡍ అం݄ ࠮ ݟڕలం 2 2 ࠑ.d  
 ఇ3 ݋ࡐ ࠑ 2 ݋ࡐ 16 ޴ ࣋ए छ  pq ࢓డ߰ ݦఉం ڴలంబం ڕफల వరڕపం ݟంߘ లం࠮ ޴ߝఅ ߠఅ ݋ߖ࠿ ࡛
అ࠳ ޙ࠼న࣒ సࠪనం ࡓంܼޓ ݡ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  x cos theta y sin theta k cos xx theta y cos

సࠪనం వࡏసڴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ڷࡱߕ  छ ࡛ సࠪనం అࣆۯ ࢓܌ࡏ ߖफం޴ ࣋ए छ  బܽद x theta k p q kڒ ࡛
ఇۨऐ న సࠬకరణం ࠳ ܼޓన࣒ సࠪనం ࡓంڒ ܼޓ ݡబܽद x cos y sin theta k cos x cos theta 
కएࡅ ఖࡔ ఈ ݟంߘ లం࠮ బܽदڒ సࠪనం ړ0 ܼޓ న࣒࠳ ܼޓ ߤ࣌ న࣒࠳  y k cos 2޴ఇ ࠾ࡍరం మ޷ 
p

ఇవछ ڴ బݟం࠮ ޴లం ߘంݟ ఒక పంړ फ ޷రం ఇ޴ ऴపశऒ  ऴపڒరం ఉంܿంڒ ޴బܽद అ޴ߝ  so p p mod 0 
 సࠪనం k cos 2 ڕܼޓ న࣒࠳ న࣒ 0࠳
ए࣋ ࣒ڒ छ కएࡅ ܼޓ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒ ए࣋ ܼޓ ߤ࣌ న࣒࠳  छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ छ޳ ࣒ڒ ܼޓ ࡛  k cos 2 ڕܼޓ ࡌ
సࠪనం  ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ߤ࣌  छ ړऱ పంࢁమ ܼޓ ݀ ࣒ڒ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ܼޓ ࡛ फ ࡅకए  k 
మࡖక సࠬకరణం ఇవछ బݟం޴ ࣊కܼޓ ߘ పऱ࣒ ఈకछ ܼޓ ڡ࣊ڝ   x y x ܼޓ ࣒ڒ ࠑ ߖߖ޳ ࠭࠲ సࠪనం ړ ࡽ
 ప ऱ࣒ ఈకछ ܼޓ ߤࣄ ࠑ  ऴ࢐యవ۪ऐ ړ ࡽ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ߖߖ޵ బܽदڒ  పऱ࣒ ܼޓ ߤࣄ   y a sx y ࣒ڒ ܼޓ ࣒ڒ 
పऱ࣒ ܼޓ ߤࣄ ߖߖ޵ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕܼޓ ߤ࣌ ڙ ړࡹܼޓ  x y ࣒ڒ ڴܼޓ ߤ࣌ 2 ࡹڙ 2 ࠑ 1 ڴܼޓ ࣒ڒ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴܼޓ ప  ߖߖ޵ అం݄ మనం ܼޓ 2  ߤ࣌ 2 ࠑ ڙ ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒ న࣒ x sin theta y k࠳ ܼޓ ࣒ڒ 
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߕࣆ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ݡంࡓ , ړసࠪనం, ఈ పం ړ फ ࡓంݡ అۮ ߖపओ ంݟ ఈ పంړ फ ࡓం࠮ ݡలం 
ऴపశऒ ߖఅ ݡంࡓ ݟంߘ  ऴపڒరం ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद అࡓ ޴ߝండవ పంړ फ ޷రం  ࠮లం ߘంڒ ݟబܽद q q 
ప  ࡏࠬ ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌ ߘవࡱ࢑ న࣒࠳ 0  छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ  छ కएࡅ ܼޓ ࡛  వర ठ࠮లం ޳छ x 0 y 0 0 k x ࡌ

 ప ऱ࣒ ओߩఉంۨన ߘవࡱ࢑ న࣒࠳ 0  ప  ޴ߝఅ ݡ ऱ࣒  y 0 0 k q mod 0 0 ࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ0 
సࠪనం ܼޓ ݀ ߤ࣌ 2 ࠑ ఎం޶కం݄ ߤࣄ ࣋ए छ పऱ࣒ ܼޓ ࡛ ए࣋ ࣒ڒ  छ  బܽद q kڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ܼޓ ࡛

ఇߩओ మనం ࣋ए ݡ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ڷࡱߕ  छ ࡛ సࠪనం అߧ۫ ߖంۧڒ ࡯బܽद ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  p q p qs ڷࡱߕ 
࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ࣋ए छ ࡛ సࠪనం  ڒ ܼޓ ݀ ࣒ڒబܽद ࠴ ܼޓ ݀ ࣒ڒతफం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  p p k k 
మ࠾ࡍ అࡓ ޴ߝంݡ ࣊.q 
ए࣋ ܼޓ ݀ ߤ࣌ ݀ ࠑ ڙ ړ ߤఇ ࡛ࠂ బܽदڒ ࡹܼޓ  సࠪనం ړ छ ࡛ ఈకछ ए࣋ ޴ఉంܿం ڴ ࡽ छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛ ݀ k 
పऱ࣒ ܼޤ ܿ ߤఇ ࡛ࠂ  ए࣋ ڙ  छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ࠂ ࠑ ࡛ छ ए࣋ ڙ బܽदڒ ܼޓ ݀ ࡛ छ ए࣋ ښ ڡ݄ ࡛ छ ए࣋ ࣒ڒ ߤమڒ ࡛ छ ࡛ ݀ 
పऱ࣒ ܼޓ ए࣋ ߤ࣌  छ ए࣋ ޴బܽद ఇڒ भ޶ర ڷࡱߕ ڷࡱߕ  కం݄޶ఎం ܼޓ ݀ ࡛ छ బܽद ࣋एڒ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  k p 
క సమసङࡖసࠪనం మ ړߖࣃరऴޔరऴసం చޔచ ڷࡱߕ  సࠪంతర ࡔఖ ݡ࠮  పऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  ఆࡏ q k x y 
ऒߕࣆ घࠫޛ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ప  ޴ ऱ࣒  ఆߘ ࡏంݟ సࠪన ޷రంࡹ ఉనऒ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరߖހऒ  x y 
కھߘనం࠳  ݟన࣒ ఏߕࣆ ݡऒ బܽद ఇవछڒ సࠪనం ړ బݟన పంڕफݡ࠮ ࡱ  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  ఆߕࣆ ࡏऒ  x y ړ
సࠪనం మࡓ ࠾ࡍండవ పంړ फ ఇ࠴ ޴దܽ పంړ फ ࡓండవ పంړ फ ࠫޛघ ప  ޴ ऱ࣒  ఆ࠳ ࡏన࣒ ఏߕࣆ ݡऒ  x y ړ
సࠪనం ڒబܽद ߄ࣃరణ ڒ ݡ࠮బܽद ݡ࠮  ప ऱ࣒ ړపం  ݟంڝࣆޓ న࣒࠳ ݡంࡓ  फߕࣆ ࡹऒ  x yݡ࠮ ޜݡఏ ړ
సࠪనం ࠴దܽ మࡓ ࠾ࡍండవ޴ మࡅ ࠾ࡍకए  సࠪంతర x y ࡱफڕపం ݡంࡓ బܽद ఈڒ ణకం సࠪనంڷ 
ओߩఇ ߖఅ ࡱఖࡔ ړపం ޴ఇ ࡱफڕపం ݡంࡓ ఈ ,޴ఉంܿం ࣄనవలھߘమనం క ݡ फ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ పంړ फ ࡓంݡ 
అߦۮ ߖओ కएࡅ ఖࡔ సࠪనం  ఈ  ࡯  అߤ࠻ సࠪన޷రంࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అޙ࠼ ఇݞږ ޴ d d 
మనం ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  క࡯ߕھߘ అం݄ ఈ పంړ फ ࠮డవ޴ అۮ ߖపओ ంݟ అం݄ మనం ࠮డవ ࡔఖ 
కएࡅ  సࠬకరߖހऒ  కڒ ࡯ߕھߘబܽद మనం ࡮ۧ ߖߖ޳ వరڕ కھߘనవ۪ऐ   ࠪర ठం అޙ࠼ ఏߕ޼ సࠬకరణం
కएࡅ ఖࡔ  ఇۨऐ న సࠬకరړߖހ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴, అߩओ ప  ߖߖ޳ మనం ݡ ऱ࣒   ప ऱ࣒  అ3 ړ0 ߖx 2y k 
సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఈ పంړ फ 1 వ పంړ फړ సࠪంతరంڴ ఉందۮ ߖపओ ంݟ, ఈ 
పంړ फ ఒక పంړ फړ సࠪంతరంڴ ఉంܿంߖ޵ ࡏࠬ ޳ࡶ ޴ऒ  సࠪంతర ܿڕంబం అۮ ߖపओ వ۪ऐ  ړ ߤవ ߤࡷ 
సࠪంతరంڴ ఉంݦ పంڕफࡱ 
ఈ పంړ फ ݡ࠮  ప ऱ࣒  ݀ ఐ ऴޓ  ప ऱ࣒  ݀ ఐ పऱ࣒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ బܽदڒ సࠪనం ړ  క x x k x yߘసࠪనం క ړ
అ࠳ ޴ߝన࣒ ړ సࠪనం కߘక మనం ఈ ࡱ࢑వߘ కࡓ  ࡯ߕھߘంڒ ݡబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఈ ࠼ߦం݋ k k p 
కएࡅ ࡍఆڝ  न࠳ ݋ߝన࣒ ޳छ పओۮ ࡌ ంݟ అం݄ ऴపశऒ  ऴపڒరం ఈ ࡔఖڕ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽࡹ p 0 k 2 
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సࠪన ޷రం అߖ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ఈ ޷రం ޷రం మ࠾ࡍ ఈ ޷రం సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ ఇ޴  
పంړ फ ݡ࠮  ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  6 మ࠾ࡍ ఇ࠳ 9 ߤࡷ ޴న࣒ 7 సࠪనం 0 ڒబܽद ऴపశऒ  ऴపڒరం ఈ x i xp  lus 6 y d
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠪనం ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం, ఇ޴ d d d 

ప  ݟంߘ  ऱ࣒ ప  ݟంߘ న࣒࠳ ڕవర  ݟంߘ న࣒࠳   ऱ࣒ झڡࣄ  వర ݡ࠮ ߖ ݭ࠵  ठ࠮లంڵ࠙ ޜంచం3 ݟ 0 2 k 2 k 2
చޔరऴసం పऱ࣒  ݀ ࣊ చޔరऴసం ړ ݭ࠵ సࠪనం మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  మࢁऱ ݡ࠮  ప ऱ࣒  x y ߤࢗ࣊ న࣒࠳ ݀ 
ఈకछ ޓऴ ࠑ ऒߕࣆ ړ ࡽ  అߖ ऴࣃ࢐फ ప  ݟంߘ  బܽदڒ ࠭ ऱ࣒ ए࣋ ࣊ ޓऴ ࠑ ޓऴ ࠑ ߤࢗ࣊ న࣒࠳  ࠑ ڙ న࣒࠳   छ ࡛ 3 0 2 2
 ప ऱ࣒  ݀ ࣊ ࣋ए छ యవ۪ऐۯ भ޶ర ࡏࠬ ߖంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ ࡛ న࣒  ప࠳ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒  ఆࡏ k mod k mod
ప  ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړޓऴ ࠑ ߤࢗ࣊ న࣒࠳ న࣒࠳ ऱ࣒  k k ڴ ݭ࠵ ޓऴ ࠑ ߤࢗ࣊ 
ऴ࢐యవ۪ऐ న࣒  ప࠳ బܽदڒ  ऱ࣒  ఆࡏ పऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒ छ޳  సࠪనం ړ  న࣒  ప࠳ అం݄  ࡌ ऱ࣒  k k 7 3 k 6 
సࠪన࠳న  ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ޳ࡶ 3 ࠑ 7  ऱ࣒ ధङࣃ ޴సࠪనం, ఇ ړޓऴ ࠑ ߤࢗ࣊ న࣒࠳ న࣒࠳ 6  ం ڒ ޶ڒబܽद k k k 
ఈ ߖజ࠳న ఫ࡯తం ۮలऱڒ ޶బܽद మనం ఒక ఫߖޑ࡯ऒ  ࠪऴత࠲ పࡍగށంచవ۪ऐ  k ݡంࡓ  న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ 
అ࠳ ޴ߝన࣒ ఆࡏ పऱ࣒  ఏࠑ ݡ ऴړޓ సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ړ సࠪనం   ప ऱ࣒ k e ࠑ ߤࢗ࣊  ighteen 
ऴڒ ޓబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 2 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 9 ࠳ 3 ࠑన࣒ 11 ࠳ 3 ࠑన࣒ 11 ࠳ 3 ࠑన࣒ ࠳న࣒ ర޶भ ڒబܽद ఇ޴ k k 
అړ 6 ࠑ 11 ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद అం݄ పదڜంࠑ ݡ ఆڒ ࡏబܽद పంړ फ సࠬకరణం ݡ࠮  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  k x y k 
సࠪనం అం݄ 3  ప ړ0 ऱ࣒  2  ప ऱ࣒ ఈకछ 6 ࠑ 11  అం݄  ప 0 ܿ ࡽ ऱ࣒   ప ऱ࣒  11 ఈకछ ఇۨऐ 0 ܿ ࡽ న 2 x y 18x 12y 
ఉనऒ ࡹరం޷ సࠪన ݟంߘ ߤࡷ ओߩఇ ߤࡷ  ऒߜప ړహరణ޳ఉ  ޴కܽ ఉంࡖమ ڕమన ݡ ంݡ  ప ऱ࣒  ఐ޶ x y 
పంړ फړ లంబంڴ ఉంݦ సరళ ࡔఖ సࠬకరߖހऒ  కھߘనంݟ   పంړ फ ఒకړߖ޳ లంబంڴ ఉనऒ  పంړ फ ఐ࠳ ޶న࣒ x 
పߜऒ ంݡ  ప ऱ࣒  ऴపశऒ  ऴపڒరం ߕࣆऒ ऒߕࣆ ޴సࠪనం, ఇ ړ ړన పం࠳సࠪన ړ फ ఐ࠳ ޶న࣒ పߜऒ ంݡ y k x y 
 ప ऱ࣒  అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ڷࡱߕ ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం޷ ݋రం ఈ ߤࡷ k p 
ߖ࠿ ݡంࡓ ݟంߘ ऱܿ ڒబܽद ఉపڵࡆంۨ  ࢙ఖࡏ߷ ࡍघ  p di 1 ݟంߘ 12 ݟంߘ న࣒ 4࠳ ݟంߘ 5 ݭ࠵ ࡮
 ప ऱ࣒  వర ठ࠮లం 5 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  12 ࣋ए छ ࡛ ఈకछ న࣒ 20 ప࠳ ޴ఇ ړ2 ࡽ ऱ࣒  12 ప ऱ࣒ छ޳   ఒక అర࢙ k mod k ࡌ
घࠫޛ పऱ࣒ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ݭ࠵ బܽदڒ ݡంࡓ సࠪనం ړ޴  పదړݡ࠮ సࠪనం  ࡓంݡ ఇ࠳ ݭ࠵ ޴న࣒ k 
ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  అం݄ ఇర࢙ ఆړࡏ సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  అ޴ߝ పऱ࣒  k k ړࡏన࣒ ఇర࢙ ఆ࠳ 
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ అ޴ߝ ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒ బܽद అం݄ ࠭߯ओڒ సࠪనం ړࡏన࣒ ఇర࢙ ఆ࠳   k k ࠾ࡍమ ڷࡱߕ 
ړన పం࠳బܽद అవసరڒ ޴ࠫߖभ޺న࣒ ప࠳ फ ࡅకए  పంړ फ సࠬకరణం ఐ࠳ ޶న࣒ 12  ప ऱ࣒  34 సࠪనం 0 ޳ࡶ x y 

ऒߕࣆ ޴ࠫߖभ޺న࣒ ప࠳ న࣒࠳ ओߩసࠪనం ఇ ړ రࢣ ࡹజంࠜޒऴ ݡ लం ఉనऒ  ऴࠜޒజంࡹ మࡖక 5x 12y 
ఉ޳హరణ ࡓం࠳ ڷࡱߕ ࠉ ݡ࠮ ݡన࣒ ఒకܽ ڒబܽद మనڕ ఒక ऴࠜޒజం ఇవछ బݟం޴ a two three b 

మࢣ ࠾ࡍర लం ߘంݟ ఎޔफ ࡅకए  సࠬకరణం మ࠾ࡍ ߰డߘ࢓ four minus one c minus 1 2 
కڝߘए एڝߘమనం క ࡯࢐ छ޳ న࣒ 1࠳ ,సࠪనం ڕࡱ࢐ ࡱ࢐ బܽदڒ ࡯࢐ పऱ࣒ ݡంࡓ ࡌ  వߤ a bc bc 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 4 సࠪనం  ࠳న࣒ 3 ࠳ ړ5 ࠑన࣒ ߘ ݡ࠮ంݟ ఐڒ ޶బܽद ࡅకए a n bc ڴలంబం ړ ࡱ࢐ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡅకए छ޳ ޶ఐ ࡱ࢐  బܽद సࠬకరణ ऴపశऒڒ ݡ࠮ ࡌ  ఎޔफ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  n 
కھߘనంڒ ݟబܽद ࡅకए  సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరణం ࠳న࣒ ݡ࠮ సࠪనం ఐߘ ޶ంݡ࠮ ݟ n y x 
 y x x yߖసࠪనం అ ړ న࣒ 1 0࠳ ࠾ࡍన࣒ 3 మ࠳ బܽद 5ڒ సࠪనం ړ న࣒ 10࠳ న࣒ 9 5࠳ బܽद 3ڒ న࣒ 2࠳
ओߩఇ ,޴फంࣆۨࣇ కएࡅ फޔమనం ఈ ఎ ݡ  సࠬకరణ ߰డߘ࢓ కڒ ࡯ߕھߘబܽद ࡅకए  సࠬకరణం n bc bc 
కएࡅ  సࠬకరణం ڒబܽद ښవలం ఒక ࠼ߦం݋ పࡍగށంచంڷࡱߕ  ݟ ఒకܽ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఒకܽ ڒబܽद b y 
 ప ऱ࣒  ఒకܽ సࠪనం మࡅ ࠾ࡍకए  న࣒ 4 bc x࠳ ࠾ࡍమ 5 ࠑ న࣒ 3࠳ బܽदڒ ޶ఐ ࠑ ݡ࠮ న࣒࠳ ࡱ࢐ 
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  ఐ࠳ ޶న࣒ ݡ࠮  ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ࠮ ݡ  ప ऱ࣒  సࠪనం 5y x x ڕ 
ఐ޶ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 7 0 y 
ప 2 ړ3 ݭ࠵ బܽदڒ సࠪనం ړ ऱ࣒ సࠪనం 3 ࣋ए ړ  న࣒ 7࠳ 3 ړ5  छ ࡛ ప ऱ࣒  ఐ޶ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం ఆࡏ పऱ࣒  
పڕߘࣜ޴ సࠪనం ఇర࢙ ఒకए  14 ݭ࠵ 14 ݡన࣒ ఏ࠳ 
25 ప ऱ࣒  9 వర ठ࠮లం 34 ࣃए छ छ޳   ߕ޼మనం ఏ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ݋ࡐ ࡎ టऱߖ࠿ సࠪనం  34 ړ14 ࡌ
ऴڒ܉ࠜޒర ࡌࢣल ల ߰డ࢓ మ࠾ࡍ ఎޔफ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ  
ओߩఇ ࡔబܽद సڒ झߜڒ ࡍప޶త ࠭࠲ ݡ ऐࡍచ ࡹ ߤక ࣊షࡖమ ߘ दߵ फࣃ ࠭ సࡔ ధనङ  ࡱ޳࢐
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