
छࣃ  గత ޳࢑ङ ࡍ ब ఇߩओ फࣃڵࣃనڜ ߘఖࡔ సరళ ࠭࠲ ݡ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ࠮ ޴డవ ఉపߕङ సం ఇߩओ సరళ ࠭࠲ ݡ
కएࡅ ࡯డनھ ఖ సࠬకరణࡔ ऒߖߦࡐ రణ߄ࣃ   ప ऱ࣒ छ޳  ऒߕࣆ ࡌ ڵత ڕలߦࡐ న ఇతర࠳సࠪన ړ ठంచړߖݞ c 
ऴపయޒऒ फࣃ ࠭, ఆ ߷రࡓ ࠹ండవ ޴ ڕࡱ࢐శڴ ఉండవ۪ऐ  ఇ޴ అంతࡌయ ړߖߦࡐ తڵ ठంڒ ߩవ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
చరङޒऴప ړߖߦࡐ రణ߄ࣃ ޴ఇ ޴డవ࠮ వ۪ऐڒ  ڵదܽ త࠴ ړߖߦࡐ యࡌఅంత ࡱ࢐ బܽदڒ  ठంڒ ߩబܽद 
ప ࡯డनھ సࠬకరణం ࡹపంࡐ రణ߄ࣃ ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ऒߕࣆ   ऱ࣎ ࣊ ఇంట࡛ ߵ  అం݄ y mx ޴సࠪనం, ఇ ړߖߦࡐ दߵ
 ప ऱ࣒ ऒߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړ   ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈ࠳ ܘన࣒ ڡ࠻झ అర ߖ޵ ߖఅ ࣄ న࣒࠳  बం అం݄ c by y 
झڡఎࠉ ࠑ న࣒ ఎ࠳  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠉ ࠑ ࣄ ఇߩओ ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ ݡ లऐ߱ ޜ  ంݟ, ఇ޴  ప ऱ࣒ y ړࣄ  mx 
సࠪనం ڒబܽद ఇకए డ ఈ సࠪనం  ࠳న࣒ ࠉ ࠑ మ࠳ ࣄ ࠾ࡍన࣒ ړ ࠑ ࣄ సࠪనం అం݄ ఈ పంړ फ ھడन࡯ m a v 
 ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒  y y ࡹ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ޴फంࣆࡱవదभ అࣾం క ࠉ ࣄ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ࠉ ࠑ న࣒ ఎ࠳ ࡱ࢐ ࣄ 
ఏ߄ࣃ ߕ޼రణ సࠬకరߖހऒ  తڵ ठంచవ۪ऐ   ఇߩओ ప  ݡ ऱ࣒  ߷రړ ࠹ సࠪనం త޶పࡍ తڵ ठంߩ అం݄ మࢁऱ mx c 
అడनڵంచడం ߷రڕ ࠹ తڵ ठంߩ మన߄ࣃ ڕరణ ࡐపంࡹ సࠬకరణం ఉంھ ޴డन࡯ ప ऱ࣒ छ޳  ऒߕࣆ ࣄ ࡌ సࠪనం ړ
࣊ బܽद ఇంట࡛ڒ ఎ ప ࠑ ޴అం݄ ఇ ࠹द ߷రߵ ऱ࣒ ఈకछ ࠉ ࠑ  एڡ࠻ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ڴ ࡽ झ  ప ऱ࣒  x yࠑ 
ఈకछ फࣃऴ࢐ ڴ ࡽ ࠭ ఇߩओ న ఉనऒߩ࢙ ݟڕ ݡ  ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ బܽदڒ ޴ఉం ࠲ఒకܽ ࠪऴత ڕమన ݟంߘ ࣄ న࣒࠳ 
ओߩంۨన܊࢑భ ޜࣄ న࣒࠳ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ ݟంచంڵ࠙ ޜࣄ న࣒࠳ झڡఎࣄ న࣒ ఎ࠳ ڕమన ݡ  న࣒࠳ 
छ޳ ࣌ ࠉ ओߩఇ ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ 1 ࡌ ऒߖހమనం ఈ సࠬకర ݡ  ఇ࠳ ࡮న࣒ ڴࣄ ఏࡌओ फࣃۯ ܿ ࠭  ఒక ప ऱ࣒  

 సࠪనం.y c ړ1 ࠉ ࠑ న࣒࠳
ऒߖހఈ సࠬకర ࡏࠬ బܽदڒ    ప ऱ࣒ ओߩనࣄۯ సࠪనం ړ ޜࠉ ޜ  ఈకछ ࡏࠬ ݡ xy y ړ ࡽ 1 a 
ఈకछ ࠉ ࠾ࡍమ ࠑ ࣄ న࣒࠳ అర ߖ޵ ࡏޑ޶ం߰ ߖࠉ ࠑ ࣄ న࣒࠳ ړ ࡽ बం  ఈ ࡐపంߕࣆ ࡹऒ  న ఈ a࠳సࠪన ړ
సࠬకరߖހऒ   ప ऱ࣒ छ޳  ڵత ࡌ ठంచడం ޳छ फࣃࡱక ߘఖࡔ మనం ఈ ࡌ ࠭ అࣾం ࠳న࣒ ޳छ ऒߕࣆ ࡌ  x c x c 
మ࠾ࡍ అࣾం ߕࣆऒ छ޳ న࣒࠳  ࣊ అం݄ ఇంట࡛ ࡌ ࣊ ఇంట࡛ ࠑ న࣒࠳ दߵ  y c b x c ny c ࠉ ࠑ న࣒࠳ दߵ
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ओߩఇ ߖ  న పऱ࣒࠳సࠪన ړߖ޳ఒక ݡ छ޳  ڵత ړ ࡌ ठంచడం వలऱ కڼ࡯ ऴపࡆజనం x c yb x
ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴డవ࠮ ం అం݄ ߄ࣃరణ ࡐపంࡹ 
ऒߕࣆ ప ࡯డनھ న࠳సࠪన ړ ऱ࣒ ڵత ࡮ఎ ߖ  ठంۧ࡯ అం݄ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ߤ࣌  న࣒ ఈకछ࠳   x cos y p ܿ ࡽ
అం݄ మనం ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ న࠳సࠪన ړ .p 
 ఈ ࡓంݡ సࠬకరڒ ࡱހబܽद ࠬࡏ ఈ ࡓంݡ సࠬకరހల࡯߱ ߘऐ నߩओ  a by cos alpha ڕమన ݡ
సࠪనం ߤ࣌ ࠑ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࣒ڒ బܽदڒ సࠪనం ړ ޴సࠪనం ఇ ړ ࠑ న࣒࠳   సࠪనం b c p k a k b k ړ 
औ࡮ఆ ߤ࣌  వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంߖܽݟ c 

࣋ए छ छ޳ యడంۯ ࡛ పऱ࣒ ߩబܽद ఒక చదరڒ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ న࣒࠳ ޳ࡶ సࠪనం ړ న࣒࠳ ࡌ  k pk p c b 
࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ ए࣋ ࣒ڒ ࡛ छ ࡛ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤ࣌  छ ࡛ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ए࣋ ߤࣄ సࠪనం ړ ࡛ छ ࡛ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  k k cos 
࣋ए छ ࡛ ఈకछ ए࣋ ޴ߝఅ ڙ ߤవ ܿ ࡽ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ంద ఉనऒړ ࡛  ప ऱ࣒  y ړ ݋ࡐ న࣒࠳ 
సࠪనం ఇߩओ ఈకछ ړڙߧ న࣒࠳ ࣄ బܽदڒ సࠪనం ړڙߧ న࣒࠳ ޴ఉం ࣄ మన వదभ ݡ  ߧ ޴అం݄ ఇ ڙߧ న࣒࠳ ࡽ
ఈకछ పऱ࣒ ࠑ ࣄ న࣒࠳ ందړ రऴసంޔచ ޴ߝఅ ࠑ న࣒࠳  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ڕ ࡽ  c k ړ ݋ࡐ న࣒࠳ 
సࠪనం  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ गࡌసంద ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ ࡛ ऒߕఉ ࡱ ऒߕࣆ బܽद ఒకܽڒ ࠼  కం݄ తڕए వ ఉనऒ ओߩ ݡ

అ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ऒߕࣆ ޴ండవࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړࣄ ޜ ݋ࡐ న࣒࠳ ందړ ࡛  కం݄ ࣄ ఎڕए వ p 
అޙ࠼ ࣋ए छ छ޳ ݋ࡐ ࡛ ए࣋ ړࣄ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  సࠪనం  ࣋ए छ ࡛ అޙ࠼ ఇڴ ࢟ܽ܊ߦ ޴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ p v 
࢑ధంڴ మనం  ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒ ڵత ࡹపంࡐ రణ߄ࣃ ߖࣄ  ठంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ అ࠮ ޴ߝలం ߘంࡔ ݟఖڕ x p 
రం తపओ޷  మࡖకܽ ޶ڒ, ఈ ࡔఖߖࡌ޷ ڕऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ۨవరھ ࠭࠲ ڴడनߖ࡯ తڵ ठࣃफ ࠭.p 

ऒߕࣆ సࠪనం అం݄ పऱ࣒ ړ छ޳ న࣒࠳  పऱ࣒ ݋ࡐ ందړ రऴసంޔచ ࡌ  ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  న࣒  plus c a b x b࠳ 
࣋ए छ పऱ࣒ ݋ࡐ ందړ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ సࠪనం పऱ࣒ ړ ݋ࡐ ందړ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ࣄ ࡛ छ పऱ࣒ ݋ࡐ ందړ ࡛  b y b ba 
࣋ए छ ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ ࡹపంࡐ రణ߄ࣃ ޴బܽद  ఇڒ ࡛  తڵ ठంచడం, ఇߩओ  ల సరళڒ࢑࢑ధ ర ڕమన ݡ
ऒߖڜ ల߯ހఖల సࠬకరࡔ  ఉ޳హరణࡱ ఉߕऒ దܽ సమసङ࠴ బܽदڒ ,࠼  ఏࠫటం݄ , ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ వߤ 
छ޳ కएࡅ ఖࡔ సరళ ࡌ  సࠬకరߖހऒ ఒక ࠭߯ओ ޜ   ఐݟ ޶ऴڶల ߖހڝऒ  తۯ ࡏ࠻యడం.x
 అࣾం ఈ ࡔఖ ߖހڝऒ  అࣾంޜ ఒక ࠭߯ओ  ఐࣆۯ ߖ ޶फంڒ ޴బܽद ݟ 135 ܼޓऴړڶ సࠪనం ڒబܽद s  o x d 
అర ߖ޵ बం అం݄ ܼܼޓ ߤ అం݄ 10 135 ݟऴڶ మ࠾ࡍ ప޴ ఒక ࠭߯ओ  ఐ࠳ ޶న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࡔఖ m d 
కएࡅ  న࣒ y࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ఖࡔ ఈ ࠾ࡍన࣒  ఒకܽ మ࠳ ࡱ࢐ 
ऱ࣎ ݋ం࠼ߦ న࣒  అం݄࠳ న࣒ ఒక࠳ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ ࠹ర߷ ߵ ప  ࡌ ऱ࣒ న࣒  ప࠳   ऱ࣒  y mx x 1 y 2 1 x 
.సࠪనం ړ1
బܽद  పڒ  ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮   కएࡅ ఖࡔ ޴ߝసࠪనం అ ړ  అవసర࠳న సࠬకరణం ఇߩओ  x y ݡ࠮ ݡంࡓ ݡ
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరߖހऒ  కھߘనంݟ మڝ ࠾ࡍఆࡍ न݋ߝ అࣾం߯ సࠪన అంతߖ࠻ࡌऒ  
ऒߕࣆ ޴అࣾం ఇ ޴అࣾం ఇ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ޒबࣄࡍయడం అం݄ పۯ  అߖ మనం క࡯ߕھߘ x y 
సࠪన అంతߖ࠻ࡌऒ  కڵ࡯ంۯ ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అం݄ ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए  a b 
సమనछ యం మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం0 ݋ మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ڜంత ࠉంڷ ࢓޶ంޔࢂࢗ ݞం޴ ఈ ࡔఖ ࡅకए  a 0 p 
సࠬకరణం ఎ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद 
అంతࡌయం ߘంݟ  సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ ఇంట࡛ ࣊ फࣃڵࡆఉప ߖ ࠹द ߷రߵ ࠭  , ऴపశऒ  ऴపڒరం ఇంట࡛ ࣊ a ࡱ दߵ
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మڒ ࠾ࡍబܽद ఇంట࡛ ࣊ ړపం ࡹపంࡐ दߵ फ ࡅకए  సࠬకరణం ޳छ ఒక ప ࡌ ऱ࣒  ఒకړߖ޳ సࠪనం, ఇ޴ a x yy x 
 ప ऱ࣒  ఇߩओ సࠪనం  ప ڕ ߤࡷ ఈ ݡ ऱ࣒ छ޳ ݡ࠮ ݡంࡓ సࠪనం ړ ࣒ߦ  పओۮ ߖఅ ߤࡷ ޴ఇ ࡌ ంݟ y x y l 
ړబܽद పంڒ फ l 
కएࡅ ߤࡷ ݋ం࠼ߦ అం݄ ఈ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݡ࠮ ݡంࡓ  సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧڒ ࡯బܽद 2 ప ऱ࣒  3 a
 సࠪనం .a ړ సࠪనం అం݄ అం݄ 5 ړ
ړబܽद ఈ పంڒ  फ సࠪన అంతߖ࠻ࡌऒ ړబܽद పంڒ సࠪనం ړ޶ఐ ࠾ࡍమ ޶ఐ ޴फంࣆۯ  फ ࡅకए  సࠬకరణం x 
పऱ࣒ ࢟ࠀ ࠑ  ఐړ1 ޶ సࠪనం, ఇ޴  ప ऱ࣒  y x y.޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ5 
 ఇߩओ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ݀ ߤవ ݋ం࠼ߦ , హరణ޳క ఉࡖమ ݡ  ఐڷ ޶ంޔࢂࢗ ݞనऒ ऒߖހఖ సࠬకరࡔ   
కھߘనంݟ 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ߤࡷ ओߩ ऒߕࣆ ࠉ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ݡ  ఐ޶ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ࡅ ߤࡷకए  l ab 
సࠬకరణం ڒబܽद 
छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ ࡛ࠂ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ కएࡅ ߤࡷ ࡌ  సࠬకరణం ࡏࠬ ޳ࡶ ఈ ࡔఖ ࡅకए  ab ߘࡱ࢐ 
కھߘనవ۪ऐ కएࡅ ఖࡔ బܽदڒ  కएࡅ ఖࡔ కߘక ߘࡱ࢐  छ޳ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ ߘࡱ࢐   y  ݟనంھߘక ࡌ
అం݄ ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓంݡ ఐࡓ ࠑ  ࠬ ޶ం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ߕࣆऒ  న࣒ ఒకܽ అం݄ inus two x x࠳ 
ओߩఇ ݡ࠮ న࣒࠳ ऒߕࣆ ޳ࡶ ݡంࡓ వలం ఒకܽښ ࡏࠬ ݡ  ఐڝࣆޓ ޶ంڒ ݟబܽद ఈ ࡔఖߘ ఒకܽ ࡓంݡ b 
పओۮ ݞంڷ ంڒ ݟబܽद అࠗࠈ పంړ फ ޜࡱ࢐ ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ ࡓంޔܿ޳ ݡం࠳ ޴న࣒ ݡ࠮ మࢁऱ ࠼ߦం݋ 
 న࣒ ఒకܽ y y mx x y x࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒక࠳ బܽदڒ పంࡐ ࡱ࢐
ప  3 ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 5 0 ړ సࠪనం .x y 
కएࡅ ࣒ߦ ߤࡷ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ   సࠬకరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ   ఏࡓ ߕ޼ంࠉ ݡం࢓޶ల ޳छ ओߩఇ ࡌ  ݡ
మࡖక ఉ޳హరణ ఆ࡮औ ऒߖހఖ సࠬకరࡔ న࠳సࠪన ړڶऴݟ 135 ޜ రߖ  प࠼ంచంݟ మ࠮ ࠾ࡍలం ߘం݋ࡐ ݟ 
రం ఇకए޷ లంబ ࠾ࡍన మ࠳సࠪన ړ2 డ ڴࠈ అం݄ ఆ࡮औ  అం݄ మనం ఈ ࡔఖ ࡅకए  p p phi 
సࠬకరߖހऒ  క࡯ߕھߘ మړߖ޵ ࠾ࡍ ఏࠫ ఇ࢐छ ఇవछ  ࡯ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఈ ఆ࡮औ  ఇవछ బݟం޴ ఈ ࡓంݡ p 
సࠪۧరం ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఇݟ 90 ޴ऴڶ అం݄ ߄ࣃరణం ࠮ ޳ࡶలం ߘంࡔ ݟఖڕ లంబంڴ p 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇۨऐ న ఆ࡮औ  p lx cos ߤࡷ బܽदڒ సࠪనం ړ݀ ݋ࡐ ޴ߝఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړڶऴݟ 135 
సࠬకరణం   ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ߤ࣌   ఈకछ ఒక ࠭߯ओ ࣒ڒ అం݄ ܿ ࡽ  ఐݟ ޶ऴࡱڶ పऱ࣒  ఒకܽ a  lpha y p x y ߤ࣌ 
࠭߯ओ  ఐݟ ޶ऴޜ ࡱڶ సࠪనం ڒబܽद ࣒ڒ ఒక ࠭߯ओ  ఐ޶ అ࠳ ޴ߝన࣒ ఒకܽ ޜ݀ ݋ࡐ ࠑ సࠪనం p x d 
పऱ࣒ ݀ ݋ࡐ ࠑ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ ఒక ࠭߯ओ  ߤ࣌   ఐݟ ޶ऴࡱڶ ఒకܽ ޳छ छ޳ బܽदڒ ݡంࡓ ݋ࡐ ࡌ  x y ࡌ
న࣒  ప࠳ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ ࡱ࡮࠮ ݡంࡓ ऱ࣒ న࣒  ప࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ2  ऱ࣒  2 x y x y 
ఈ ࡓంݡ సࠪۧరం ఇߩओ ఇۨऐ ݡ నߩओ ړపం ݡ फ సࠬకరణం మࡖక ఉ޳హరణ ࡓంࡔ ݡఖల సࠬకరణం ݡ࠮ x
 ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡన࣒ ఏ࠳  సࠪనం  ప ړ ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ घࠫޛ  ऒߕࣆ ޴ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ ఖ మధङࡔ ݡ  y x i 
ऒߖހڝ  కھߘనంڒ ,ݟబܽद ఒక పంړ फ ఒకܽ ݡ࠮  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  సࠪనం ݡన࣒ ఏ࠳   మࡓ ࠾ࡍంݡ l x y l x 
 ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒ घࠫޛ  ऒߕࣆ ޴  i m m࠾ࡍమ ݡ࠮ న࣒࠳ అం݄ ఒకܽ ఒకܽ సࠪనం ࡱ࢐ బܽदڒ సࠪనం ړ

ऱ࣎ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ ࣊ ఇంట࡛ ߵ ڵత ࡹపంࡐ दߵ ठంచంݟ  m 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ సమసङ కएࡅ   ऴపࡆజనం ࡅకए t o m one m two ࠾ࡍమ  ࠭ޑ޶ం߰ ࡮ఎ ߘవࡱ࢑ 
ڵత ߘవࡱ࢑ ठంచంݟ మ࠾ࡍ ߰ందంݟ మ࠭࠲ ࠾ࡍ మࡓ ࠾ࡍంࡱ࢑ ݡవߘ ߰ం޴నߩओ  m one n ޴అ ݡ
 ܼޓ లభంࣆ ࡮ۧ
పంړ फ  మ࠾ࡍ  మధङ ణం మధङڝ  పऱ࣒ ߤవ ࠑ ݀  సࠪనం ړ న࣒࠳ ߤవ ܼޓ ߤܼ బܽदڒ ణంڝ   l1 l2 mod m m m
వ࠳ ݭ࠵ ݀ ࠬ ߤన࣒ 3 ప ऱ࣒ ప 1 2 ࠑ 1  ऱ࣒  ऴޓ ఇߤ వړ݀ ࠑ ߤ సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ ڡࣄझ  ఇ࠳ ޴న࣒ ࠑ ࢟ࠀ 
݀ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఇࠑ ࢟ࠀ ޴ ݀ అޔ࢓ం޴ మݭ࠵ ࠾ࡍ పऱ࣒  బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ߤన࣒ వ࠳ 
ओߩనۨࡍޘ ߘ ݭ࠵ ࡏࠬ పऱ࣒ ݡ పऱ࣒ ܼޓ ߤܼ న࣒࠳   సࠪనం ڕ ߤన࣒ వ࠳ 
పऱ࣒ ࠭࠲ బܽदڒ फ పࡏڷ బܽद ఈڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߤన࣒ వ࠳  ऱ࣒ ऒߖހڝ న࠳ऴవޓ   ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠳న࣒ ࡏڷफ 
మధङ ऒߖހڝ   ఇࣆफంڒ ޴బܽद ܼܼޓ ߤ ఒకړߖ޳ సࠪన࠳నߩओ ఈకछ ܼޓ ޴फంࣆۨࣇ ޴ఇ ݡ  ࠑ ࡛ࠂ ࠑ ࡽ
మܼޓ ߤܼ ࠾ࡍ ఈకछ ओߩఅ ߤన࣒ వ࠳ ࡽ ఈకछ ܼޓ ݡ ङږవలం అښ బܽद మనంڒ ,࡛ࠂ ఫ࡛ ߯ ޓऴ ࡽ  ݋
दࠌటदడం వలऱ అ߭ߖక ߘవࡱ࢑ ࡽڵం࠻ ङ  ంܽݟంࡓ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ޴फంࣆవ ݞږ వࡱ࢑ ࡽڵం࠻ ࣒
మధङ ऒߖހڝ   కھߘనవ۪ऐ .
ओߩఇ ߤࡷ  ऒߖހహరణ మనం ఈ సࠬకర޳క ఉࡖమ ݡ  తڵ ठంۧ࡯   ప ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ࡛ࠂ   ation x y 
లంబంڴ ߭ంచడం ڝసం సరళ ࡔఖ࠮ ࡹలం ߘంݟ లంబ ߰డߘ࢓ కھߘనంݟ 
బܽद సࠬకరణం  పڒ ऱ࣒ ప  ݡ࠮ ݋ࡐ  ऱ࣒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ   x y a ړ ݋ࡐ సࠪనం ړࠉ ఒక ޴ߝబܽद అڒ సࠪనం ړ
సࠪనం  ݡ࠮ మڕڷࡱߕ ࣄ ࠾ࡍ సࠪనం ڒబܽद లంబంڴ ఉంݦ ߰డ࠴ ࢓దట ߄ࣃరణ ࡐపంࡹ 
సࠬకరߖހऒ  తڵ ठంచంڒ ݟబܽद ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ఒకܽ పऱ࣒ బܽद ࣋एڒ సࠪనం ڕڷࡱߕ ݡ࠮  छ ࡛ 
కएࡅ  వర ठ࠮లం పऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒  సࠪనం ړ݀ న࣒࠳ 

కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ ం޶న ږߘࣃలంڴ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ కएࡅ ࡛  వర ठ࠮లం పऱ࣒  c 0 c 
݀ సࠬకరߖހऒ .޴फంࣆۨࣇ 
     ఒక చޔరऴసం పऱ࣒  చޔరऴసం ऴړంద ޳ ݋ࡐ ڷࡱߕछ  ba y p c cy a ޴అం݄ ఇ ߖ బܽदڒ ߕ޼ఏ ࡌ

Pru
tor
@
IIT
K



ప  2 ࠑ వ 1 1ࡱ࢑ ऱ࣒  అࣆۨࣇ ߖफం޴ మࡱ࢑ ࠾ࡍవ ړ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ సࠪనం మࡱ࢑ ࠾ࡍవ ڷࡱߕ x b y c 
ప 3 ࠑ ޻బܽद ఇڒ ݡంࡓ ऱ࣒  x cos pi y pi ړݡంࡓ 3 ࠑ ߤ࣌ 
సࠪనం ڒబܽद ఆ࡮औ ఉనऒ ڴలంబం ڕఖࡔ ݟంߘ లం࠮ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړݡంࡓ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ړ   pi p 
 రం޷ ڕఖࡔ
ڵత ߕߞߖ޻ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ठంచవ۪ऐ  
ఉనऒ ࡹపంࡐ రణ߄ࣃ  సࠬకరణం ఇߩओ కएࡅ ఖࡔ హరణ సరళ޳క ఉࡖమ ݡ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనంݟ, ఇ޴ 
ప  ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ޓऴ ߤన࣒ వ࠳ ݋ం࠼ߦ ऱ࣒  ऴࡔ ޓఖڕ లంబంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ x y 
ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߖހఖ సࠬకరࡔ సࠪనం అం݄ మనం ړ  క࡯ߕھߘ అం݄ ఇ޴ ఇ࡮ ఉంܿం޴  ఒక పంړ फ ڒబܽद 
ఇ޴ ఒక పంړ फ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ వߤ ऴڷ ޓంݞ p 
ప  ڷࡱߕ ڴలంబం ڕఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ऱ࣒  ऴޓ  ప ऱ࣒  ఒకܽ ߕࣆऒ ړసࠪనం ఈ పం ړ फ అߖ x y l 
పओۮ ం޳ࡶ ݟ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ  ఏ సࠬకరߖހऒ  మనం క࡯ߕھߘ అం݄ ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद l 1 l l 
కएࡅ ఇۨऐ ڕఖࡔ బܽदڒ ఒకܽ ࡱ࢐  న సࠬకరణం ఒకܽ l 
ప  ڷࡱߕ ऱ࣒ ప  ݡ࠮  ऱ࣒  ఒకܽ ߕࣆऒ కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړ  న࣒ x y l l m࠳ ߤఒకܽ అం݄ వ ࡱ࢐ 
 l l ޴ఉంܿం ڴలంబం ړݡంࡓ ఒకܽ ݟంߘ ݡ࠮ ݟంߘ ڷࡱߕ న࣒࠳ సࠪనం  ఇ ړݡ࠮ ࠑ ڷࡱߕ
కएࡅ ఖࡔ అం݄ ఈ ࡱ࢐ ߖ޳ బܽदڒ కएࡅ ఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ߖఅ ࡱ࢐  పओۮ ߖఅ ࡱ࢐  ంݟ m one m two 
 సࠪనం అం݄ ݀ m m m ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ࣒ڒబܽद ఒకܽ ऴڒ ࠼ఉంܼ ڴలంబం ࡱफڕపం ݡంࡓ బܽद ఈڒ
ओߩఇ ࡛ࠂ ࠑ ޓఅం݄ ऴ ߤవ ࠑ ߤన࣒ వ࠳  న࣒ m l p࠳ ఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡱ࢐ ڕమన ړ݀ ߤࡷ ఈ ݡ
ఒకܽ ࡓంڷ ݡంޔࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  పంړ फ ࡓంݡ సࠬకరణం ఒకܽ ݡ࠮ p l y 
ప  4 ࠑ న࣒ 3 సࠪనం 3࠳ ߕ޼న࣒ ఒకܽ ఏ࠳ ऱ࣒  1 ఇ࠳ ޴న࣒ 12 సࠪనం  ప ऱ࣒  y y x 4y 3x ޴फంࣆۨࣇ 3 
ఇ࠳ ޴న࣒  ప ऱ࣒  పߕࣆ ߘࣜ޴ऒ నవ۪ऐھߘక ߘఖࡔ మనం లంబ ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ సࠪనం ړ  ఖ 3x 4yࡔ 
ఇۨऐ న ߰డڕ࢓ సࠪంతరంڴ ఉనऒ ओߩ ఉనऒ ࡮ښఒ న࢑࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ڴసࠪనం ࡱ࢐ ݡ ओߩ  ߘవన࠙ ݡ
ఉపڵࡆంచడం ޳छ ఇۨऐ ࡌ న పంړ फړ సࠪంతర ࡔఖݞږ ߘ కھߘనవ۪ऐ ࡍఆڝ  ݡ࠮ ߤࡷ   न݋ߝ అࣾం మధङ  

 ప ऱ࣒ ऒߜసࠪనం ప ڷࡱߕ  ంݡ సࠪనం x y y 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ߤవ ޓऴ ݋ం࠼ߦ బܽद మనంڒ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరߖހऒ  క࡯ߕھߘ మ࠾ࡍ పంړ फ ࡅకए  
ऒߖڴ࠙  ࢑భ܊ంۧ࡯ అం݄ ఈ పంړ फ ݡ࠮  ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ  ऱ࣒  పߜऒ ంݡ࠮ ݡ  ప ऱ࣒  సࠪనం  x y x y ڷࡱߕ 
పߜऒ ంߘ ݡంݟ ఈ పంړ फ ఈ పంړ फ ఒకܽ ݡ࠮  పऱ࣒ ऒߜసࠪనం అం݄ ప ڷࡱߕ  ంڝ ݡఆࡍ न݋ߝ అࣾం l x y 
మధङ  ఉనऒ కएࡅ ఖࡔ   ࠙గం ڒబܽद ఇۨऐ న పంړ फ ݡ࠮  ప ऱ࣒ ऒߜప ڷࡱߕ  ంڕݡ సࠪనం ڒబܽद ఈ ab x y 
పంړ फߖ అంతࡌయ ࡐపంࡹ తڵ ठంచంڒ ݟబܽद ࠬࡏ  ఈ పంړ फߖ అంతࡌయ ࡐపంࡹ తڵ ठంచంࡓ ,ݟం࡮ߩ࢙ ݡ 
పߜऒ ంڵ࠙ ޜݡంచంڒ ݟబܽद ࠬࡓ ࡏం࡮ߩ࢙ ݡ పߜऒ ంڵ࠙ ޜݡంۨనߩओ అర ߖ޵ ݡ बం ఇڷࡱߕ ޴ పऱ࣒  x y
 ޜݡ࠮
సࠪనం అం݄ అం݄ ߕࣆ ڷࡱߕऒ ऒߕࣆ సࠪనం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ऴړޓ మనం ఈ ࡔఖߘ ࣋ అߝ a a b 
సࠬకరߖހऒ  క࡯ߕھߘ, ఇ࠼ߦ ޴ం݋ ऴ޳ ޓछ  ߖఅ ߤవ ޓऴ ݋ం࠼ߦ ఈ ,޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݋ం࠼ߦ ࡌ
పओۮ ంݟ మࡔ ࠾ࡍఖ ࡅకए ऒߖڴ࠙   ࢑భ܊ంచంݟ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ అۮ ߖపओ ంݟ ఈ q 

అۮ ߖపओ ంݟ మధङ బܽद ऴపశऒڒ ఈ ࡎ࠙ ࢓޶ంࠉ  झߤࡵ   ऴపڒరం ఇۮ ࡮పओ ంࡓ ݟంݡ పంړ फ qqq q pqr l l 
छ޴ ݡంࡓ బܽद మధङڒ ఒకܽ ࡱڒణڷ కएࡅ ޴ߝబܽद అڒ ࢓޶ంࠉ   మధङ  బܽद l q q q ab qڒ ࢓޶ంࠉ 
కएࡅ   సమనछ యం ࡅకए ࡍఆڝ  न݋ߝ ఏࠫܽ 4 ప ऱ࣒ ప 0 ࠾ࡍమ 2 ࠑ 0  ऱ࣒ ړపం ݀ ࠑ ޓఅం݄ ݀ ऴ 2 ࠑ 3  फ q q l
ऒߖހసࠬకర ݡంࡓ నవ۪ऐھߘక ڴలభంࣆ   ఎం޶కం݄ మనڕ ఈ ࡔఖࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉߕऒ  q ޴అ ,࠼
ओߩఒకܽ ఇ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ݡ࠮ ݡంࡓ ओߩఇ ݡ ړపం ݡ फ ࡓంݡ అం݄ ࡓంࡱ࢐ ݡ p pq l pqy 
छ޳ ऱ࣎ ݡంࡓ ޓऴ ݀ ࠾ࡍమ ߤవ ޓऴ ࡌ  p q.޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ల ߵ

కएࡅ న࣒ 3࠳ 2 ࠑ న࣒ 1࠳ న࣒ 1࠳  పంړ फ సࠬకరణం 2 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒  ప ऱ࣒  సࠪనం    pqy x i x ړ3 
బܽद  పڒ ऱ࣒ ऒߕࣆ ޶న࣒ ఐ࠳ ݡంࡓ  ړసࠪనం అం݄ పం ړ फ సࠬకరణ ࠙వనߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ  x y ࡌ
ం࠼ߦ ݡ࠮ ऱܿ ߧࡐߖంచబడߕࣆ ݡ࠮  ࠼ޑऒ  య࡛ߖ࡯ڜ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ 
ం࠼ߦ ݡ࠮ ڕంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ బܽदڒ ऱܿ ఒక ߕࣆ ݡ࠮ऒ  b ca ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ 
ఇవछ ݡంࡓ బݞन కएࡅ ߤࡷ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ ࠼  సࠬకరߖހऒ  కھߘనంڒ ݟబܽद ࠳న࣒ ߕࣆऒ  కएab abyࡅ 

సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరణం ab 
పऱ࣒ ࡗ܋ ࠑ  న࣒࠳  ప ޓऴ ࠑ ݡంࡓ  ऱ࣒ ओߩఅ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ  సࠪనం ڕ  ఖ 0ࡔ ޴ఇ ݡ 2 x ab 

కएࡅ  న࣒ 6 y g y x 5y 2x࠳ న࣒ 3 అం݄ సࠪనం࠳ ࠾ࡍమ 5 ࠑ న࣒ అం݄ అం݄ 2࠳ బܽदڒ ࡱ࢐ 
అం݄ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ఆߕࣆ ࡏऒ ओߩఇ ߖసࠪనం అ ړ  ఈ 2x 5y ci ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ  ݟయంۯ ڥߖత ޴ఇ ݡ
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣃࡏफ ړపం ޳ࡶ ࠼ फ సࠬకరణంࡹ 

ఈښछ షࡹ ߤ ఎړ޴ࠫߖ మࡓ ࠾ࡍంړݡ సࠪనం x y 
ऒߕࣆ న࣒ 16࠳ సࠪనం 16 ړన࣒ 6࠳ 2 ݟంߘ న࣒ 5࠳ 8 ݟంߘ బܽद 2ڒ  ca ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړ
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపڒ ࠼ۧࡍబܽद ࡔఖ߯ ࡓంݡ అబ޳म म޳అబ ݡంࡓ ఖ߯ࡔ బܽदڒ ࡱ  అం݄ ca  ab ca ࡱ
ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ߖ࡯ڝయ࡛ అߖ అర बం, ڒబܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం ࡅ ߤࡷకए  సࠬకరణ ࠙వనߘ abc 
ఉపڵࡆంۨ ࠼ߦం ऱܿ ߖ࡯ڝయ࡛ ڴ ఉߕऒ ऒߕఉ ڴ ݋ߠ ޳ࡶ ࠻ యవ۪ऐۯ ڥߖత ޾ࡶ ࡆ  
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కएࡅ ߤࡷ    సࠬకరణం  ޳छ ऒߖހڝ ޜఅࣾం ࠾ࡍమ 2 1 ࡌ  యడం వలన passi ng yۯ ڴࡱڶऴݟ 30 
ఇ޴ ఇవछ బݟన޴ ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߖހڝ ޜఖ అࣾంࡔ బܽद ఈڒ   అం݄ x y y ޴फంࣆۯ ڶऴݟ 30 
పࣄࡍबޒ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ڝణం ఈ ڝణం 30 ݟऴڶల ࡔఖ ࠴తफం గࡍషदంݟ 30 ڴऴࡱڶ అࣾంޜ ఉంܿం޴ y 
 ڶऴݟ ణం అర࢙ڝ బܽद ఈڒ ڶऴݟ ణం 60ڝ ణం ఈڝ బܽद ఈڒ ڶऴݟ 30 ݞږ ణంڝ ఈ ޙ࠼అ ڶऴݟ ణం 30ڝ బܽद ఈڒ
 l x x l ޴फంࣆۨࣇ ߖڶऴݟ 60 ڴషदంࡍగ ޜఅࣾం ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۯ ߖڶऴݟ అర࢙ ޜఖ అࣾంࡔ బܽद ఈڒ
ړబܽद పంڒ ݡ࠮ ݋ࡐ అం݄ ࡱ࢐ న࠳సࠪన ړڶऴݟ అర࢙ ޴బܽद పڒ फ ࡅకए  సࠬకరణం ڒబܽद 

వࡓ ߤంڷ ݡంޔࢂࢗ ݞనऒ  సࠬకరణం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  సࠬకరణం ࠳న࣒  2 3 ݋ࡐ p l l p 1 2 l y x
.సࠪనం ړన࣒ 1࠳
న࣒  ప࠳ న࣒࠳ ޓऴ ݋ࡐ ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒  వߤ పऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮ ݋ࡐ న࣒࠳ ݀   x y y ݋ࡐ బܽदڒ సࠪనం ړ
న࣒  ప࠳ ݡ࠮ ऱ࣒ ऒߕࣆ ݡ࠮ ݋ࡐ న࣒࠳ ݡంࡓ  సࠪనం ఇకए ړ డ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࡱ࢑  ޴ 3 ݋ࡐవ x y c 
కߘక ఇ޴ సࠬకరణం ఇవछ బݟన ఏࡌओ ओߩసం ఇڝ ܿ క సమసङࡖమ ݡ l y mx ڴలంబం ڕఖࡔ ݟంߘ లం࠮ 
 ప ऱ࣒ एڝߘక ߘవࡱ࢑ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴फంࣆࡱవదभ క ݋ం࠼ߦ న࠳సࠪన ړ  ऱcࢁబܽद మڒ ࡯࢐ m c 
ఇ޻ పࣄࡍबޒ ఇ޴ 

ఈకछ పओۮ ڴ ࡽ బޔݡం޴   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ly mx cy mx c ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡱక ڴలంబం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ 
 బܽद ఈy xڒ ޴फంࣆࡱవదभ క ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ఈ ڴలంబం ݟంߘ లం࠮ బܽद ఈڒ అࣾం అࣾం ޴లం ఇ࠮
సࠪۧరం ఇవछ బݟం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢑వߘ క࡯ߕھߘ మڒ  ࠾ࡍబܽद ࡅకए  m c op y 2 ࡱ࢐ 
ऒߕࣆ సࠪనం అం݄ ړ1 ࠀ న࣒࠳ ऒߕࣆ ߖݡంࡓ న࣒࠳  పओۮ ߖఅ ݡంࡓ న࣒࠳ ఒకܽ ߧ࡯క ޜ ంݟ  , ఈ ఆߵ 
కएࡅ ఉనऒ ڴలంబం ߵబܽद ఈ ఆڒ ݡంࡓ న࣒࠳ సࠪనం ڕࡱ࢐ ߕ  ం޶న ࡅ ࡱ࢐కए  సࠬకరణం ࠳న࣒ 2 
అޔ࢓ంڕ ޴ అڕ ޴ߝ లంబంڴ ఉనऒ ం޶న అ޴ అం݄  ప ऱ࣒ కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړ  l op l ࡱ࢐  y mx c l 
 m m m ߖన࣒ ఒకܽ ఒకܽ అ࠳ బܽदڒ ఒకܽ ߤవ ޴సࠪనం, ఇ ړన࣒ ఒకܽ࠳
పओۮ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ ࡱ࢐ అۮ ߖపओ ంࡅ  ݟకए  అࡓ ޴ߝంڒ ݡబܽद ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ࠳న࣒ l m ly 
ప  ݡంࡓ ఒకܽ ݡంࡓ ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఈ ܘ࠼ߦ ࡱ࢐न ړఈ పం ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ߤࡷ  फ e  x l 

ప  ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ݀ ߤన࣒ వ࠳ ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం, ఇࡓ ޴ంݡ p y x y x 
 ప ऱ࣒  ఐړ޶ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంߖ޵ ޴ అర बం అ޴ߝ వࠑ ߤ ݀  ప ऱ࣒ ओߩఇ ݀ ࠑ ࢟ࠀ  ఈకछ ߖߖ޵ ݡ  y x y ࡽ
ܿ  పऱ࣒ లऐ߱ ޜࣄ  ంڒ ݟబܽद ࠬߖ޵ ࡏ అర बం ఈకछ ఈకछ ࣄ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ߤవ ܿ ࡽ  mx m ܿ ܿ ࢟ࠀ ܿ ࡽ
ఈ ࢑ధంڴ మనం కھߘనవ۪ऐ కएࡅ ఖࡔ    మࡱ࢑ ࠾ࡍవ ఇߩओ క సమసङࡖమ ݡ  మ࠾ࡍ m c l p 1 2 r 
కएࡅ ంబ࣒ࡌ ݋ం࠼ߦ ߝన࣒ 1 అ࠳ 0 వङ ݡంࡓ  लࡌࢣ కࡔޒ ࢑కర ࡱ प ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  pqrs qs 
కھߘనడం వలన ࡌంబ࣒ ࡅకए लࡌࢣ  ఇవछ ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ ࡱ బݞन .࠼
  ఇవछ బݟన ࡌࢣल गࡏޔసࠪంతర చ ޴ߝంబ࣒ అࡌ ࡱ జం అߩۮ ߖओ ओߩం, ఇ޳ంڕ  బܽद pqrs p 1ڒ మనం ݡ
2 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 ఇ ऐۧ ࠭ మ࢑ ࠾ࡍకర प ࡅకए  ࢑కర प సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  మనڕ r 0 qs qs 
కएࡅ ంబ࣒ࡌ ޴ఉంܿం ࣄనవలھߘక ڴసࠪనం ړߖ޳ నࣄ࡯ޘ  ࢑కర पం ఒకڜߖ޳కܽ ࢑భࣆ܊फం޴ మ࠾ࡍ 
లంబంڴ ఉంܿం޴ ఒకڜߖ޳కܽ ఒకڜߖ޳కܽ ࢑కర पం అం݄ ࡌంబ࣒ ࡅకए  ࢑కࡌप ల ࢑కర पం ఒకڜߖ޳కܽ 
లంబంڴ ఉంܿం޴, అం݄ ఈ ڝణం 90 ݟऴࡱڶ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం݋ అం݄ మࡓ ࠾ࡍంݟంܽ మధङ  o pr qs 
పओۮ ߖఅ ࢓޶ంࠉ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ అࠒ ޴ߝమघ पࡌ࢑క ݡంࡓ ߖࡹ ల߯ సओ షदంڴ ఉంܿంࡅ  ޴కए  o pr 
మధङ కएࡅ బܽदڒ ࢓޶ంࠉ  ࡍఆڝ  न݋ߝ వߤ పऱ࣒  o ݀ ࠑ ߤఅం݄ వ ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݀ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ࡗ܋ 
వࠑ ߤ ݀ వߤ ఈ ࢑కర प ࡍڷంۨన సࠪۧరం ఇߩओ అబదमం qs qs ݀ ࠑ ߤవ ܿ ࠑ ߤవ ݋ం࠼ߦ ఒక ࡹ ఈ ݡ
అߖ ఇߩओ .޴ంࣄ࡯ޘ ݡ

కएࡅ  ఈ ࡅ ࡱ࢐కए పओۮ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ݡంࡓ ޴ఇ ࡱ࢐  ంڒ ݟబܽद ࡓంݡ పऱ࣒  ఒకܽ   pr pr y y 
ऒߕࣆ న࣒࠳  అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ࡅకए బܽद pr pr qsڒ ޴ఉంܿం ڴలంబం ړ బܽद ఈڒ ݡ࠮ ࡱ࢐  qs 
కएࡅ छ޳ ݡ࠮  సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ࡱ࢐  ࢑కర ఈ ࡌ प ࠳ ࡱ࢐న࣒ వࠑ ߤ ऴޓ మ࠼ߦ ࠾ࡍం݋ వࠑ ߤqs 
݀ వޔࢂࢗ ݀ ࠑ ߤంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦం݋ వࠑ ߤ ݀ వڒ ݀ ࠑ ߤబܽद ࢑కర प ࠳న࣒ వ࠳ ݀ ࠑ ߤన࣒ qsy 
వࠑ ߤ ऴ࠳ ޓన࣒ వࠑ ߤ ݀ అࣆۨࣇ ߖफం޴ ఇంߵ  అబదमం ڒబܽद ఇࡓ ޴ం࠳ ߘߝ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓంݡ x 
సࠪనం ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓంࡓ ݡంݡ ర޶भ ڒబܽद ఇ޴ ఆ࠳ ࡏన࣒ ࠳న࣒  ప ऱ࣒  3 x y 6y 6y 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ ప  ݡంࡓ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳ 3  ऱ࣒  ఆࡏ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ߕࣆ ڷࡱߕऒ  6y 2x x y ߖసࠪనం అ ړ
ओߩనࣄۯ కృతంࢁసర ߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ప  ࡏࠬ ݡ ऱ࣒  x y ޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړన࣒ 2 0࠳ 3 
࢑కర प ࡅకए  ࢑కర पం ࡅకए  సࠬకరణం qs 
స࠭࠲ ࡔ మࡖక ࢑࠙గంࡹ చࡍऐ फࣃ ࠭ సࡔ ధనङ Pru ࡱ޳࢐
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