
ङ޳࢑ ࡹޒపܽ తరగߘ࠭  छࣃ ߘबలࡏ గޒంచం࠭࠲ ,ݟ ఒక ࡔఖ ࡅకए ऐࡍంۨ చࡍڷ ࡱ࢐  ంۧ࠭ మ࠾ࡍ 
ఇߩओ ऒߖ޵ ࠭࠲ ݡ కएࡅ ఖࡔ ࠭࠲ బܽदڒ ంۧ࠭ڵࣃనڜ  ऐࡍఅం݄ ఏࠫ݇ చ ࡱ࢐  फࣃ  ఖࡔ ఒక ࡏࠬ ,࠭
కएࡅ నవ۪ऐھߘక ࡮ఎ ߘࡱ࢐   మ࠾ࡍ ఒక ࡔఖ ࡅకए నవ۪ऐھߘక ࡮ఎ ߘࡱ࢐  ऒߕࣆ   అం݄ ࡔఖ ࡅకए

అࣾం ࡔ ڕࡱ࢐ఖ సࠪంతరంڴ ఉందߖ అర बం ޶ڒ, అం݄ ࡔఖ ࡅకए  x y ړߖఉం݄ అࣿ ڴసࠪనం ࡱ࢐ 
సࠪంతరంڴ ఉంܿంࡓ , ޴ంݡ పంڕफࡱ సࠪన ࡱ࢐లߘ కڵ࡯ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद ఈ ܌ࡗ మనం 
చࡍऐ ంۧ࠭  ఇకए డ లంబంڴ మ࠾ࡍ సࠪంతర ࡔఖల ࡱ࢐ ఈ పంړ फ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠪంతర l 1 l 2 
 ఖࡔ ఈ ࠾ࡍమ ࡱఖࡔ

అࣾం ࡅకए  x l l ړݡంࡓ కం݄ ఒకܽ޶ఎం ,޴फంࣆۯ 2 ܼޓ ࠾ࡍమ 1 ܼޓ ణంڝ ޜశ޴ లږߘࣃ 
సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴, ఇܼޓ ޴ ఒకܽ సࠪనమࣆۨࣇ ߖफం޴.
 సࠪనం ړ݀ ܼޓ ఒకܽ ܼޓ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘలހڝ త߅సంబం ࡱހڝ ݡంࡓ ఈ ڕ޶ఎం ڕܼޓ  
అړ2 ܼޓ ߤܼ 1 ܼޓ ߤܼ ޙ࠼ సࠪనం అߖ అర बం, ఇࡔ ܼޓ ߤܼ ޴ఖ ࡅకए  2l 1 ܼޓ ߤܼ ࠾ࡍమ ࡱ࢐ 
ओߩఅ ࠼ఉంܼ ڴసࠪంతరం ࡱफڕపం  ݡంࡓ  ޙ࠼అ ࡱ࢐ ݡంࡓ ఖࡔ  l ڴసࠪనం ࡱࡱ࢐ ࢐ܽ ݡ
ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡓంڕݡ ఒకܽ సࠪంతరంڴ ఉం݄ ఒకܽ ړ సࠪనం అߖ అర बం ఏࠫܽ అం݄ ࡔఖ l l m m2
సࠪంతరంڴ ఉం݄ ࡱ࢐ ߖ޳ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మࡱ࢐ ࠾ࡍ సࠪనంڴ ఉం݄ ࡔఖࡱ సࠪంతరంڴ 
ఉంܼ࠼.
ఉనऒ ڴలంబం ࡱफڕపం ݡంࡓ  ओߩ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ߤࡷ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߤవ ߤࡷ ޴ఇ ݡ ంݟ, ఇߤࡷ ޴ l l l 
ఒకܽ ఇࡓ ߤࡷ ޴ంݡ ఇకए డ ఒకܽ ࡓంړ ݡ ఒకܽ లంబంࡓ ڴంړݡ లంబంڴ ఉంܿం޴, అం݄ ఈ l l l l l 
అర ߖఅ ࡱڶऴݟ ంࠢޛ ణంڝ बం మ࠾ࡍ మనం ࣃڶफ ࠭  అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంړߖ޳ݦ సࠪంతరంڴ ఉంݦx 
ఈ ۪కए ల ࡔఖߘ అࣾంޜ ఈ పంړ फ గࡍషद ڝణం 1 ܼޓ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఈ పంړ फ ࠪڡझ  x l 1 l 2 ܼޓ 
పऱ࣒ ࡱڶऴݟ ంࠢޛ సࠪనం ఒకܽ ڕܼޓ అం݄ ߤవ ܼޓ ޴ߝఅ ܼޓ అࣾం ޜ2  ంࠢ x nޛ ఒకܽ ܼޓ ݀ ܼޓ 
పऱ࣒ ࡱڶऴݟ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ܼޓ  వ۪ऐ , ఇܼޓ ߤܼ ޴ ఒకܽ పޛ ޴ంࠢ ݟऴࡱڶ పऱ࣒ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ݡంࡓ ܼޓ 
छ޳ ޴ ߤܼ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ 2 ܼޓ ݋ڒ న࣒࠳ ߤవ ޴బܽद ఇڒ छ޳ న࣒ 1࠳ ړన࣒ 1࠳ ࡌ  m ta 2 ࡌ

छ޳ న࣒ 1࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړ  సࠪనం m 2 m 1 m m 1 m 2 ړ ݟంߘ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ2 ࡌ
అࣆۨࣇ ߖफం޴ , ఇࡓ ޴ంݡ లంబ ࡔఖ ఒక ఉనऒ ओߩ  l l ݡంࡓ  ޴ఉంܿం ڴޔషర ڕఖలࡔ లంబ ݡంࡓ ݡ
లంబంڴ ఉంܼ࠼, ఆ߯ ࡱ࢐ ࢐ܽల ఉతओ ల ఉతओࡱ࢐ ޳ࡶ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ फޒ  ړన࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
సࠪనం అ࠼నߩओ ऒߕఉ ڴలంబం ࡱफڕపం ݡంࡓ ݡ యۮ ࡏࠬ ߖపओ వ۪ऐ  ߤࡷ మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ,
కएࡅ .ంచగల࠭ڵࡆఉప ߘవన࠙ ࡱ࢐ 
 సࠪంతరం޳ࡶ ڴ లంబంڴ ఉనऒ  పంڕफࡱ ఇߩओ फࣃ۫ ߘహరణ޳క ఉࡖమనం మ ݡ ࠭, త޳छ  ݡంࡓ ࡌ
ం࠼ߦ ऱܿ ࡓం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఐ޶ ఒకܽ కࡔ ߮࡯ఖڕ సࠪంతరంڴ ఏ࠳ ݡన࣒ ఒకܽ 
మߕࣆ ࠾ࡍऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ޶ఐ ڷࡱߕ ޴ండవࡓ ࠾ࡍమ ݡ࠮   ڴలంబం ڕఖࡔ ߮࡯క ݡంࡓ న࣒࠳ 
ఉంܿం޴.
దట ఇకए࠴ బܽद మనంڒ  డ ఏࠫ ࡯࠻ۯ, ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  ఈ ࡔఖ ࡅకए  ߘࡱ࢐ 
కھߘనంݟ, ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఐ޶ ఒకܽ ڒబܽद ࠭࠲ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱࡏ߮ ڕ 
߭ दܼ ࠭, ఇࡓ ޴ం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ మࠫߖ ࠾ࡍ.p q 
కएࡅ బܽदڒ ఒకܽ ޶ఐ ڕࠪ   కएࡅ ࡱ࢐   న࣒ pq pq y 2 y 1࠳ న࣒ అం݄ 1࠳ సࠪనం అం݄ ڕࡱ࢐ 
 ప ऱ࣒  ప ऱ࣒  3 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 5 ࠳న࣒ 2 అం݄ 1 ప ऱ࣒  3 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 5 ࠳న࣒ 2 అం݄ 4 ࠳ ࠑన࣒ ఏݡ ఇߩओ  ݡ
మనం ۫ߧంۧ࡯  ఈ పంړ फ ఈ ࡔఖڕ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱ ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ pq 
ఏ࠳ ݡన࣒ ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ న࣒ a 7࠳  బܽद ఆࣣڒ ݟటदం߭ ࡏ߮ ڕల ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ ऱ ఈࢁమ ݡ࠮  1 
మݡ࠮ ࠾ࡍ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ࡅకए పऱ࣒ ݡ࠮ న࣒ ఒకܽ అం݄࠳ ݡ࠮ ࡱ࢐   ఒకܽ ߕࣆऒ  b 0 ab 
బܽद ఇకएڒ ݡన࣒ ఏ࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ బܽदڒ ݡన࣒ ఏ࠳ డ ࡅకए  pq ݡన࣒ ఏ࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ ࡱ࢐ 
మࡅ ࠾ࡍకए కएࡅ బܽदڒ ݡన࣒ ఏ࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ ݞږ ࡱ࢐  కएࡅ ࡱ࢐   సࠪనంab pq ab ڕࡱ࢐ 
छ޳ సࠪనం  7 ړ న࣒ 4࠳ ࠑ 4 ओߩఇ ڴసࠪంతరం ړ ࡌ ab ࠾ࡍమ ޶ఐ ڷࡱߕ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ݡ pq 
ऒߕࣆ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ݡంࡓ న࣒࠳   పంړ फ ړ లంబంڴ ఉందߖ మࢁऱ ڷࡱߕ ړߖ޳ ఐ޶ మ࠾ࡍ pq c d 
ऒߕࣆ న࣒ 2 cd y࠳ న࣒ ఒకܽ అం݄࠳ ݡంࡓ సࠪనం ړ ऱࢁమ ࡱ࢐ బܽदڒ ݟటदం߭ ࡏ߮ ߖఅ ݡంࡓ న࣒࠳  y 
 న࣒ 4 అం݄࠳ ࠑ న࣒ 7࠳  బܽदڒ న࣒ 4࠳ 0 ࠑ న࣒ 5࠳

కएࡅ  ఇߩओ छ޳ ݡఏ ࡱ࢐ ݡ మనం ఇపओ ߖఅ ڷࡱߕ ࡌ ऒߕھߘక ښܽ కएࡅ ,࠭  న࣒ 7 pq pq࠳ ࠑ 4 ࡱ࢐ 
అۮ ߖపओ ంݟ, ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ ఇߩओ छ޳ ݡబܽद ఏڒ ݡంࡓ ࣒ڒఒకܽ ऴ ݡ  m 1 m m m ڷࡱߕ ࡌ
కएࡅ ࠾ࡍబܽद మڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡన࣒ ఏ࠳ ݟంߘ ڷࡱߕ కएࡅ ࡱ࢐   ఉతओ  cd pq ړన࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
సࠪనం, 
ఇړ ޴ లంబంࣆۨࣇ ߖ ڴफంڒ ޴బܽद మనం ఇపओ ऐࡍచ ښܽ ంۧ࠭ ڒబܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం ఒక పంړ फ ࡅకएpq cd
కएࡅ ࡱ࢐  అߘవర फߖߕऒ  ۫డవ۪ऐ .
 పంړ फ సࠪంతరంڴ ఉంࡔ ޳ࡶ ޳ఖ లంబంڴ ఉం޳ అߖ 
ओߩఇ ړߖݞవڝࣆࡱޘ फల మధङڕపం ݡంࡓ ࡏࠬ ݡ ऒߖހڝ   ఎ࡮ కھߘనగలࡏ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ l l 
అࡓ ࢑ߝంݡ పంڕफߖހڝ ࡱऒ  ఈ x x ޴బܽद ఇڒ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۯ ޜఅࣾం ߖ݀ ܼޓ ࠾ࡍఒకܽ మ ܼޓ 
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ړపం  ޴ఇ ޙ࠼ఖ అࡔ फ వ࠻ ߤంܼޓ ࡽڵ వࣆۯ ߘ ߤफం޴, ఈ ڝణం ܼޓ ݞږ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ l 
 ࡱఖࡔ సࠪంతర ࡱफڕపం ݡంࡓ కం݄ ఈ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ܼޓ ݞږ ణంڝ ఈ ,޴फంࣆۯ ߖ݀ ܼޓ ࡽڵం࠻
మధङ ܽ࢒ ం, మనం޳ంڕߘఅ ߖఅࣾం అ ޴బܽद ఇڒ ऒߖހڝ న࠳ऴవޓ   క࡯ߕھߘ.x 
ओߩకం݄ ఎ޶ऱ ఎంߘࡷ ݡంࡓ   फࣃࡱకܽ కڜߖ޳ఒక ࡱఖࡔ ݡంࡓ  ݡ  కܽڜߖ޳ఒక ࡱफڕపం ݡంࡓ ఆ , ࠼
లంబంڕࡶ ڴం݄ అ޴ గࡍషदంޓ ڴऴవ࠳న ڝణం మ޶࠴ ࠾ࡍभࡍࠈన ڝణం ࡓంݟంܽߗ ߭ం۪ޔంڒ ޴బܽद 
ఈ ࡓంݡ పంړ फ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ మధङ  బܽद l l xڒ ంܼ࠭ھߘక ࠭࠲ ఏࠫ݇ ܼޓ ణంڝ న࠳ऴవޓ 
అࣾంߖހڝ ޜऒ  అߘమޒంచంݟ పంڕफల ޳छ  l l ܼޓ ࠾ࡍమ ߤవ ܼޓ ڴసࡏవ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡌ
 l m l m ࡱ࢐ ݡంࡓ అం݄ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ߤవ ܼޓ ߤܼ అం݄ ఒకܽ ࡱ࢐ బܽद ఒకܽڒ ,ݡంࡓ
 ڕܼޓ న࣒࠳ ݡంࡓ ܼޓ ࡹసࠪనం మనం ۨऴతం ޜ݀ ܼޓ ߤܼ
సࠪనం ڒబܽद ܼܼޓ ߤ ऴڝޒణࠫ޳ ޒछ  1 ܼޓ ߤܼ న࣒࠳ 2 ܼޓ ߤܼ సࠪనం ړ1 ܼޓ న࣒࠳ 2 ܼޓ ߤܼ ࡌ
ప  ࠑ ऱ࣒ ప  ࠑ   సࠪనం ړࠬ న࣒࠳  ܼޓ ߤܼ బܽदڒ  ܼޓ ߤܼ  ܼޓ   ऱ࣒  ࠬ ݀ ࠬ వړ ߤ సంښతం 1 10 2 1 m 2 1 1
 ప ऱ࣒ ङږఅ ޙ࠼న࣒ అ࠳ ݞږ పంߦ బܽदڒ   మనం ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ణంڝ నࡍࠈभ޶࠴ ޴ఇ ࡽڵం࠻ ݋
కڝߘए వ۪ऐ ఖల మధङࡔ ݡంࡓ ߕ޼ఏ ڴబܽद ۨవరڒ  ऒߖހڝ  ఉనऒ ࡱࡱ࢐  ओߩ పओۮ ݡ వ۪ऐ .
న࣒ ఒకܽ పऱ࣒࠳ ݡంࡓ ޴నࣄ࡯ޘ    ఒక ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ۨࡍޘ ߖ ݭ࠵నߩओ పऱ࣒ ڕࠬ ݡ  mod m m m m tw  o 
పऱ࣒ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆफ వࡏڷ న࣒࠳ న࣒ పऱ࣒࠳  ప 1 ࠑ న࣒࠳ న࣒࠳  ऱ࣒   ప ऱ࣒  అం݄ ࡛ࠂ పऱ࣒m 2 m 1 m 1 m 2 
అం݄ వߤ మ࠾ࡍ ݀ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ మధङ మధङ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ߤణం  అం݄ వڝ న࠳ऴవޓ   ఉనऒl l l l 
ఖల మధङࡔ ݡంࡓ ߕ޼మనం ఏ ڴ࢑ధం ణం ఈڝ నࡍࠈभ޶࠴ ऒߖހڝ   కھߘనవ۪ऐ , 
మࢁऱ మనڕ సమసङ  ఉం࠳ ࡱ࢐ ߖ޵ ,޴న࣒ ఏߘ ݡంݡ࠮ ݟ మࡓ ࠀ ࠾ࡍంࡌࠪ ݡठ ల ޳छ  ࡱ࢐ ࡌ
ओߩనࣄ࡯ޘ ఖ మధङࡔ సరళ ݡ ऒߖހڝ   కھߘనవ۪ऐ  m m ࠾ࡍమ ޓऴ ࠑ ߤࢗ࣊ న࣒࠳ ఒకܽ ܼޓ ߤܼ బܽदڒ 
݀ ఈకछ ఇవछ ݀ ࠑ ࢟ࠀ ړ ࡽ బݟంڒ ޴బܽद ࡔ ܼޓఖల మధङ వछߖఉండ ڴణంڝ  ంڒ ݟబܽद ܼܼޓ ߤ m 2 
ప 1 ࠑ న࣒࠳ ऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠑ ޓऴ ࠑ ݡన࣒ ఏ࠳ సࠪనం  2 ړ5 ݭ࠵ ݭ࠵   న࣒ m 1 m 1 m 2࠳ ݀ ࠑ ࢟ࠀ 
ప ޓऴ ࠑ ߤࢗ࣊ ऱ࣒  అ15 ޴ ప ऱ࣒  14 29.
झڡࣄ ࠑ న࣒ 29࠳ బܽदڒ 6 ࠑ బܽद 29ڒ న࣒ 35࠳ ࠾ࡍమ 6 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔࠋۮ ߖఅ 6 ࠑ   ߤన࣒ వ࠳ బܽदڒ 
పऱ࣒ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡮ऱ ఇߘࡷ ݡంࡓ ఈ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ޒबࣄࡍబܽद పڒ ޴फంࣆۯ ߤࡷ న࣒࠳ ࠆఆ ݭ࠵  వߤ
 135 ࡱफڕపం ݡంࡓ ం݄ ఈڕࣆޓ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡱڶऴݟ ޶నలࠢ ఐ ࡱఖࡔ ݡంࡓ అం݄ ఈ ݟంڝࣆޓ
फࣃۯ ࡱڶऴݟ కएࡅ ఖࡔ బܽदڒ ࠼ छ޳ వన࠙ ࡱ࢐  फల మధङڕపం ݡంࡓ మనం ఈ ࡌ  ఖۨऐ త࠳న ߖހڝऒ  
కھߘనవ۪ऐ ంܽ మధङݟంࡓ , క సమసङࡖణం ఉం݄ మڝ   పంړ फ ޳ ڷࡱߕछ ړఒక పం ࠾ࡍమ ࡌ फ ࡅకए  piࡱ࢐ 
మࡖక ࡔఖ ࡅకए బܽद ఇకएڒ ݟనంھߘక ߘࡱ࢐  డ ఇవछ బݟన ڕܼޓ ܼޓ సࠪనం ړ సࠪనం మړ ࠾ࡍ pi pi
సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ ࡓంݡ ఆ߯ ࡓంݡ సࠪనం  ఏ ऴపశऒ  ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद m m 
घࡏ߷ ܼޓ ߤܼ ంܼ࠭piڕࣆޓ తంښల సంږߘࣃ ࠭࠲ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ޜڷࡱߕ ړ ࡮
న࣒  ప࠳ బܽदڒ ऱ࣒  m 1 m 2 m 1 by 1 m 2 m 1.
 pi by four m ߧ࡯క ݡంࡓ సࠪనం  ఒకܽ ړ న࣒࠳ ݡంࡓ ޴బܽद పڒ 

ఈకछ ࡛ࠂ ߤ݃ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ݀ ఈకछ ࡛ࠂ ߯ ߤ݃ ߤవ ܿ ࡽ  m pi ܿ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݀ ࠬ ܿ ܿ ߤవ ܿ ࡽ
݀ ܿ ݀ పऱ࣒  ޴ఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ݀ ݀ ࠬ 
పऱ࣒ ݡంࡓ  బܽदڒ भ޶ర ݡంࡓ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ࠬ ݡంࡓ ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ܿ ܿ ࠑ ݀ ࠬ 
పऱ࣒ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠬ న࣒࠳ ݡంࡓ ࠬ ݡంࡓ  వߤ సࠪనం ڒబܽद ࡓంݡ అݟ࠮ ޴ߝంܽړ సࠪనం ڒబܽद m 
ړండవ పంࡓ फ ࡅకए ओߩఇ ݡ࠮ ࡱ࢐  కएࡅ ఖࡔ సరళ ݡ  ޶ం࠭ ړߖݞంచࠚరంߦऴ ޜఖ సࠬకరణంࡔ वషदࡌ 
సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం, మనڕ ఒక ࡔఖ ࡅకए ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ݞచన ఉంࡹంۨ ఆࡍڷ ࡱ࢐   ఒక ښܽ
కएࡅ ఖࡔ ऐࡍంۨ చࡍڷ ࡱ࢐  ంۧ࠭  ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ మ࠾ࡍ ఇߩओ కएࡅ ఖࡔ ݡ  ఖࡔ ఏࠫܽ అం݄ ࡱ࢐ 
కएࡅ  సࠬకరణం అం݄ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం అం݄ ߖࡹ సࠬకరణం, ఇࡔ ޴ఖߖࡹ ऴపࠉ ޒంޜ࢓޶ xy
సంతృߧफ ۮంޔ޶ంڒ ޴బܽद ఇ޴ సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకర߄ࣃ ړߖހరణ ߖరछ చనం, ఇߩओ కएࡅ ݡ  a 
ऴߦథࠫక సࠬకరణం  అࣿړߖ సࠪంతర ࡔఖ ڒబܽद ఇకए డ మనڝ ڕఆࡍ नࣄ ݋ߝసद࠹ ఉం޴ ఇ޴ అࣾం x x y 
అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంߤࡷ ݦ అޙ࠼ ఈ ࡔఖ సࠬకరణం ఎ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद x l l x
అࣿړߖ సࠪంతర ࡔఖ సࠬకరణం అం݄ ࡹక࣒ అࣾంޜ ఈ ࡔఖڕ మధङ ओߩరం ఎలऱ޷   x ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݢ
అߝ షరߘޔ సంతృߧफపۯࡍ ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ఇకए ࡏࠬ  డ ߘం޷ ݟరం ڕࣆޓం݄ ࠬࡏ pxy pxy , b 
ऒߖࡌ޷  ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ࠬ޷ ڕరం వࣆफంڒ ޴బܽद ޷రం ఉంܿం޴ ఈ ࡓంࡔ ݡఖల మధङ  b e 
ఎలऱߩओ ంకం ఇకएࡌबࣄ ఆ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݢ డ అۮ ߖపओ బޔݡంڒ ޴బܽद b 

అࣿړߖ సࠪంతర ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ڝ ߖ޳ఆࡍ नࣄ ݋ߝबరంڴ ఉంܿం޴, x y b y 
ఇࡱ࢑ ޴వߘ ࠪరऐ  y.޶

ఇڒ ޴వ۪ऐ  ఇࡓ ޴ంڒ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡవ۪ऐ  b a x  ڴహరణ޳द࡛ అం݄ మనం ఉڒ࣊ ݡంࡓ న࣒࠳ 
వ۪ऐڝࣆޓ ఈకछ ܘబܽद ఈڒ  ఈకछ 1 ࡽ న࣒ 2 ఈకछ࠳ ܿ ࡽ కछ࣋ 5 ࠑ 13 ࠹࣋ ܿ ࡽ ऒߗఇవ ࡽ  ఈښछ షߤ y y y 
ఆߤࡷ ࠆ  అࣾం అ࢑޻ధంڴ మనڕ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంࡔ ݦఖ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ పࣄࡍबޒ మࢁऱ x y x 
అࣾం అࣾం మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మࢁऱ ఇ޴ ఈ ࡔఖ మధङ ऒߖࡌ޷   y l y 
క࠼ߦ ࡶ޴ంࡅ ݋కए बࣃ  నం pxy 
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ओߩఎలऱ ޜ ओߩరం ఎలऱ޷ బܽद ఈڒ ޻ఇ ݞږ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݢ అం݄ ఈ yx ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݢ x 
వ ఇకएࡱ࢑ డ ࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంݦ సࠬకరణం ࡅకए  సࠬకరణం ړ y l x a
సࠪనం ఇ޴ పࣄࡍबڒ ޒబܽद ఈ పࣄࡍबࡅ ޒకए  సࠬకరߖހऒ  ఇࣆफం޴  అం݄ ఉ޳హరణڕ a  li ne l x 
ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈܘ ఈకछ న࣒ 1 ఈకछ࠳ ࡽ ఈకछ 7 ࣋ ܿ ࡽ  x x ࠑ న࣒ 1࠳ ࣋ ܿ ࡽ
2 ఇవߗऒ  ఈښछ షࡅ ߤకए  ఉ޳హరణ ఇ࢑ అࣿړߖ సࠪంతర ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరړߖހ ఉ޳హరణ మࢁऱ మనڕy 
ఎڙझ సమసङ ࡽ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనంࡔ  ݟఖ 2 3 ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ x 
మ࠾ࡍ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇకए డ ࠭࠲ ఈ ࡓంݡ పంڕफల సࠬకరߖހऒ  కھߘనవలࣄ y 
ఉంܿం޴, ఈ ࡓంݡ పంڕफࡱ ఇ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంݡ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఇߩओ  l l ࣄ దܽ࠴ ݡ
సࠬకరణం  ߤࡷ వࡅ ߤకए  ఈ పంړ फ సࠬకరߖހऒ  మనం ۫ࣄనߩओ  l l x l ߤࡷ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఒకܽ ఇ ݡ
వڒ ߤబܽद ఈ ࠼ߦం݋ అం݄ అࣾం మ࠾ࡍ ఈ ߤࡷ వߤ మధङ  ఒకܽ x l l ߤࡷ రం ఏࠫܽ అం݄ ఈ޷ 
.޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ
 ఏࠉ ߕ޼ంࡓ ࢓޶ంݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ అࣿړߖ సࠪంతరంۮ ڴపओ ంݟ అం݄ ఇڝ ޴ఆࡍ नࡱ࢑ ݋ߝవ x y 
ఎలऱߩओ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړంܽݟ࠮ ޴అ ,޴ఉంܿం ڴबరంࣄ ݢ డ ݟ࠮ంܽړ సࠪనం ఈ ࡔఖڕ ఈ ࡱ࢑వy 
ఎߩओ కएࡅ ߤబܽद వڒ ఒకܽ ޶రࠪ ݢ  సࠬకరణం సࠪనం ݡ࠮ అ࢑ ޻ధంࡏࠬ ڴ మࡖక ߤࡷ l l y 
పओۮ ݡంࡓ ం݄ڕࣆޓ ంݟ  ఇࡓ ޴ంݡ మ࠾ࡍ ఈ అࣾం మ࠾ࡍ అࣾం మధङ  l l x y ڴबరంࣄ ऱࢁరం మ޷ 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ޷రం ࢘గం ࡅకए ࡍఆڝ  नࡓ ݋ߝంڒ ݡ࠮ ݡబܽद ఇࡓ ޴ంڒ ݡబܽद ߖ޵ అర बం 

అࣾం ࠬద ఈ ࣄۯ ߤࡷన అంతࡌయ ࡱ࢑వ  సࠪనం ࡓంړܽݟ సࠪనం ڒబܽद ࡔఖ అࣿړߖ x l 2 x x x 
ఉనऒ ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ݡంࡓ సࠪంతర ޳ࡶ ओߩ ړపం ݡ फ ࡓంݡ సࠬకరణం ࡓంړݡ సࠪనం,  ఆ l x 
మధङ ڕఖࡔ ऒߖࡌ޷   కڝߘए ऒߖހఖ సࠬకరࡔ సࠪంతర ړ అࣾం ࠾ࡍమ ࡯࢐  ఇࣆफం޴.x
 అࣾం ޳ࡶ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఇ࢑࢑ ޴ధ ऴށࠪߦక ߦࡐలࡹ సరళ ࡔఖ ࡅకए ఖङ࠭ ࡮ۧ   న y࠳
సࠬకరణం ޳ࡶ ఇߩओ ङ߄మనం ఈ అ ݡ యం ࡅకए ఖङ࠭ ࡮ۧ  ऒߖڴ࠙ న࠳  సరళ ࡔఖ ޳ࡶ సరళ ࡔఖ 
అ߄ङ యం ࡍڷంۨ చࡍऐ फࣃ కएࡅ ఖࡔ సరళ ࠭࠲ ఖ సࠬకరణంࡔ సరళ ࡹపంࡐ కށࠪߦ࢑࢑ధ ऴ బܽदڒ ࠭  
నऒࠚ࢑ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘలހల సࠬకరߦࡐ  ऱ࣎ ݋ం࠼ߦ పంࡐ దܽ࠴ బܽदڒ ࠭ झ݋ం࠼ߦ ࠹ర߷ ߵ ऱ࣎ ࠆఆ ࡮ 
߷ర࠹ అం݄ ఈ ࡍڷ ߤࡷంۨన సࠪۧరం ఒక ࡍߖ भషद ࠉం࢓޶ వߤ వڷ ߤంޔࢂࢗ ݞనऒ ओߩ  px y  ࠾ࡍమ ݡ
ఇవछ ݞږ ࡱ࢐ ߖ޳ బݟంݞږ ࡱ࢐ ߖ޳ ޴ ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद వڷ ߤంݞ px y one px one y one 
నऒޔࢂࢗ  పంړ फ࡯ޘ ߖయܑయంݟ అۮ ߖపओ ంݟ, అߩओ ం m qxy޳ంڕࣆޓ ߖ ࢓޶ంࠉ ఖ߯ ఏకపࣾࡔ ݡ
మ࠾ࡍ అ࠼న లంబ ڝణ ऴߖ܉ࠜޒऒ फࣃ۫ ߖ ߤన࣒ వ࠳ మనం ఈ ࡹ బܽद ఈڒ ݟయంڶ  ࠭pqr pqr prex x 
మ࠾ࡍ ఈ ࠳న࣒ వߤ మࡔ ࠾ࡍఖ ࡅకए కएࡅ ܼޓ ణంڝ అం݄ ఈ ࡱ࢐   ܼంܐంڒ ݋బܽद qr y y m 
అం݄ ܼڕܼޓ ߤ సࠪనం అం݄ ܼܼޓ ߤ అం݄ ܼܼޓ ߤ అం݄ ఏࠫܽ ޳छ  న࣒ qr pr y y࠳ అం݄ ࡌ
వ࠳ ࠑ ߤన࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ x x y y 

ऒߖڜ ޴ߝఖ అࡔ  ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړన࣒ ఒకܽ࠳  ఇۨऐ న ࠼ߦంటऱ ڷంޜࢂࢗ ݞం޴ మ࠾ࡍ mx x 
ऒߖހబܽद మనం ఈ సࠬకరڒ ࣆࡱޘ ݞږ ࡱ࢐  ఉపڵࡆంۨ ࡔఖ సࠬకరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ  న࣒ y y࠳ 
ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనం, ఇకए డ ఏకపࣾ ࠼ߦం ऱܿ ఇߩओ క ࠭ఖङࡖమ ݡ  mx x xy ࡱ࢐ పంࡐ న࠳
అంతࡌయ ࡐపం  ఇݟࣛ ޴नంۃ ऱ࣎ ࣊ ఇంట࡛ ߵ సओ ݟంߘ दߵ షदంڴ ఉనऒ  ߷ర࠹ అం݄ ࡔఖ ࡅకए  ऱࢁమ ࡱ࢐ 
ړబܽद పంڒ ࣆࡱޘ फ ࡱ࢐ కڵ࡯ ఉండߖవछ ంݟ మ࠾ࡍ ఇంట࡛ ࣊ ऒߖ࠻ࡌంత అంతڜ ఖࡔ द అం݄ ఈߵ  l m y 
కࣆڵ࡯फం޳ࡶ ޴ ఏ సమయంࡹ ఈ ࡔఖ అࣿߖऒ  కࣆࡱफంڒ ޴బܽद అంతࡌయం అం݄ ఇంట࡛ ࣊  y y ࠾ࡍद మߵ

ఇంట࡛ ࣊ ࣊ द ఇంట࡛ߵ ࣊ బܽद ఇంట࡛ڒ दߵ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ݋ం࠼ߦ द అం݄ߵ  ఈ ࡔఖ అం݄ y y c y c q 
ఏࠫܽ, ఇߕࣆ ޴ऒ సమనछ ߖఅ ࣄ  యం అޔ࢓ంࡏࠬ ,޴ మࢁऱ ࠭ߘపܽ ߷ర࠼ߦ ࠹ం݋ ऱ࣎  ڵࡍޒ ࡹ ࠹ర߷ ߵ
۫డంڒ ݟబܽद మࢁऱ మనࡱ࢐ ڕ ఉందࣆࡱޘ ߖफం޴ అ޴ మ࠾ࡍ ఒక ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ  అߖ m q c 
फࣃڵࡆఉప ߘఆ ࠙వన ࠭࠲ బܽदڒ ޴फంࣆࡱޘ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ࠭ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ   q c ߘఖࡔ 
ऒߕࣆ న࣒࠳ ఖ సࠬకరణంࡔ న࣒࠳ ఖࡔ బܽदڒ ޴फంࣆۨࣇ y c mx y c ړ ߖ న࣒࠳ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ mx
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޳ࡶ ޴  ప ऱ࣒ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ  వ۪ऐ  ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ  y mx c y ޴ߝపం అࡐ న࠳

 ప ऱ࣒ కएࡅ ఖࡔ ߕ޼బܽद మనం ఏڒ సࠪనం ړ  వۨऐ ࣄనవలھߘక ߘࡱ࢐  నߩओ న mx c࠳మనం ఈ రక ݡ
సࠬకరߖހऒ  ఉపڵࡆంۧ࡯, ఈ ࡐపంࡹ ఏߕ޼ సࠬకరߖހऒ  తڵ ठంۧ࡯ , మనڷ ڕణకం లࣆࠚफం޴ ఒక ࡔఖx 
కएࡅ ఖङ࠭ ࡮ۧ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘࡱ࢐   ࡱలనࢣࡍప ݡ࠮ ޳ࡶ ݡంࡓ ڕన ఈ సࠬకరణం߯ మన࠳
ఉߕऒ సం  పڝ అం݄ , ࠼ ऱ࣒  అం݄ ߕࣆऒ  y mx c m m ޶ڒ సࠪనం ړ0 ࡱ࢐ సࠪనం అం݄ అం݄ ړ
మړ0 ࠾ࡍ సࠪనం ޶ڒ.c 
 ఆ పࣄࡍबࡹޒ ఈ పంړ फ ړ సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం ړ తڷठޔం޴, ఇ࠮ ޴లం ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ  పంړ फ mx y mx
ఎం޶కం݄ ఇకए డ అߕࣆ ޴ߝऒ ړబܽद ఈ పంڒ సࠪనం ړ फ అంతߖ࠻ࡌऒ  కڵ࡯ంచڒ ޶బܽद c y 
ఈ ࡔఖ ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ .޴फంࣆۨࣇ ߘఖࡔ 
 
నऒھߘక ߘఖࡔ న࠳సࠪన ړ ࡹపంࡐ ࡹపంࡐ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ లం࠮ ओߩ డ࡮ऱ లం y mx࠮ ఖࡔ ఈ ࡏࠬ 
పओۮ ڴలభంࣆ ߖఅ ࡱ࢐ ߖ޳ ࡱ࢐ ߖ޳ ࠾ࡍమ ߖందޔࢂࢗ ݞంڷ వ۪ऐ , ఇߩओ  m ym࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ݡ

ఉనऒ ݢంࡓ ओߩ छ޳ ߤࡷ ޜఅࣾం ݡ ఏరओ ࡌ ऒߖހڝ నݟ  ఇࣆफం޴ మࡓ ࠾ࡍంݢ ఉనऒ ओߩ  c x m cj 0 ݡ
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అం݄ అం݄ 0ړ సࠪనం ڒబܽद అం݄ 0ړ సࠪనం అం݄ అࣾం ࡅకए  సࠬకరణం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ y y x 
అం݄ అࣾం ࡔఖ అࣾంޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అం݄ పంړ फ అࣾంޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ , ఇߩओ  x x x ݡ
మన࠮ ڕడవ అవࡱࢡڒ ఉߕऒ ओߩన࠳అం݄ సࠪన ,࠼ ऒߕࣆ  ݡ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  m c ޶ڒ సࠪనం ړ
ओߩన࠼సࠪనం అ ړబܽद 0ڒ  ఖ m y c y c xࡔ సࠪంతర ړߖసࠪనం అం݄ అࣿ ࠾ࡍసࠪనం మ ޴ఇ ݡ
తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ , ఇ޴ అࣿړߖ సࠪంతర ࡔఖ ڒబܽद ఈ ߷ర࠹  ప ऱ࣒ ఖङ࠭ ࡮ۧ సࠪనం ړ   న x y mx࠳
ओߩమనం ఇ ڴరం߄లనల ఆࢣࡍప ݡ࠮ బܽद ఈڒ పంࡐ కएࡅ ఖࡔ ݡ నऒࠚ   ߖޒबࣄࡍన ప࠳
పओۮ గలం , అࡓ ޴ం࠼ߦ ݡంటऱ ߷ర࠼ߦ ݀ ࠹ంڴ ࡛ࠂ ݋ ఉనऒ  మࡖక ߖߦࡐऒ  కڵ࡯ ఉం޴, అం݄ ࡓంݡ 
ఇۨऐ న ࠼ߦంటऱ ڷంݞ పంړ फ ޔࢂࢗనऒ ओߩ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ ఒకܽ మ ݡ వ۪ऐ .px y qx y 
  పంړ फ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡓ ݡంݡ అࡓ ߝం࠼ߦ ݡంటऱ ڷంޜࢂࢗ ݞంڒ ޴బܽद ࠴దట l px y kx i 
కएࡅ ఖࡔ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ݟనంھߘక ߘࡱ࢐  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవలࣄ వۨऐ నߩओ డ࡮ऱ కएࡅ ఖࡔ ࡏࠬ   
ఏࠫ݇ ఖۨऐ ࡱ࢐ తంڴ లࣾङ ంڕࣆۯ ڴంܼరࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.

అࡔ ޴ߝఖ ࡅకए కएࡅ ఖࡔ బܽदڒ ࡱ࢐   m m y y x x  ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ࡱ࢐ 
సࠪనం, ఇߩओ ړఒక పం ڕమన ݡ फ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ అߦۮ ߖओ లం݄ మనం y x x Rb 
ऴܾ ࠼ߦంڕࣆޓ ݋ంܼ࠭ ఈ ఏకపࣾ ࠉంړ࠻ ࢓޶झ  అۮ ߖపओ ంݟ ఎం޶కం݄ మనం ఈڒछ  ࣄనవలھߘక ߘ
ఉంܿం޴ ఏߕ޼ ఏకపࣾ ࠉం࢓޶లڕ సంబం߅ంۨ, ఇߩओ p q ࠭࠲ కం݄޶ఎం ,࡯࢐ڝఎం۪ ߖ ޳ࡶ ࡏࠬ ݡ
ఇపओ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘࡱ࢐ ښܽ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ړపం ݡ फ 

మڷ ࡱ࢐ ࠾ࡍంࢗ ݞళऱߖవछ ంݟ, ఆ߯ పంړ फ సࠬకరణం ࠼ߦం࠼ߦ ݋ంࡐ ࡱ࢐ ݋పం px one y one m 
छ޳  న࣒ ఒక y y 1 mx x m y y x x x࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒక అం݄࠳ న࣒࠳ ޴ఇ ߗڒ ࡌ
 న࣒ ఒకܽ x y y 1 x x 1 y y 1 x x࠳ ݡంࡓ ࠑ న࣒࠳ సࠪనం  2 ړ న࣒࠳ ࠑ న࣒࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఇ࠳
ఇࡓ ޴ంࠉ ݡం࢓޶ల ڷంޔࢂࢗ ݞనऒ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరణం ࡓ ࡏࠬ ޳ࡶంࠉ ݡం࢓޶ల ߖߦࡐऒ  మࡖక 
పओۮ ڴపంࡐ వ۪ऐ .
ओߩం۪ అڵఅడन ߗంܽݟంࡓ   ړమనం ఈ పం ࠲ऴతࠪ ݡ फࡹ ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  కھߘనగల࠭ ఈ పంړ फ l

అంతߖ࠻ࡌऒ  మ࠾ࡍ అంతߖ࠻ࡌऒ ࣊ బܽद ఇంట࡛ڒ ޴फంࣆۯ  x y b 0 ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ  ఖࡔ द అం݄ ఈߵ
మ࠾ࡍ ఈ ࡔఖ 0 ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ అం݄ ఈ ࡔఖ 2 ࠼ߦంటऱ ڷంޔࢂࢗ ݞం޴.b 
࣊ ఇంట࡛ ࠾ࡍమ  ݟయܑయం࡯ޘ ߖ ߤࡷ బܽदڒ  l max x inte ࠾ࡍమ  ڴసࡏవ ࠾ࡍद మߵ rcept y b 0

నऒޔࢂࢗ ݞంڷ  పంړ फ అం݄ p 0 b 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ కएࡅ ఖࡔ   సࠬకరߖހऒ ऐࡍచ ࠭࠲ ࡗనగలھߘక ࡮ఎ ࡏࠬ  फࣃ ࠭, మࢁऱ 
మనࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఒక ߕࣆऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  ఉߕऒ కएࡅ ఖࡔ ࡐదట  అంద࠴ బܽदڒ ࠼  b bߘࡱ࢐ 
కھߘంܼࡏ 
కएࡅ బܽद అం݄ڒ ऒߕࣆ న࣒࠳ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ࡱ࢐  छ޳ న࣒ 0࠳   m ab y y b b x 2 ࡌ
छ޳ న࣒࠳ న࣒ అం݄࠳ బܽद 0ڒ న࣒࠳ కएࡅ ఖࡔ బܽदڒ ࠑ న࣒࠳ ࡌ  సࠬకరణం x 1 a b a 0 aa 0 
మ࠳ ࡱ࢐ ࠾ࡍన࣒ ړ సࠪనం ࠳న࣒ ߕࣆऒ a b ࠑ న࣒࠳ ࠉ ࠑ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳ ࡯డनھ న࣒࠳  y b a y x 

మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ࠑ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ఇࣆۨࣇ ޴फం޳ ޴छ छ޳ ࡌ  a a x y b ړߖ޳ఒక ࡌ
సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఇంట࡛ ࣊ కएࡅ ߤࡷ ࡹపంࡐ दߵ  సࠬకరణం ڒబܽद ఇంట࡛ ࣊ ࣊ द అం݄ ఇంట࡛ߵ  द xߵ
మ࠾ࡍ ఇంట࡛ ࣊ द ఇۨऐߵ నߩओ కएࡅ ߤࡷ మనం ڴ࢑ధం ఈ ݡ  సࠬకరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇߩओ  yݡ
లంబ ߄ࣃరణ ړߖߦࡐ ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ ం ڒబܽद పంړ फ ࡍڷంۨన ࢑࢑ధ రڒల సࠪۧరం మనړ ڕ f
ఇవछ బޔݡం޴  ఈ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం మ࠾ࡍ ఈ ࠪరठం లంబం߄ࣃ ޳ࡶ ڴరణం అࡏࠬ ߖ ind l 
పओۮ వ۪ऐ , ఇ޴ అࣾం࠻ ޜంࡽڵ ఆ࡮औ ంۨ ఏరओࡍڷ రణం߄ࣃ ڕఖࡔ అం݄ ޴फంࣆۯ ߘ ओߩటݦ  x ݡ
ఇవछ ࢓రణ ߰డ߄ࣃ బޔݡం޴ మڝ ߖ޳ ࠾ࡍణం అࣾంޜ ఏరओ ఇవछ  ޴ంޔݡ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఆ߯ మనంx 
కएࡅ ߤࡷ  సࠬకరߖހऒ  కڒ ࡯ߕھߘబܽद ఇ࢑ۨ ࡮ۧ ޴ऴత࠳న రకం సࠪۧరం ఇకए డ ఇవछ బݟం޴ l 
ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం ߘంݟ అࣾం ߘంݟ లంబంڶ ڴయంݟ ఇ޴ అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ఈ ఇߩओ  a x am m x ݡ
అࣿړߖ లంబంڴ ఉం࠻ ޴ంࡽڵ ఆ࡮औ కएࡅ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ ߘ  ఈ ߰డڒ ࢓బܽद లంబڝణ o y oa p 
ऴࠜޒజం ఓࡹ ࠹ 
ङߙ݃߱ࣝ కएࡅ ࣒  ߰డ࢓ ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ ఒక ޓऴవ࠳న ڝణం ఇవछ బݟన ࡓంݡ సࠪۧరం ఉంڒ ޴బܽद 
ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ కھߘనړߖݞ ఇ޴ సޔ߱ࡍంڒ ޴బܽद మనం ఈ ࡓంݟంܽߖ ఉపڵࡆంచడం a 
छ޳ औ࡮మనం ఆ ࡌ ࡍڷ ߖసࠪనం అ ړ ࠾ࡍసࠪనం మ ڕ फంۧ࠭ అం݄ ఈ p cos om am p sin alpha
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  न݋ߝ మߤ࣌ ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ఇߩओ औ࡮ణం ఆڝ షदࡍఖ గࡔ ఈ ݡ  p cos alpha p oa x 
అࣾంޜ ఉంܿంࡅ ޴కए కएࡅ ࡱ࢐  औ࡮ఆ 10 ࡱ࢐  ఇపओ ޴కం݄ ఇ޶సࠪనం, ఎం ڕ ఇۨऐ ښܽ న ڕ oa l oa
లంబంڴ ఉనऒ ం޶న ఇ޴ 

కएࡅ औ࡮ఆ 10 ࠑ న࣒ 1࠳ అం݄ అం݄ , ޴फంࣆۨࣇ ߘࡱ࢐  కएࡅ ఖࡔ కం݄ లంబ޶సࠪనం, ఎం ڕ  l m 
లంబ ࡅ ࡱ࢐కए  ఉతओ .ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖఅ ࡱ࢐ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ फޒ
  ఈ ࡔఖࡹ అ࠳ ޴ߝన࣒ వߤ݃ ࠑ ߤ ఆ࡮औ , అ࠳ ޴న࣒ ڒछ ࡛ द ఆ࡮औ  అߖ ఇߩओ फࣃ۫ ࡏࠬ ݡ  న࡛ lࡷ ఈ ,ࡏ
ࡍఆڝ नࡅ ݋ߝకए  ఒక ࠼ߦంࡍڷ ݋ంۨ ࠪࡓ ڕంݡ సࠪۧరం ఉం޴ మ࠾ࡍ ఎڒ ࣆࡱޘ ࡱ࢐ ߤࡷ ࡽబܽद  

ఆ࡮औ నऒޔࢂࢗ ݞంڷ   సࠬకరణం ap cos p l 
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औ࡮ఆ ݋ڒ న࣒࠳ న ऱ࣎࠳సࠪన ޜ ఉనऒ ߵ औ࡮ఆ ߤ࣌   అం݄ ࠳న࣒ అߝ పంړ फ ࡍڷంۨ ఈ ࡓంݡ సࠪۧరం y 
మన వదभ ఉంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ߜڒझ అర ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳ న࣒࠳ ߘ दߵ बం y y 
औ࡮ఆ ߤ࣌ అం݄ ߤన࣒ వ࠳ ߕ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤ࣌ న࣒࠳ బܽदڒ   మ࠾ࡍy p mx p cos y p 

అం݄ ݋ڒ ఆ࡮औ  అం݄ ఏࠫܽ ڒబܽद మనం ߖߖ޳ ఆ࡮औ  అ࠳ ߖన࣒ ߤࣄ ఆ࡮औ  ఆ࡮औ छ޳   m cos cos ࡌ
ऴ࢐యవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ ݋ڒ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߤ࣌ బܽद మనంڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ छ޳   m e m ߘ ࡌ
औ࡮ఆ ࣒ڒ న࣒࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ , 
ఇߩओ औ࡮ఆ ߤࣄ బܽदڒ ݟంచంށڷ ߖߖ޳ ݡ న࣒ ࣋ए࠳  छ ࡛ ఆ࡮औ औ࡮న࣒ ఆ࠳   మ࠾ࡍ పऱ࣒y p sin x cos 

࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ఇ޴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ए࣋ ޴फంࣆۨࣇ ߖ  छ ࡛ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  p cos x cos y sin alpha p sin p cos 
࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ ए࣋ ߤ࣌ బܽदڒ సࠪనం ޜ छ ࡛ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఆ࡮औ  ఈకछ  బܽद p cos pڒ సࠪనం ړ ڴ ࡽ
ۨవర࠭࠲ ڕ  పऱ࣒ x cos alpha y sin alpha p ߖࡹపంࡐ రణ߄ࣃ ޴ఇ ࠭ޑ޶ం߰ ڴసࠪనం ړ ߖ 
కएࡅ ߤࡷ  సࠬకరణం ࡏࠬ ޳ࡶ  లంబ ߖߦࡐऒ పओۮ  గల࠭ 
అం݄ ߄ࣃరణ ߖߦࡐऒ పओۮ ڴపంࡐ రణ߄ࣃ  గల࠭ అం݄ , ߷రھ ࠹డन࡯ ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ޜࣄ   న࠳సࠪన ړ
ఏߕ޼ సࠬకరణం, ఇకए డ అߗऒ  ࢐సफవ సంఖङ ఒక ࠭ఖङ ޙ࠼అ ࡱ  abc a b ࡱ ݭߠ ࠾ࡍమ ޔన షర࠳
ఏకڒలం0 ࡹ ఇ࡮ۧ  ޴ ࠭ఖङ వ۪ऐڒ ޔన షర࠳ వ۪ऐڒ ޳ࡶ  a 0 b 0 a b ࠾ࡍమ ࡹసమయం ޻అ ߗڒ 
అర ޴బܽद ఇڒ ݟంచంߖగమ ڴసࠪనం ړ0 ߗంܽݟంࡓ बరࣕతం ࣆۯफంڒ ޴బܽद ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ  ޴ఇ ,ޔన షర࠳

మ࠾ࡍ గమߖక ࡓంߕࣆ ݢऒ  మړ ࠾ࡍ సࠪనం  మۮ ړ  ࠾ࡍం޴నڒ ޴బܽद 0ړ సࠪన࠳న a b ab c r 
ప ࡯డनھ ऱ࣒ పओۮ ࠲ऴతࠪ ߖफందࣆۨࣇ ߘఖࡔ సరళ ޴ఇ ,ޙ࠼నటऱۨࡍफపߧసంతృ ߘలޔషర ݡంࡓ ఈ ࣄ  గలం, 
ఇߩओ ఖङ࠭ ݡంࡓ ޳ࡶ మనం ఒకܽ ݡ फࣃ۫ ߘల࠻࢑ష న࠳ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ0 ޴దܽ࠴ , ࠭  ݡ
అߩओ ऒߕࣆ ޴సࠪనం అం݄ ఇ ړఏࠫ 0 ݡ ప ړ ऱ࣒  y ߖసࠪనం అ ړࠉ ࠑ ࣄ న࣒࠳ సࠪనం అం݄ అం݄ ޜࣄ 
అర बం, ڒబܽद ߕࣆऒ  x x x ࡏࠬ ޴फంࣆఇ ߘఖࡔ సࠪంతర ړߖఅࣿ ޴ఇ ޙ࠼ణకం 0 అڷ సࠪనం అం݄ ړ
కएࡅ ओߩన࠼ణకం 0 అڷ   సࠪనం x b ړ0 ڴ࢑ధం ޻ఉంܼ࠭, అ ڵ࡯క ߘఖࡔ సࠪంతర ړߖఅࣿ ࠭࠲ ݡ
అ࠼నߩओ ప ࡯డनھ ݡ ऱ࣒ c x c ޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ సࠪనం అం݄ ړ0 
ओߩన࠳సࠪన ړ0 ޴బܽद ఇڒ  b ޴फంࣆఇ ݡ

అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఇߩओ ऒߕࣆ అం݄ ,޴फంࣆۨࣇ ߖందޔ޶ఖ సࠬకరణం ߰ంࡔ డవ࠮ ݡ  y a ړ
సࠪనం ޶ڒ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఉంచంݟ మߕࣆ ࠾ࡍऒ ऒߕࣆ ޶ڒ సࠪనం ړ  b b a ࠾ࡍసࠪనం మ ړ
ऒߕࣆ ఉనऒ ڴసࠪనం ࡱ ݭߠ ݡంࡓ ޴డవ࠮ ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ ओߩ ऒߕࣆ  ݡ ओߩనڒ సࠪనం ړ  a ݡ
ऒߕࣆ ओߩన࠼అ ݋ࠓ ړ ऒߕࣆ ݡ ऒߕࣆ ޶ڒ సࠪనం ړ ओߩఅ ,޶ڒ సࠪనం ړ ప ࡯డनھ ڕమన ݡ ऱ࣒  nb hޜࣄ 
ऒߕࣆ झڡ࠻ న࣒࠳ అం݄ ޳ࡶ సࠪనం ړ పओۮ ߖఅ ࣄ న࣒࠳  గలం అం݄ ࠳న࣒ ఎ ࠑ మ࠾ࡍ by y bx 
ओߩనڒ సࠪనం ݢంࡓ అం݄ ࠉ ࠑ ࣄ న࣒࠳ ऒߕࣆ  ݡ  అߩओ కएࡅ ఖࡔ ఈ సࠬకరణం ఒక ݡ ޴फంࣆఇ ߘࡱ࢐ 
మ࠾ࡍ ఏ సమయంࡹ ఈ అࣿߖऒ  ఖంࣆݟफంڒ ޴బܽद ڒనߩओ ऒߕࣆ ݢంࡓ ࠾ࡍమ ݡ  సࠪనం y a eq b ړ
ओߩనڒ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ݡ  న࠳సࠪన ړ
ఉనऒ ڴఖ సࠪంతరంࡔ ओߩ ఖङ࠭ ݡంࡓ ݡ ऒߖࡌన సࠪۧ࠳ యవ۪ऐڶ  ओߩనڒ సࠪనం ړ0  v x y ړߖఅࣿ ݡ
అࣿړߖ సࠪంతర ࡔఖ వࣆफంڒ ޴బܽद ఈ ࢑ధంڴ ఈ ߄ࣃరణ ࡐపం ࡅకए  ऴ࠭ߦఖङ తߘ మనం ۫ࣃफ ࠭ ఈ 
సࠬకరణం ھడनߖ࡯ పऱ࣒ ऱࡹߦࡐ ࢑࢑ధ ߧ࡯క ޜࣄ  ऒߕࣆ   ࣄۯ సࠪనం ړ
ऒߖڜ ࠭࠲  సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ  త޶పࡍ ࣊షࡹ ߤ మߖࡍऒ  ࢑షࡱ࠻ ఓښ ధనङ  ࡱ޳࢐
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