
 മുൻ ױാസിെല വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക, ഞ׹ൾ ഒരു വരയുെട ചരിവിെനുׯറി്׺ ചർ׺ 
െചᅃٝു , ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഇത് തുടരുؗു, അതിനാൽ വരയുെട ചരിവ് എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ചർ׺ 
െചുؗുإ , ഒരു വരിയുെട ചരിവ് എ׹െന കെ؇؋ാം, ഒരു വരിയുെട ചരിവ് എ׹െന കെ؇؋ാം 
പൂജّമാണ് അതിനർ،ം ഒരു േരഖയുെട അു׺ത؇ിന്െറ ചരിവിന് സമാؓരമാണ് േരഖ x 
നിർവചി׺ി؂ിب, ഇത് അർ،മാؗുׯത് ഒരു േരഖയുെട ചരിവ് തുലّമാെണ׸ിൽ അ؋ײിന് y 
സമാؓരമാണ്  , ര؇് വരികൾ്ׯ തുലّ ചരിവുകളുെ؇׸ിൽ എ്ؓ സംഭവിുׯം, അതിനാൽ എ്ؓ 
സംഭവിുׯം എؗതിെനുׯറി്׺ ഇ്ؗ നأൾ ചർ׺ െചᅃٝു  ഇവിെട ലംബവും സമാؓരവുമായ 
േരഖകളുെട ചരിവ് ഈ േരഖ ഉം ഉം ര؇് സമാؓര േരഖകളാണ് , ഈ േരഖ അ؋ײിന്െറ l 1 l 2 x 
േപാസിئീവ് ദിശയിൽ ആംഗിൾ തീ1 ئ ഉം തീ2 ئ ഉം ഉ؇ാുؗുׯ, കാരണം ഒ്ؗ ൈലൻ ര؇ിന് l l 
സമാؓരമാണ്, ഇത് തീئ ഒ്ؗ തുലّമാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ.  തീئയ്്ׯ എؓുെകാ؇് ഈ ര؇് 
േകാണുകൾുׯം അനുബؖ േകാണുകൾ ഉتതിനാൽ തീئ ഒ്ؗ തീئ ര؇ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ 
അതിനർ،ം ടാൻ തീ1 ئ ടാൻ തീ2 ئ ന് തുലّമാണ് എؗാണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ടാൻ തീئയാണ് ൈലൻ 

ന്െറ ചരിവും ടാൻ തീ2 ئ ൈലൻ ന്െറ ചരിവും l 1 l 2 
അ׹െനെയ׸ിൽ  ര؇്  േരഖകൾ സമാؓരമാണ്, അേؚാൾ അവയുെട ചരിവുകൾ തുലّമാണ്, 
അതിനാൽ ര؇് സമാؓരം എؗാണ് അർ،മാؗുׯെത׸ിൽ, ഒ്ؗ സമാؓരമായി എؗാണ് l m m2 
അർ،മാؗുׯത് , േരഖ സമാؓരമാെണ׸ിൽ അതിന്െറ ചരിവ് തുലّമാണ്, ചരിവ് തുലّമാെണ׸ിൽ, 
വരികൾ സമാؓരമാണ്, എ്ؓ സംഭവിുׯം ര؇് വരികൾ ലംബമായിരിുׯേآാൾ ഇത് ൈലൻ ഒ്ؗ l 
എؗും ഇത് ൈലൻ ര؇് എؗും പറയുക, ഇത് ൈലൻ ഒ്ؗ ഇതാണ് ൈലൻ ര؇് ഇവിെട ഒ്ؗ l l l l l 
ര؇് േല്ׯ ലംബമായി ഒ്ؗ ര؇് േല്ׯ ലംബമായി ഇത് അർ،മാؗുׯത് ഈ ആംഗിൾ െതാ؉ൂറ് l l 
ഡിْഗി ആെണؗും നأൾ വരയ്ുؗുׯ  അു׺ത؇ിന് സമാؓരമായതിന് സമാؓരമായ ഈ േഡാ؂് ഇ؂ x 
േരഖ അײേ؋ാടുകൂടിയ ഈ വരി മാ٧്ع ആംഗിൾ തീ1 ئ എ്ؗ പറയുക. ഒ്ؗ െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി x l 1 
 ؋ഒ്ؗ പ് ئപറയാം ഇത് ടാൻ തീ ׯര؇് എ്ؗ നമു് ئസ് തീ؛ ഒ്ؗ െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ئര؇് തീ ئസ് തീ؛
െതാ؉ൂറ് ഡിْഗി ؛സ് തീئ ര؇്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ ഒ്ؗ ൈമനസ് ക؂ിന് തുലّമാണ് തീ2 ئm 
തുലّമാണ്  ടാൻ ദി ْപകാരം ൈമനസ് 1 വെര എؗത് ൈമനസ് 1 ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ഇത് ta 2 m 2 m 1 
എؗത് ൈമനസ് 1 ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് േല്ׯ എؗത് ൈമനസ് ഒؗിന്m 2 m 1 m 2 
തുലّമാണ് , ര؇് ലംബ േരഖ ഒരു എؗ ര؇് ലംബ േരഖകൾتുׯ അവرയായിരിുׯം ഇത്.  l l 
രെ؇؉ം ലംബമാെണ׸ിൽ അവയുെട ചരിവുകളുെട ഗുണനം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ 
ചരിവുകളുെട ഉൽؚؗം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ ര؇് വരികൾ ലംബമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
പറയാം, അതിനാൽ ഈ രീതിയിൽ നമു്ׯ ഒരു വരിയുെട ചരിവ് എؗ ആശയം ഉപേയാഗിׯാം, 
വരയാേണാ എ്ؗ തീരുമാനിുׯക  സമാؓരേമാ ലംബേമാ ആയ വരികളാണ് ഇേؚാൾ മെئാരു 
ഉദാഹരണം കാണുؗത്, അതിനാൽ ര؇് േപായിന്റ് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ , ൈമനസ് അ؀് ഒ്ؗ എؗിവ 
േചരുؗ വരി ഏഴ് ൈമനസ് ഒ്ؗ േചരുؗ േരഖയ്്ׯ സമാؓരമാണ്, നാല് അ؀്, പൂജّം ൈമനസ് ര؇് 
എؗിവ േചരുؗ േരഖയ്്ׯ ഏഴ് ൈമനസ് ഒ്ؗ, പൂജّം മൂ്ؗ , ര؇ാമേ؋ത് ലംബമാണ്. അതിനാൽ നأൾ 
ഇവിെട ആദّം െചേإ؇ത് , ഈ ര؇് േപായിന്റ് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ, ൈമനസ് അ؀് ഒ്ؗ 
എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഈ േരഖയുെട ചരിവ് കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകൾ്ׯ േപര് നൽകുക, ഇത് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ , മിനി്ئ എ്ؗ പറയുക  p q us five one 
എؗതിനാൽ ന്െറ ചരിവ് ന്െറ ചരിവിന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് എؗാൽ 1 ൈമനസ് ؛സ് pq pq y 2 y 1 
 സ് 3, ൈമനസ് 5 ൈമനസ് 2 എؗാൽ 4 ൈമനസ് ഏഴ്؛ സ് 3 , ൈമനസ് 5 ൈമനസ് 2 എؗാൽ 1؛
എؗി׹െനയാണ് ഇേؚാൾ നأൾ കാണിേׯ؇ത്  എؗ േരഖ ഈ ര؇് േപായിന്റിലൂെട pq 
കടؗുേപാകുؗ ഈ േരഖയ്്ׯ സമാؓരമാണ്, ഏഴ് ൈമനസ് ഒ്ؗ, പൂജّം മൂ്ؗ എؗിവ വീ؇ും ഈ ര؇് 
േപായിന്റുകൾ്ׯ േപര് നൽകുക, അതിനാൽ ൈമനസ് 1 , മൂ്ؗ എ്ؗ പറയുക, അതിനാൽ a 7 b 0 ab 
ന്െറ ചരിവ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്. കൂടാെത ഒ്ؗ പൂജّം ൈമനസ് ഏഴ് , നാല് 
ൈമനസ് ഏഴ്, അതിനാൽ ഇവിെട ന്െറ ചരിവ് നാല് ൈമനസ് ഏഴ് ആെണؗും ന്െറ ചരിവ് നാല് pq ab 
ൈമനസ് ഏഴ് ആെണؗും ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ന്െറ ചരിവ് ന്െറ ചരിവിന് തുലّമാണ് 4 pq ab 
ന് ൈമനസ് 4  7 ആയാൽ ന് സമാؓരമായി ഇേؚാൾ ഈ ര؇് േപായിന്റ് നാല് അ؀്, പൂജّം pq ab 
ൈമനസ് ര؇് എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖ േല്ׯ ലംബമാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇്, pq 
അതിന് വീ؇ും നാല് അ؀് എؗും പൂജّം ൈമനസ് ര؇് എؗും േപര് നൽകുക, അതിനാൽ c d cd 
യുെട ചരിവ് വീ؇ും ന് തുലّമാണ്  ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗാൽ ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 5 ൈബ 0 y y 
ൈമനസ് 4 എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്  ൈമനസ് 7 ൈബ ൈമനസ് 4 എؗതിനർ،ം ന്െറ ഇേؚാൾ pq 
ചരിവ് 7 ൈബ േഫാർ ആണ്, അതായത് ന്െറ ചരിവ് 4 ൈമനസ് 7 ന് തുലّമാണ്, ഇത് pq by m 1 
ആെണؗും ഇത് ര؇് ആെണؗും പറയുക, ഇത് ഒ്ؗ േْകാസ് ര؇് m m m 
അ׹െന ഏഴ് െകാ؇് നാല് എ്ؗ കെ؇ു؋ക നാലിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഏഴ് എؗത് ൈമനസ് ഒؗിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗിവയുെട ചരിവിന്െറ ഉൽؚؗം ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് cd, pq pq
േല്ׯ ലംബമായി സൂചിؚിുؗുׯ , ഞ׹ൾ ഇതിനകം ചർ׺ െചᅃٝിت؂ുതിനാൽ ഈ രീതിയിൽ cd 
നമു്ׯ ഒരു വരിയുെട ചരിവ് ْപേയാഗം കാണാൻ കഴിയും. േരഖ സമാؓരമാേണാ അേതാ േരഖ 
ലംബമാേണാ എ്ؗ കെ؇؋ാൻ , ഒ്ؗ, എൽ ര؇് എؗീ ര؇് വരികൾׯിടയിലുت േകാണിെന l 
എ׹െന കെ؇؋ാം, അത് അു׺ത؇ിൽ തീئയും തീئയും ആംഗിളാׯി മാുؗുئ, അതിനാൽ ഇത് x x 
ആണ്, കാരണം ഇതാണ് ഈ വരി ഇതാെണ׸ിൽ  ൈലൻ ഒ്ؗ ആംഗിൾ തീئ ഒ്ؗ ഉ؇ാുؗുׯ, ഈ l 
േകാണും തീئ ഒ്ؗ ആുؗുׯ, ഈ േരഖ ആംഗിൾ തീئ ര؇് ആുؗുׯ, ഈ േകാണും തീئയാണ്, കാരണം 
ഈ ര؇് വരികളും സമാؓര േരഖകളാണ്, അതിനാൽ ഇത് അײമാെണ്ؗ കരുതുക, x 
ഇവയ്ׯിടയിലുت നിശിതേകാണം കെ؇േ؋؇തു؇്.  ര؇് വരികൾ കാരണം എേؚാൾ  ര؇് 

Pru
tor
@
IIT
K



വരികൾ പരُ١രം വിഭജിുؗുׯ , ആ ര؇് വരികൾ പരُ١രം ലംബമെ׸بിൽ അത് മൂർ׺യുت േകാണും 
ചരി؁ േകാണും വർؑിؚിുׯം, അതിനാൽ ഈ ര؇് വരികൾׯിടയിലുت അകّൂ؂് ആംഗിൾ തീئ 
എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇ു؋ം , അതിനാൽ അײം ഉപേയാഗി്׺ േകാണിെന അനുവദിുׯക വരി x 
വരികൾ ْപകാരം ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവ യഥാْകമം തീئ ഒ്ؗ, തീئ ര؇് എؗി׹െനയാണ്, അതിനാൽ l l l
ഒؗിന്െറ ചരിവ് എؗത് ടാൻ തീئ ഒؗിന് തുലّമാണ് , ര؇ിന്െറ ചരിവ് എؗത് നأൾ m one l m two 
ചിْത؋ിൽ ടാൻ തീئ ര؇ിന് തുലّമാണ്. തീئ ര؇് ൈമനസ് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ടാൻ തീئ 
ടാൻ തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് 2 ൈമനസ് തീ1 ئ ْതിേകാണമിതി ْപകാരം ടാൻ തീ2 ئ ൈമനസ് ടാൻ തീ1 ئ 
ൈബ 1 ؛സ് 10 തീ2 ئ ടാൻ തീ1 ئ അതിനാൽ ടാൻ തീئ ൈമനസ് മീ.  1 ൈബ 1 ؛സ് മീ 2 ആׯി m 2 m one
എؗതിന്െറ അടയാളം ؛സ് ആയതിനാൽ പാപവും ൈമനസ് ആെണ׸ിൽ മൂർ׺യുت േകാണും ഇത് 
ചരി؁ േകാണാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ കെ؇؋ാം, 
അ׹െന അവസാനം ചരിവുകൾ ആയിരിുׯേآാൾ ഏെത׸ിലും ര؇് വരികൾׯിടയിലുت േകാൺ 
പറയാം. അറിയെؚടുؗത് േമാഡ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ആണ് നി׹ൾ ഈ േമാഡ് m m m one mtw 
തുറുׯേآാൾ ؛സ് ൈമനസ് ചിصം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ؛സ് ൈമനസ് ؛സ് ൈമനസ് എം 2 
ൈമനസ് എം 1 ൈബ 1 ؛സ് എം 1 മീ 2 ؛സ് ആണ് നാല് ؛സ് എؗാൽ എൽ ഒ്ؗ, എൽ ര؇് , ൈമനസ് 
എؗിവയ്ׯിടയിലുت അകّൂ؂് ആംഗിൾ  അതായത് ഒ്ؗ, ര؇് എؗിവയ് ׯിടയിലുت ഒബ് റ്റّൂസ് l l 
ആംഗിൾ ഈ രീതിയിൽ ഏെത׸ിലും ര؇് വരികൾׯിടയിലുت േകാൺ കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ വീ؇ും 
ْപശ് നമു؇്. അതിനാൽ ടാൻ തീئയ്്ׯ ഒ്ؗ ൈമനസ് െസവൻ ൈബ ْതീയും  ന് തുലّവും അ؀് m m 2
ൈബ ര؇ും നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ തീئ വരികൾׯിടയിലുت േകാണായിരിׯെ؂ , അതിനാൽ
ടാൻ തീئ ൈമനസ് ൈബ 1 ؛സ് േമാഡ് േമാഡ് 5 ന് തുലّമാണ്  2 ൈമനസ് ഏഴ് ൈബ m 2 m 1 m 1 m 2 
ْതീ ൈബ വൺ ؛സ് ൈഫവ് ൈബ ടു ൈമനസ് െസവൻ ൈബ ْതീ ؛സ് അത് 15 ؛സ് 14 29 ൈബ 6 എ്ؗ 
പറയുؗു , ഇത് 6 ഉം ൈമനസ് 35 ന് 29 ൈബ 6 ഉം ൈമനസ് 29 ൈബ സി٧ുع ം ൈമനസ് ഒ്ؗ േമാഡ് ൈമനസ് 
വ؉ും ൈലൻ ഉ؇ാുׯം സാഹചരّം ഇതുേപാെലയാണ് ഈ ര؇് വരികളും 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ ؛സ് വൺ എടുുׯക അതിനർ،ം ഈ ര؇് വരികൾ നാൽؚ؋ിയ؀് 
ഡിْഗി ഉ؇ാുؗുׯ അെ׸بിൽ നി׹ൾ ൈമനസ് ഒ്ؗ എടു؋ാൽ ഈ ര؇് വരികളും 135 ഡിْഗി 
ആുؗുׯ, അതിനാൽ േരഖയുെട ചരിവ് എؗ ആശയം അനുസരി്׺ നമു്ׯ ഈ ര؇് 
വരികൾׯിടയിലുت കൃതّമായ ആംഗിൾ കെ؇؋ാനാകും. ൈലൻ ൈപ നാല് ആണ്, ഒؗിന്െറ ചരിവ്
ഒؗിന് ര؇ാണ്, മെئാരു വരിയുെട ചരിവ് കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ ഇവിെട നൽകിയിരിؗുׯത് 
തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് തീئ ൈപയ്്ׯ തുലّമാണ്, കൂടാെത ഒ്ؗ ര؇് തുലّവും തുടർ്ؗ ര؇് m m 
തുലّവുമാണ്  എ്ؓ േചാദّമാണ് ഇതുേപാെലയുتത്, അതിനാൽ ടാൻ തീئ േഫാർമുല ൈപ്ׯ 
തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ േപാസിئീവ് ചിصം എടുുؗുׯ, അതിനാൽ m 1 m
2 ൈമനസ് ൈബ 1 ؛സ് അതിനാൽ പ്؋ ൈപ / നാല് ര؇് ൈമനസിന് തുലّമാണ്  ഒ്ؗ m 1 m 2 m 1. m 
ൈബ ടു വൺ ؛സ് മീ ടു ൈബ ടു , െടൻ ൈപ േഫാർ തുലّം ഒ്ؗ െടൻ ൈപ േഫാർ ഈٔׯം ടു വൺ   ര؇് 
മീ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ടു ടു കّാൻസൽ അതിനാൽ ര؇് മീئർ ര؇് ൈമനസ് മീ ര؇് ര؇് ؛സ് 
വ؉ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ര؇് എؗത് മൂؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ വരിയുെട m 
ചരിവ് മൂ്ؗ ആണ് ഇേؚാൾ േനർേരഖയുെട സമവാകّം േനർേരഖയുെട സംرാന േരഖ സമവാകّം 
ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ നമു്ׯ ഒരു േരഖയുെട ചരിവിെനുׯറിتു׺ ആശയം ഉ؇ായിരിׯണം , 
അതിനാൽ കടؗുേപാകുؗ ഒരു േരഖയുെട ചരിവ് ഞ׹ൾ ഇതിനകം ചർ׺ െചᅃٝി؂ു؇് ര؇് ബിؕുׯളും
ഇേؚാൾ ഒരു േരഖയുെട ചരിവ് എؓാണ് എؗതിനർ،ം േരഖയുെട സമവാകّം അർ،മാؗുׯത് 
േരഖയുെട സമവാകّം െല ഒരു സമവാകّമാണ്, അത് വരിയുെട ഓേരാ േപായിന്റും xy 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഇത് ഒരു േനർേരഖയുെട സമവാകّ؋ിന്െറ ലളിതമായ നിർവചനമാണ് 
ഇേؚാൾ യുെട അടിرാന സമവാകّം  അു׺ത؇ിന് സമാؓരമായ േരഖ അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯa x 
േകാർഡിേന്ئ സിزം ഉ؇്, ഇതാണ് അײം അײം , ഇത് അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഒരു വരി x y x l 
ആണ്, അേؚാൾ ഈ േരഖയുെട സമവാകّം എؓായിരിുׯം അേؚാൾ അ؋ײിന് സമാؓരമായ l x 
േരഖയുെട സമവാകّം േലാׯസ് എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്  ഈ േപായിന്റിന്െറ pxy , x 
അു׺ത؇ുت ഈ േരഖയ് ׯിടയിലുت ദൂരം എبായ്േؚാഴും رിരമാണ് , അതായത് ആണ് , നി׹ൾ b 
ഇവിെട നി്ؗ ദൂരെമടു؋ാൽ നി׹ൾ്ׯ ദൂരം ലഭിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ദൂരം ലഭിുׯം .  ഈ b b 
ര؇് വരികൾׯിടയിലുت എبായ്േؚാഴും رിരമാണ് , ആ رിരാ׸ം ഇവിെട എ്ؗ പറയുؗു, e b 
അതിനാൽ അ؋ײിന് സമാؓരമായ േരഖയുെട സമവാകّം യ്്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം അതിന്െറ x b 

േകാർഡിേനر ്ئിരമായതിനാൽ യുെട മൂലّം മാئിب. അത് ഒരു ആയിരിׯാം അത് ര؇് മൂ്ؗ y y is b 
നാല് ൈമനസ് ര؇് െസعർٚ എؗതിനർ،ം നമു്ׯ ഉദാഹരണെമടുׯാം, അതിനാൽ എؗത് 1 ന് x y y 
തുലّമാണ്, ൈമനസ് 2 എؗത് 13 ന് 5 എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, ഇവെയبാം സമാؓര േരഖയുെട y 
സമവാകّമാണ്  അു׺ത؇് സമാനമായി നമു്ׯ അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഒരു േരഖ x y 
ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇവിെട സാഹചരّം വീ؇ും അײം അײം, ഈ വരി x y l y 
അ؋ײിന് സമാؓരമാണ്, അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും ഈ േരഖയ്ׯിടയിലുت ദൂരം ചലിؚിؗുׯ 
േപായിന്റ് യുെട رാനം ആണ് െനാؚം എേؚാഴും رിരമാണ്, ഇതും ഇതും ആണ്, pxy yx- a a 
അതിനാൽ ഈ ദൂരം എبായ്േؚാഴും رിരമായിരിുׯം , അതിനർ،ം ഈ ന്െറ മൂലّം ഇവിെട x 
നിحയി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ അ؋ײിന് സമാؓരമായ ന്െറ സമവാകّ؋ിന്െറ സമവാകّം y l x
ആണ് ന് തുലّമാണ് ഇത് ഈ അവر എؗ സമവാകّം നൽകും  അർ،മാؗുׯത് a a  li ne l 
ഉദാഹരണ؋ിന്, എؗത് ൈമനസ് 1 എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, 7 എؗത് ൈമനസ് 1 ൈബ 2 x x x 
എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, ഇെതبാം അ؋ײിന് സമാؓരമായ േരഖയുെട സമവാകّ؋ിന്െറ y 
ഉദാഹരണമാണ്, നമു്ׯ വീ؇ും ഉദാഹരണമു؇് എ٧عൽ ْപٍ٠ം സമവാകّം കെ؇ു؋ക 2 3 ലൂെട 
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കടؗുേപാകുؗ േരഖ അ؋ײിന് സമാؓരവും അ؋ײിന് സമാؓരവുമാണ്, അതിനാൽ ഈ x y 
ര؇് വരികളുെടയും സമവാകّം കെ؇േ؋؇ സാഹചരّം ഇതാ, ഈ ര؇് വരികളും ഇത് ഒ്ؗ എؗും l 
ഇത് ര؇് എؗും പറയുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ആദّെ؋ സമവാകّം  ഒ്ؗ എؗ വരിയുെട ഈ l c l 
ൈലൻ സമവാകّം കാണുേآാൾ, ഇത് ആണ് , ഇത് ൈലൻ ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് x l 
ആണ് അു׺ത؇ും ഈ േരഖ നും ഇടയിലുت ദൂരം എؓാണ്, ഈ വരി ഒ്ؗ കടؗുേപാകുؗത് x l one l 
മുതൽ എؓാണ് മൂ്ؗ ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്ര؇് മൂ്ؗ എ്ؗ പറയുക, അ؋ײിന് സമാؓരമായി x 
ഇത് അർ،മാؗുׯത് േകാർഡിേനئിന്െറ മൂലّം എبായ്േؚാഴും رിരമാണ്, അത് മൂؗിന് y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട മൂؗിന് തുലّമാണ് ഈ മൂലّം ഈ വരി്ׯ ഒരിׯലും മാറിب ഒ്ؗ y l 
അതിനാൽ ഒؗിന്െറ സമവാകّം തുലّമാണ് മൂ്ؗ സമാനമായി നി׹ൾ മെئാരു വരി എടു؋ാൽ l y l 
ര؇് പറയുؗു  ഇത് ര؇് ആണ് , ഈ അ؋ײിനും അ؋ײിനും ഇടയിലുت ദൂരം വീ؇ും l x y 
നിحയി׺ിരിുؗുׯ , ഈ ദൂരം േവഗതയുെട േകാർഡിേന്ئ ര؇് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇് ആണ്, 
അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് അ؋ײിൽ ഈ വരി നിർأി׺ ഇന്റർെസപ്ئിന്െറ മൂലّം x l 2 x 
തുലّം ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േരഖ  അ؋ײിന് സമാؓരമായിരിുׯേآാേഴാ അെ׸بിൽ x x 
സമാؓര ര؇് അ׹ײൾ്ׯ സമാؓരമായിരിുׯേآാേഴാ േരഖയുെട സമവാകّം ര؇ിന് തുലّമാണ്. x 
അു׺ത؇് അെ׸بിൽ അ؋ײിന് സമാؓരമായി ഇത് വിവിധ زാൻേഡർഡ് േഫാമുകളിെല y 
േനർേരഖയുെട വളെര ْപധാനെؚ؂ സമവാകّമാണ് അെ׸بിൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഈ അധّായ؋ിന്െറ 
വളെര ْപധാനെؚ؂ ഒരു േനർേരഖയുെട അെ׸بിൽ ഒരു േനർേരഖ അധّായ؋ിന്െറ വളെര ْപധാനെؚ؂ 
ഭാഗം ചർ׺ െചുإം, അതിനാൽ വിവിധ زാൻേഡർഡ് രൂപ؋ിലുت ഒരു േനർേരഖയുെട സമവാകّം 
നമു്ׯ ഒരു േനർേരഖയുെട സമവാകّ؋ിന്െറ വّതُّ ٝരൂപ׹ളു؇്, അതിനാൽ ആദّ േഫാം േപായിന്റ്
േسാ്ؚ േഫാം േപായിന്റ ്േسാ േഫാമിന്െറ നിയമം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് , ഈ േരഖെയുׯറിتു׺ 
വിവര׹ൾ ഒരു ْപേതّക ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗു. അതിന്െറ ചരിവും നൽകിയിരിുؗുׯ, 
അതിനാൽ ഒ്ؗ ഒ്ؗ ചരിവുت ചരിവുت േരഖ കടؗുേപാകെ؂, എ്ؗ പറയുക,px one y one px y l m 
നമു്ׯ വരിയിൽ എؗ ഏകപײീയ േപായിന്റ ്എടു്؋ ആയ ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണം qxy pqr 
വരയ്ׯാം അതിനാൽ ഈ ൽ നأൾ ഈ ൈമനസ് ഒ്ؗ കാണുؗു , ഈ എؗത് pqr- prex x qr y 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് , വരയുെട ചരിവ് എؗാൽ ഈ ആംഗിൾ തീئയുെട ടാൻെജന്റ്, എؗത് ടാൻ y m 
തീئയ്്ׯ തുലّമാണ് എ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം . എؗാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇത് pr y y x x 
സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇത് േപായിന്റ ്ചരിവിെലy y mx x 
വരിയുെട സമവാകّമായിരിുׯം, അതായത് ര؇് വിവര׹ൾ നൽകുേآാൾ അെ׸بിൽ ഒരു 
വരിെയുׯറി്׺ ര؇് വിവര׹ൾ അറിയെؚടുേآാൾ .  നൽകിയിരിؗുׯ ചില 
േപായിന്റുകളിലൂെടയാണ് േരഖ കടؗുേപാകുؗത് , ചരിവും അറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ ഈ 
സമവാകّം ഉപേയാഗി്׺ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ േരഖയുെട y y mx x 
സമവാകّം കെ؇؋ാം, ഇവിെട അനിയْؓിതമായ േപായിന്റുകൾ ഇേؚാൾ മെئാരു ْപധാന xy 
രൂപമാണ് .  ഈ ശീർഷക؋ിൽ നി്ؗ വّװമായ രൂപ؋ിലുت ചരിവ് ഇന്റർെസപ്്ئ അർ،മാؗുׯത് 
േരഖയുെട ചരിവ് എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, അതിനാൽ േരഖ എؗതിന് ചരിവ് ഉെ؇ؗും l m 
ഇന്റർെസപ്്ئ എؗാൽ ഈ േരഖ കുറ്׺ ഇന്റർെസപ്്ئ ഉ؇ാുؗുׯ അെ׸بിൽ ഏത് ഘ؋؂ിലാണ് ഈy 
േരഖ അു׺ത؇ിെന വിഭജിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇന്റർെസപ്്ئ എؗാൽ ഇന്റർെസപ്്ئ , y y y 
ഇന്റർെസപ്്ئ ഇന്റർെസപ്്ئ ഇന്റർെസപ്്ئ എؗാൽ അർ،മാؗുׯത് എؗ y c so y c q 
ബിؕുവിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഈ േരഖ പൂജّം ആയ േകാർഡിേന്ئ ആണ്, നി׹ൾ വീ؇ും മുൻ c 
രൂപ؋ിലുت േപായിന്റ് ചരിവ് േഫാമിേല്ׯ േനാൂׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും ചരിവ് ഉെ؇്ؗ 
അറിയാം, അത് ആെണؗും ഒരു േപായിന്റ് പൂജّം എؗും അറിയാം അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആ m q c 
ആശയം ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് പൂജّം യിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖെയ സൂചിؚിുؗുׯq c 
, അതിനാൽ ൈമനസ് േരഖയുെട സമവാകّ؋ിന്െറ സമവാകّം ൈമനസ് പൂജّ؋ിന് y c mx 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് എؗത് ന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ എؗത് ന് y c mx y mx 
തുലّമാെണ്ؗ പറയാം ഇത് വളെര ْപധാനെؚ؂ േഫാം ആണ് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ c y mx c 
നമു്ׯ ഏെത׸ിലും േരഖയുെട ചരിവ് കെ؇േ؋؇ിവരുേآാെഴبാം ഇ؋ര؋ിലുت സമവാകّം 
ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇് , ഈ രൂപ؋ിൽ ഏെത׸ിലും സമവാകّം കുറയ്ׯണം, നമു്ׯ ന്െറ ഗുണകം x 
ലഭിുׯം ഒരു േരഖയുെട ചരിവ് നൽകും വളെര ْപധാനമാണ് ഈ സമവാകّ؋ിൽ നമു്ׯ രേ؇ാ മൂേؗാ 
നിരീײണ׹ൾ ഉ؇്, അതായത് ന് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, പൂജّ؋ിന് തുലّമായേؚാൾ പറയുക, y mx c m 
അതായത് ചരിവ് എؗത് 0 ന് തുലّമب, ന് തുലّമാണ്. ആ സാഹചരّ؋ിൽ ഈ വരി നും നുംm c 0 mx y 
തുലّവും നും തുലّമായി കുറയും, ഇത് ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഒരു േരഖയാണ്, കാരണം mx c 
ഇവിെട പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േരഖ തടشെؚടുؗു؋ിب, അതിനാൽ ഈ േരഖ y 
ഇതിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖെയ സൂചിؚിുؗുׯ . ഉ؍വം അതിനാൽ ന് തുലّമായ ഈ രൂപ؋ിൽmx 
ഏെത׸ിലും േരഖ നി׹ൾ കെ؇ു؋േآാൾ, ഈ േരഖ ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗുെവؗും 
അതിന്െറ ചരിവ് അതിന്െറ ചരിവ് ആെണؗും എളുؚ؋ിൽ പറയാം, അത് ഇേؚാൾ ഉം ഉം m ym c 
ആയിരിുׯേآാൾ അു׺ത؇ിൽ േരഖയാൽ രൂപെؚടുؗ േകാണിെന നൽകും ഉം ഉം 0 x m cj 
ആെണ׸ിൽ അത് എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, എؗാൽ y y x 
അു׺ത؇ിന്െറ സമവാകّം അبാെത മെئാؗുമب, ഇതിനർ،ം അു׺ത؇ിന്െറ േരഖ x x 
അു׺ത؇ുമായി ഒു؋േചരുؗു എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് , ഇേؚാൾ നമു്ׯ മൂؗാമെ؋ 
സാധّതകളു؇് , അതായത് തുലّമാകുേآാൾ  പൂജّവും സിയും പൂജّ؋ിന് തുലّമب ന് m m 0 
തുലّമാകുേآാൾ, ഇത് എؗത് യ്്ׯ തുലّമാെണؗും എؗത് ന് തുലّമാെണؗും എؗത് y c y c y x 
അ؋ײിന് സമാؓരമായ േരഖയبാെത മെئാؗുമب, ഇത് അ؋ײിന് സമാؓരമായ േരഖയാണ്, x 
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അതിനാൽ ഈ േഫാം ന് തുലّമായത് വളെര ْപധാനെؚ؂ രൂപമാണ് അതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ y mx plus 
നിരീײണ׹ളുെട അടിرാന؋ിൽ നമു്ׯ ഇേؚാൾ േരഖയുെട വّതُّ ٝസാഹചരّം പറയാം,  ര؇് 
േപായിന്റ് േഫാം ര؇് േപായിന്റ് നാല് എؗ മെئാരു രൂപമു؇്. ൈലൻ ഒ്ؗ ര؇് ര؇് l px y, kx i 
എؗീ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെടയാണ് കടؗുേപാകുؗത്, അതിനാൽ ആദّം ചരിവ് കെ؇ു؋ക, 
കാരണം നി׹ൾ വരയുെട സമവാകّം കെ؇േ؋؇ിവരുേآാെഴبാം ആദّം നി׹ൾ ലّײമിടുؗത് 
വരയുെട ചരിവ് എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ േരഖയുെട ചരിവ് വّװമാണ്  എؗത് m m 
േരഖയുെട ചരിവ് ആണ്, അതിനാൽ എؗത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ  എؗതിന്m y y x x 
തുലّമാണ് ഈ അനിയْؓിതമായ േപായിന്റ ്അു׺ത؇് ആെണ്ؗ പറയുക, കാരണം നأൾ ഇകٔ 
കെ؇േ؋؇തു؇് ഏെത׸ിലും അനിയْؓിതമായ േപായിന്റുകളുമായി ബؖെؚ؂്, ഇേؚാൾ 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു േചായിസ് ഉ؇്, ഒؗുകിൽ നി׹ൾ്ׯ അെ׸بിൽ എടുׯണം, കാരണം ഞ׹ൾ്ׯ p q 
ഇതിനകം ചരിവ് അറിയാം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ  വഴിയും ചരിവ് വഴിയും px one y one m 
കടؗുേപാകാൻ അനുവദിുׯക, തുടർ്ؗ േരഖയുെട സമവാകّം. േപായിന്റ ്േപായിന്റ് ചരിവ് 
രൂപമനുസരി്׺ ഇത് ൈമനസ് ആണ് , ൈമനസ് ഒരു മീئർ ആണ്, എؓാണ് ര؇് ൈമനസ് y y 1 mx x y y
ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ൈമനസ് x x x x y y 1 by x x 1
എؗത് ന് തുലّമാണ്  2 ൈമനസ് ൈബ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇത് ര؇് േപായിന്റിലൂെട y y 1 x x 
കടؗുേപാകുؗ േരഖയുെട സമവാകّമാണ് അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ ര؇് േപായിന്റ് മെئാരു േഫാം എ്ؗ 
പറയാം, ഇത് ഇന്റർെസപ്്ئ േഫാം ആണ് , ഇത് വീ؇ും ഈ രൂപ؋ിൽ വളെര ْപധാനെؚ؂ രൂപമാണ്, ഈ 
ൈലൻ ഉം ഉം ഉ؇ാുؗുׯ ര؇ും തടشെؚടുു؋ക അേؚാൾ മാْതേമ ഈ േരഖയിൽ ഈ x y l  
വരിയുെട സമവാകّം കെ؇؋ാൻ കഴിയൂ, ഈ വരി ഇൻറർെസപ്്ئ ഇന്റർെസപ്്ئ എؗിവ l x a , y b 
ഉ؇ാുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു ഇന്റർെസപ്്ئ എؗാൽ ഈ ൈലൻ ഒരു 0-ലൂെട കടؗുേപാകുؗു, ഈ 
ൈലൻ 0 യിലൂെട കടؗുേപാകുؗു, അതായത് ഈ േരഖ 2 േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗു b-
അതിനാൽ എؗ വരി അനുവദിുׯക  എؗിവ യഥാْകമം എؗിവെയ l max x inte rcept , y a, b 
തടشെؚടുുؗു؋, അതായത് 0 , എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖ, ര؇് p 0 b 
േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ േരഖയുെട സമവാകّം എ׹െന കെ؇؋ാം എ്ؗ ഞ׹ൾ ചർ׺ 
െചുؗുإ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് .  എبാവരും േരഖയുെട ചരിവ് കെ؇ുؗു؋, അതിനാൽ ആയ m 

ന്െറ ചരിവ് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ, ൈമനസ് പൂജّം ൈമനസ് 0 ൈബ ൈമനസ് ab y y b b x 2 x 1 
അ׹െന 0 ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ് ൈബ ഒരു ൈമനസ് b, 
അ׹െന വരിയുെട സമവാകّം  ഉം ചരിവും ൈമനസ് യ് ്ׯ തുലّവും ൈമനസ് പൂജّം a 0 aa 0 b y 
ൈമനസ് ബി േകാടാലി ൈമനസ് ആണ് അതിനാൽ ഇതാണ് ന്െറ എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّവും a y b x 
ൈമനസ് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّവുമാണ് അതിനാൽ ഇതാണ് സൂചിؚിؗുׯത് യ് ്ׯ ബി a by x , y 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഇന്റർെസപ്്ئ േഫാമിെല േരഖയുെട സമവാകّമാണ്, അതിനാൽ 
ഇന്റർെസപ്്ئ എؗാൽ ഇന്റർെസപ്്ئ എؗും ഇന്റർെസപ്്ئ നൽകുേآാൾ ൈലനിന്െറ സമവാകّം x y 
നമു്ׯ കെ؇؋ാനാകും, ഇേؚാൾ ഇത് ലംബമായ സാധാരണ രൂപ؋ിന് വളെര ْപധാനമാണ്.  ൈലനിെന
കുറിتു׺ ചില വّതُّ ٝതരം വിവര׹ൾ നമു്ׯ ന് നൽകിയി؂ു؇്  ഈ േരഖയുെട സമവാകّം f- l , 
ഈ വഴി ഒരു ലംബേമാ സാധാരണേമാ ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പറയാം , ഇത് അു׺ത؇ിെനാؚം ആംഗിൾx 
ആൽഫ ഉ؇ാുؗുׯ, അതായത് േരഖയ്്ׯ േനാർമലിന്െറ ൈദർഘّം നൽകിയിരിുؗുׯ, x 
അു׺ത؇ിൽ രൂപം െകാؗുت േകാണി  നൽകിയിരിുؗുׯ, തുടർ്ؗ നأൾ േരഖയുെട സമവാകّം 
കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഇത് വളെര വിചിْതമായ വിവര׹ളാണ് ഇവിെട നൽകിയിരിؗുׯത്, 
നമു്ׯ ഇേؚാൾ േനാׯാം ഇതിൽ നി്ؗ േല്ׯ അ؋ײിൽ നി്ؗ ലംബമായി വരയ്ുׯക, ഇതാണ് a x am
അതിനാൽ ഈ ഇേؚാൾ അ؋ײിന് ലംബമാണ് ആംഗിൾ ആൽഫ ഉ؇ാുؗുׯ , ഈ യുെട ഈ m x o y 

നീളം ആണ്, അതിനാൽ വലത്േകാണാകൃതിയിലുت ْതിേകാണ ഓമിൽ നമു്ׯ ര؇് oa p 
വിവര׹ളു؇് , അതായത് ൈഹേؚാെടനസിന്െറ ൈദർഘّം നൽകിയിരിുؗുׯ, ഒരു അകّൂ؂് ആംഗിൾ 
നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ േകാർഡിേന്ئ കെ؇؋ാൻ ഇത് മതിയാകും a 
അതിനാൽ , ഇവ ര؇ും ഉപേയാഗിؗുׯതിലൂെട, നأൾ പി േകാസ് ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ ഓം 
കെ؇ുؗു؋, പി സിൻ ആൽഫയ്്ׯ ആം തുലّമാണ്, അതായത് ഈ ബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേന്ئ പി 
േകാസ് ആൽഫയും പി ൈസൻ ആൽഫയും ആണ്, ഇേؚാൾ ഈ ൈലൻ മാ٧്ع ആംഗിൾ ആൽഫ oa x 
അײേ؋ാടുകൂടിയാണ്. ന്െറ ചരിവ് യുെട ഒരു ചരിവ് 10 ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം Oa Oa 
ഇതിനകം തെؗ നൽകിയിരിുؗുׯ േല്ׯ ലംബമായതിനാൽ ഇത് ന്െറ ചരിവ് സൂചിؚിുؗുׯ , l l 
അതായത് എؗത് ൈമനസ് 1 ൈബ 10 ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ്, കാരണം ലംബ േരഖയുെട ലംബമായ m 
ചരിവിന്െറ ഗുണനം ൈമനസ് ഒ്ؗ ആെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം. ഈ ൈലനിന്െറ എؗത് ൈമനസ് l 
ൈബ െടൻ ആൽഫയാണ്, അത് ൈമനസ് കٔാർ؂് ആൽഫയാണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ കാണുؗു , ഒരു 
േപായിന്റിന്െറ ഈ ൈലനർ േകാർഡിേനئിെനുׯറി്׺ ഞ׹ൾ്ׯ ര؇് വിവര׹ൾ ഉെ؇ؗും L 
ൈലനിന്െറ ചരിവ് അറിയെؚടുؗു, അതിനാൽ  വഴി കടؗുേപാകുؗ ന്െറ ap cos alpha p l 
സമവാകّം അറിയാം  ൈമനസ് േകാ؂് ആൽഫയ്്ׯ തുലّമായ ചരിവുت ൈസൻ ആൽഫയാണ് , 
അതിനാൽ ൈമനസ് എؗ വരിെയുׯറിتു׺ ഈ ര؇് വിവര׹ളും ഞ׹ളുെട പׯലു؇് , y 
അതായത് ൈമനസ് ഞ׹ൾ ഈ ആശയം ഉപേയാഗിുؗുׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസിന് y y y mx 
തുലّമാണ്, അതായത് േപായിന്റ ്േسാ്ؚ േഫാം ഉപേയാഗി്׺ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമ ൈമനസ് ൈവy  
വൺ എؗാൽ പി ൈസൻ ആൽഫ , എംഎക് സ് ൈമനസ് പി േകാസ് ആൽഫ, യ് ൈമനസ് പി ൈസൻ 
ആൽഫ , എം എؗാൽ േകാ؂് ആൽഫ എ്ؗ അർ،മാുؗുׯ, അതിനാൽ എം ഇ ആയതിനാൽ ൈമനസ് 
സിൻ ആൽഫ േകാസ് ആൽഫ ഉപേയാഗി്׺ േകാസ് ആൽഫ എ്ؗ എഴുതാം  ൈമനസ് ക؂് ആൽഫയ്്ׯ 
തുലّമായതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് േകാസ് ആൽഫയായി നമു്ׯ എഴുതാം ൈസൻ ആൽഫ ഇേؚാൾ m 
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അതിെന േْകാസ് ഗുണിുׯക, 
അ׹െന ചതുരം ആൽഫ ൈമനസ് ؛സ് സ്കٔയർ y sin alpha minus p sin x cos alpha , p cos 
ആൽഫ ഇത് ؛സ് സൂചിؚിുؗുׯ പി സിൻ സ്കٔയർ ആൽഫ ؛സ് പി േകാസ്x cos alpha y sin alpha 
സ്കٔയർ ആൽഫയ്്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ പി ൈസൻ സ്കٔയർ ആൽഫ ؛സ് േകാസ് സ്കٔയർ 
ആൽഫ പി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒടുവിൽ നമു്ׯ േകാസ് ആൽഫയും ൈവ സിൻ ആൽഫയും x 
പി്ׯ തുലّമാണ് ഇത് സാധാരണ രൂപ؋ിലുت േരഖയുെട സമവാകّം അെ׸بിൽ നി׹ൾ ലംബമായ 
രൂപ؋ിൽ പറയാം   .  വളെര ْപധാനെؚ؂ അവرയാണ് ഒؗുകിൽ ആയിരിׯാം അെ׸بിൽ a 0 b 0 
ആയിരിׯാം എؗാൽ ഒേര സമയം എؗിവ 0 ന് തുലّമായി ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഇത് a, b 
അർ،ശൂനّമാുؗുׯ, അതിനാൽ ഇതാണ് ഏئവും ْപധാനെؚ؂ അവر, ഇത് േനാ؂് പൂജّ؋ിനും a, b 

എؗിവയ്ുׯം തുലّമാണ്  ഒؚം  ന്േറതാണ്, അതിനാൽ 0 ന് തുലّമായ േകാടാലി കൂ؂ിേ׺ർ്؋ ab c r c
ഈ ര؇് വّവرകളും തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ, ഇത് ഒരു േനർേരഖെയ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ എ്ؗ 
മാْതേമ നമു്ׯ പറയാൻ കഴിയൂ, ഇേؚാൾ നأൾ ഏئവും ْപധാനെؚ؂ ഒേؗാ രേ؇ാ കാരّ׹ൾ കൂടി 
കാണുؗു, ആദّം പറയുؗത് 0 ന് തുലّമാകുേآാൾ എؓാണ് 0 ന് തുലّമായത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ c 
 y c b ׯകാണാം, അതായത് എؗത് ൈമനസ് യുെട യ്് ׯാൾ നമു്آേുׯസ് െകാ؇് സൂചിؚി؛
തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായാൽ ന്െറ ഗുണകം 0 ആകുേآാൾ ഇത് അ؋ײിന് x x 
സമാؓരമായ േരഖ നൽകും. നി׹ൾ പറയുؗു ന്െറ ഗുണകം 0 ആയിരിുׯേآാൾ നമു്ׯ x x 
അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഒരു േരഖ ഉ؇ായിരിുׯം , ന് തുലّമായേؚാൾ േകാടാലിയും നും b 0 c 0 
തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് സി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ന് x b 0 
തുലّമാകുേآാൾ നൽകും അർ،മാؗുׯത് അ؋ײിന് സമാؓരമായ േരഖയുെട സമവാകّം y 
ഇേؚാൾ മൂؗാമേ؋ത് അർ،മാؗുׯത് അർ،മാؗുׯത് പൂജّ؋ിന് തുലّമب, നി׹ൾ ഇ؂ി؂് b 
എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമب എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , പൂജّ؋ിന് തുലّമب, മൂؗാമേ؋ത് b a 
ര؇് േനാഡുകളും തുലّമാകുേآാൾ  പൂജّ؋ിന് തുലّമبാ؋േؚാൾ പൂജّ؋ിേല്ׯ േബാ؂് a nb 
ആകുേآാൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമب പൂജّ؋ിന് തുലّമب, അേؚാൾ നമു്ׯ േകാടാലി ؛സ് ൈബ ؛സ് h 
സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ൈബ എؗത് ൈമനസ് ആക് സിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് സി, y 
എؗത് ൈമനസ് എ ൈബ ബിഎ٧عിനും ൈമനസ് സി ബി ബിുׯം തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇ും 
തുലّമبാ؋േؚാൾ  പൂജّം അേؚാൾ ഈ സമവാകّം ഒരു േരഖയുെട ചരിവ് നൽകും , ഏത് ഘ؋؂ിലാണ്
ഈ അײം വിഭജിؗുׯത്, അതിനാൽ അبാ؋തും പൂജّ؋ിന് തുലّമبാ؋തും പൂജّ؋ിന്y a eq b 
തുലّമായ വരി സമാؓരമായി ലഭിുׯേآാൾ വളെര ْപധാനെؚ؂ ര؇് വിവര׹ൾ വരയ്ׯാനാകും.  x 
അ؋ײിേല്ׯ തുലّമെ׸بിൽ അ؋ײിന് സമാؓരമായ േരഖ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ െപാതു v y 
രൂപ؋ിന്െറ ْപാധാനّം ഈ വിധ؋ിൽ നമു്ׯ കാണാം, ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ േകാടാലിയും ؛സ് c 
ഉപേയാഗി്׺ പൂജّ؋ിന് തുലّവും വിവിധ രൂപ׹ളിൽ കുറയ്ുׯക, ഞ׹ൾ ചില ْപٍ׹٠ൾ ചർ׺ 
െചുإം. അടു؋ െസഷനിൽ കൂടുതൽ കാരّ׹ൾ ശരി നؕി 
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