
छࣃ  గత ޳࢑ङ ࡍ ब ఈ ܌ࡗ మనం సరళ ࡔఖߘ ऴߦరంࠚంۯ ࠭ం޶ సరళ ࡔఖలߘ ऴߦరంࠚంచߕޔࠓऒ  బܽदڒ ࠭
ర޵ डచޔరऴڒࣃర ڝఆࡍ न݋ߝ ల ࡍڷంۨ మనڜ ڕంత ఆࡹచన ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇకए డ మనࡓ ڕంݡ లంబ ࡔఖࡱ 

ऒߕఉ ࣁݞ ࠾ࡍమ ࣁݞ  అࣾం xx yy xx x x xx x ࡏఅࣾం అంܼ ࡱకۨߦ జ సࠪంతరޒऀ ఈ ,࠼
झړ࠻ ࣒ అࡱߧ ߖవబࣁݞ ݦ మࡔ ࢓ࡱߖ ࠾ࡍఖ ߘ ࣁݞ అࣾం అߖ అڕߘం޳ం, ࠬࡏ ఈ ࢑ࠪనంࡹ yy y 
ఏࠉ ߕ޼ంࡍڷ ߘ࢓޶ फంۧలߖ అڕߘం޳ం , ఈ ࢑ࠪనంࡹ మనڕ అనంత࠳న అߝక ࠼ߦం ऱܿ ఉߕऒ యߖ 
మ࠾ࡍ ऴప࠼ߦ ޒంߖ޳ ړ ݋ ऴపޙङ క ࣃब నం ఉందߖ మ࠾ࡍ ऴప࠼ߦ ޒంߖ޳ ڕ ݋ ऴపޙङ క ࣃब నం ఉందߖ ఈ 
ओߩఇ ݋ం࠼ߦ పओۮ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ఈ ݡ ంݟ  అ޴ߝ అࣾం ࠬద ޷ ݡ࠮రంࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ p p x y
అࣾం߯ 3 ޷రం ݞږ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠉంࡅ ࢓޶కए  సమనछ యం 3 3 అం݄ ఇݡ࠮ ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ 
 x y ࡹ࢑ࠪనం ఈ ݡ࠮ ڴ࢑ధం ఈ ݞږ రం ఒక అࣾం޷ ࠾ࡍమ ݡ࠮ రం޷ బܽद అࣾం ࠬదڒ ݡ࠮
ఏࠉ ߕ޼ంࡍڷ ߘ࢓޶ फంచగల࠭, ఈ ࠉం࠮ ࢓޶లం 5 ߘం޷ ݟరంࡹ ఉనऒ  అࣾం ࠬద ఏࠉ ߕ޼ం࢓޶ x 
అۮ ߖపओ వ۪ऐ  
మ࠾ࡍ అࣾం ࠬద ޷రం ߕࣆऒ కएࡅ ࢓޶ంࠉ బܽद ఈڒ   సమనछ యం ఐߕࣆ ޶ऒ లߘ అ࢑ ޻ధంڴ y 
మనం ۯయగల࠭ అࣾం ࡅకए  ఎడమ࢙ߩన అࣾం ࡅకए  ఎడమ࢙ߩన అࣾం ࡅకए ओߩవన ఇڷ޴   y y y ݡ
ఈ ࡓంݡ పరసओ ర లంబ ࡔఖࡱ ఈ ߖߕ࢑ࠪऒ छڒ ڷࡱߕ  ऴడం࢑ ڴࡱ ݋భ܊ంۧ࠼ మ࠾ࡍ ఈ ڒछ ऴడం݋ 
సంఖङ అపసవङ ߘ छڒ డవ࠮  ޴ండవࡓ ޴ఇ ޴దܽ࠴ ޴ఇ ࡹశ޴  ऴడం݋ మ࠾ࡍ ఇ࠴ ޴దܽ ڒछ ऴడంࡅ ݋కए
छڒ లठవߕ ऴడం݋ సంښతం పऱ࣒  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ప ऱ࣒  ఎం޶కం݄ అࣾం ࡅకए పऱ࣒ ߩ࢙ݟڕ   మ࠾ࡍ అࣾం ߯ړy x x y 
పऱ࣒ ݞږ छڒ బܽद ఈڒ  ऴడంߖࡹ ݋ ఏ࠼ߦ ߕ޼ంߤ࣌ ݋ పऱ࣒  ప ऱ࣒  అ࢑ ޻ధంࡓ ڴండవࡓ ޴ండవ ڒछ ऴడంࡅ ݋కए
చࡏޔग జం ࠳న࣒ పऱ࣒ छڒ డవ࠮  ऴడంࡅ ݋కए  సంښతం ࠳న࣒ ࠳న࣒ మߕ ࠾ࡍలठవ ڒछ ऴడంࡅ ݋కए  ߤ࣌ 
 ప ऱ࣒ ర޵ ޴బܽद ఇڒ న࣒࠳  डచޔరऴڒࣃర ڝఆࡍ नࡍڷ ݋ߝంۨ ࠬࡏ ఇߩओ  ߕ޼ఏ ࡹ࢑ࠪనం ࡏࠬ ,࡯࢐ڝࣆࡱޘ ݡ
ऒߖࡌ޷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ  ఎ࡮ కھߘనగలࡗ ఇߩओ ఇకए ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ݡ డ మనࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఉߕऒ  ࠼

ఒకܽ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡓ ݡంݡ ఇߩओ ంటऱ మధङ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ݡ పओۮ ߖఅ ޴రం ఇ޷  ంݟ, px y qx y d 
అߩओ ంటऱ మధङ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ݡ ऒߖࡌ޷   ఎ࡮ కھߘనగలࡏ ఇߩओ  d p x ݟంߘ సం మనంڝ ߖ޵ ݡ
అࣾం ࠬద ߘంݟ లంబంࣃڶ ڴफ ࠭ , అ޴ మߘ ࠾ࡍంݟ లంబంڴ అࣾం ࠬద ࣃڶफ ࠭ అߖ p pm q x pqm 
పओۮ ంݟ ఇߩओ चࢁమ ݡ  ߯ లంబంڶ ߖ ڴయంݟ ఇߩओ బܽद ఈ qn prڒ ޴ణం ఉంܿంڝ లంబ ڕమన ݡ pqr 
ङߙ݃߱ࣝ ޴జం ఇࠜޒణ ऴڝ  నߩ࢙ݟڕ म޳ࣄ గర࣒ޢ߯ ࡹజంࠜޒణ ऴڝబܽद లంబڒ ࣒ ంతం ޳छ  pqrpqs ࡌ
చޔరऴసం చޔరऴసం ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ సࠪనం అం݄ ࣋ए ړ ࡛ छ ࡛ అం݄ అం݄ ࡓంݡ pq pr qrs d pr x 
కएࡅ ޴కం݄ ఇ޶న࣒ ఒకܽ ఎం࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒక࠳ ࡍఆڝ  न݋ߝ మࡅ ࠾ࡍకएx yx x p x one y one p 
ࡍఆڝ नڒ ݋ߝబܽद ఈ ޷రం ఈ అం݄ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ఈ ఎߩओ  qx two i two mn x x o x ݡంࡓ ݡ
మ࠾ࡍ ఈ ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࡓ ݞږం࠳ ݡన࣒ ఒకܽom x onmn x x  pr x x 
రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ బܽदڒ  అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ڒబܽद x x qr y y y 
 y ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖణం అࠪࡍరप పߪరం సం޷ ࠾ࡍరऴసం మޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ
ओߩఎ ޴బܽद ఇڒ ంܼ࠭  వరڕࣆޓ ߖߖ޳ ࠭࠲ ޶ఉండ ڴలంږޒऴప ݢ ठ࠮లం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒక sa x x 
రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ ओߩరऴసం ఇޔతफం చ࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ  ంత సమసङڜ ڕమన ݡ  ఉం޷ ޴ర y y 
ऴతం߯ ఒక సమసङࣇ ऐࡍచ ߘ भ޳ ం మనࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఒకܽ ݡ࠮ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంݡ ఒకܽ p q 
ओߩఎలऱ ޴అࣾం ఇ ޴ఇ  ࠾ࡍఅࣾం మ ޴బܽद ఇڒ  x y p 1 3 1 2 3 2 1 ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ ݢ
మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ࠳న࣒ 2 ڒబܽद వߤ ऴޓ వߤ ऴޓ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ వߤ ऴޓ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ p p p q 
కएࡅ బܽद మనం ఈڒ ݟరంۯ ߖ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ న࣒ 2 1࠳ ݋ం࠼ߦ ఒకܽ ఈ ݡంࡓ ऒߖࡌ޷   q  pq pq 
కڝߘए छ޳ ऴతంࣇ ర޷ బܽदڒ ࡯࢐ తफం ࣋ए࠴ న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ ޴ߝఅ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒  న࣒ pq x x y y࠳ ݡంࡓ 
ఒక ࠴తफం ࣋ए छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ  బܽद x x 1 y 2 y 1ڒ 2 ݟఉంచం ߘవࡱ࢑ ݡ
ऒߖ޵ ࡏࠬ छڒ దܽ࠴  ऴడంڝ ݋ఆࡍ नڝ ݋ߝఆࡍ नڝࣆޓ ڴ ݋ߝంݟ మࡓ ړߖ޵ ࠾ࡍండవ޳ࡶ ޴ ఇ࠴ ޴దܽ޴ 
సమసङ ޴ండవࡓ ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ బܽदڒ ޶ڒ  ఒకܽ పऱ࣒ ݡంࡓ  రऴసం పऱ࣒ޔతफం చ࠴ ݡంࡓ   న࣒ x࠳ ݡ࠮ 
ఒక ࠴తफం చޔరऴసం ڒబܽद  ఇࠫޛ ޴घ  ݋ࡐ ڴ࢑ధం ఈ ߖ ݋ߖ࠿ ݡ࠮బܽद పదڒ ڷࡱߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴
घࡏ߷ ఈ  ݟయంۯ నऒࠚ࢑ ࡵహరణ వ޳క ఉࡖమ ߖ࡮  ऴపࡆజߕల ڝసం ఉపڵࡆంచంݟ , త޳छ  ݋ం࠼ߦ ࡌ
ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ݡంࡓ ఒకܽ ݡ࠮ న࣒࠳ కएࡅ జంࠜޒజ ऴࠜ-ݟڕ ڷࡱߕ న࣒࠳  लࡌࢣ  ऱࢁబܽद మڒ ࡱ
మనం ࠴దట ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ంటऱࡍڷ ߘ फంచంݟ ఇ޴ ఇڒ ޴బܽद 1 2  3 4 ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 3 1 2 3 x y 
ఆ߯ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ݡ࠮ ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఒక ࠳న࣒ ݡ࠮ ఒకܽ 
ऒߕࣆ ڷࡱߕ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ ఈ ڷࡱߕ ݡంࡓ ऒߕࣆ ޴ఇ ڷࡱߕ న࣒࠳  ऒߕࣆ   బܽद ఈbڒ ڷࡱߕ న࣒࠳ 
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ ࢓޶ంࠉ అం݄ ఈ ڷࡱߕ న࣒࠳  ओߩఇ ڷࡱߕ న࣒࠳   ߘంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ ఈ ݡ
కలపంݟ ఇߩओ  జం abcࠜޒణ ऴڝజం లంబࠜޒబܽद ఈ ऴڒ ࡯ంۧߧࡐߖ ߖజం అࠜޒణ ऴڝజం లంబࠜޒఈ ऴ ݡ
అޙ࠼ ఒక ࢙ߩ చޔరऴసం ࠴తफంړ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ  మࡓ ࡗంߩ࢙ ݡల చޔరऴసం ڒబܽद అࠗझ  ࣋ए छ ࡛ 
ऒߖޑऴࣇ ర޷ బܽदڒ ం޳ంھߘవ ఏࠫ݇ కࡱ࢑  ఉపڵࡆంచడం ޳छ ए࣋ ࡌ छ పऱ࣒ ݡంࡓ ࡛  ऴࡽࣟ ޓ ab 
࣋ए छ ए࣋ ࡽߺ ߤన࣒ వ࠳ ڷࡱߕ ܿߦ ޜ ࡛ छ పऱ࣒ ޶సࠪనం అం݄ ఇర࢙ ఐ ړ ࡛ అర ߖఅ ߤߖ  बం.

࠭߯ओ ऱ ࣋एࢁసࠪనం మ ړڷࡱߕ  छ ࡛ ࣋ए छ ऒߕࣆ న࣒࠳ ݡంࡓ ࡛ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ ప ऱ࣒  న࣒ 4 4   e bc bc࠳ 4 
 ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴   छ 4 ޴ఇ ࠾ࡍమ  ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡛ 4 64.
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ओߩఇ ޴ࠫߖఅర࢙ ఎ ޴బܽद ఇڒ  ए࣋ ݡ छ ऒߕࣆ ࡛ సࠪనం పऱ࣒ ړݡ࠮ ߧ࡯క ޜ న࣒ 4 ప࠳  ऱ࣒  తफం ac࠴ 1 
చޔరऴసం ڒబܽद ఇ࠳ 9 ޴న࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 1 ࠴తफం చޔరऴసం ڒబܽद ఇࠫޛ ޴घ  ऱࢁమ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴
ఇర࢙ ఐ޶ ࠭߯ओ బܽद మనం ఇకएڒ సࠪనం ړڷࡱߕ  డ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ సࠪనం ab ac 
۫డవ۪ऐ   ࣋ए छ అం݄ ࣋ए ړ ࡛ छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ అం݄ ࠭߯ओ పऱ࣒ ڷࡱߕ    సࠪనం  ړ సࠪనం bc ab ac 34 68

࣋ए छ म޳ࣄ గర࣒ޢ߯ బܽदڒ ࡛ ంతం ޳छ పओۮ ߖజం అࠜޒణ ऴڝ ఒక లంబ ࡽڵం࠻ఈ ऴట ࡌ వ۪ऐ , bc abc 
ఇߩओ సమసङ ݡ࠮ ఈ ࡏࠬ ݡ లߘ ऴపయޒऒ ంచవ۪ऐ  , అߖࡌ޷ ޴ऒ  కھߘనవ۪ऐ   మ࠾ࡍ ab a plus 

మధङ ऒߖޑऴࣇ ర޷ ࡏࠬ   ࠪऴత࠲ ఉపࣃڵࡆफ ంటऱ మధङ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ  cb plus d 
ందవ۪ऐ߰ ߘవࡱ࢑ రం޷  అڼ࡮ మన࠼ߦ ݡ࠮ ڕం ऱܿ ࠼ߦ ڷࡱߕం ऱܿ ఉߕऒ ऒߕࣆ ఒక ,࠼  b 
गࡏޔసࠪంతర చ  ࠼ఉంܼ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ݡంࡓ ݡ࠮ ݡంࡓ న࣒࠳ జం ࡅకए लࡌࢣ   మనంc d 5 2 ࡱ
ఇకए డ ޷ర ࣇऴߖޑऒ  అڼ࡮ సࠪంతర చࡏޔग జం ࡅకए  లࣾހలߘ ఉపڵࡆంۧ࡯ మ࠮ ࠾ࡍడవ޴ xy
అࠉ ߝం࢓޶ అࣾం ࠬద ఉం޴ మ࠼ߦ ࠾ࡍం1 ݋ x 
ࡍఆڝ  ఏࠫܽ ݋ం࠼ߦ క అࣾం ࠬదߘక ޴ఉం ࡹరం޷ టऱߖ࠿ ࡏఆ ݟంߘ नߕࣆ ݋ߝऒ  అం݄ xy x y 
సओ షदంڴ అߕࣆ ޴ߝऒ మధङ 4 1 ࠾ࡍబܽद మనం మڒ  ऒߖࡌ޷   కھߘనవలࣄ ఉంܿం޴, ఈ ࡓంݡ y x 0 
ంటऱ మధङ࠼ߦ రం ఇపओ޷  ఇవछ ښܽ బݟంߖߖ޳ ࡏࠬ 6 ޴ సరࢁకࡍంచంݟ మ࠾ࡍ మࡱ࢑ ࠾ࡍవߘ x y 
߰ందంݟ.
ړబܽद పంڒ  फ ࣊ڻघ ం݋ అం݄ మనࡅ ڕకए క ఇۨऐࡍۯ  న ڻ࣊ ߤࡷघ ం݋ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࡅకए  pq pq pq 
ࡍఆڝ न݋ߝ మڴ2 ࠾ࡍ ఇవछ బޔݡం޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ మ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ  ఒక px 1 y 1 qx 2 y r p q 
షओߖ ࠾ࡍమ ޴ంۨం܊࢑భ ߖ ఈ ޴ఇ ,݋ం࠼ߦ షओߖ ఈ ࠾ࡍబܽद మڒ फޒ फ ఇۨऐޒ నߩओ ఈ pq ݡ m nm n 
కएࡅ ݋ం࠼ߦ ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ మనం క࡯ߕھߘ మ࠾ࡍ ఇۨऐ నߩओ  ఆ߯ rxy r ,࡯ߕھߘక ߖޒबࣄࡍక పࡖమ ݡ
మనం ߖషओ కएࡅ ఈ ޴ఉంܿం ڕదట మన࠴ బܽदڒ ࡯ݞఉం ړ ࠾ࡍफ మޒ ࡍఆڝ  नߖ ݋ߝ m n rxy 
కڝߘए వߘ ړߖݞంݟ లంబంڶ ڴయడం ޳छ ऒߖޑऴۨڣࡔ ఈ ࡌ ࡍߪ  फ ۯయంݟ , ఇ޴ అࣾం ࠬద pqr x x 
అࣾం ࠬద లంబంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అࣾం మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇߩओ  y ݡ

వదभ మ࠾ࡍ ఖండన ࡓంݟంܽ߯ లంబంڴ ఉంݦ లంబంڴ ఉనऒ  ఆߖࡌڒऒ snt rm qm pt.ݟయంڶ ߖ 
  మనڕ మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ऴࡱ܉ࠜޒ ఉߕऒ పङࡐࣃ ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ࠼ తߘ prs pqt 
కڵ࡯  ఉంܼ࠼.
ࡎపߦऴ ࡽڵం࠻ ࡽڵం࠻ బܽदڒ  द ޳छ  జం pqt prsࠜޒన ऴ࠳సࠪన ړ జంࠜޒఅం݄ ऴ ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ఈ ࡌ
ఇߩओ ऒߕఉ ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ࡱ܉ࠜ త߅సంబం ࢐ܽ , ఉం݄ ࡮ښఒ ࡱ܉ࠜޒऴ ݡంࡓ ݡ యߖ మనڕ 
 సࠪనంps ps pt pr ړ ࠑ ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ࡹతంߦߘࠪࡹߘఅ ࡱ܉ࠜ త߅సంబం ࢐ܽ ఆ߯ ,ࣆࡱޘ
అࣆۨࣇ ߖफం޴ ఇߩओ  pq ps ps x x x x ࠾ࡍమ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ఈ అం݄ ఈ అం݄ ݡ
ఈ అం݄ ఈ అం݄ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఈ మ࠾ࡍ pt pt x  x x x pr 

కएࡅ షओߖ  फ ఇవछޒ బݟం޴ అం݄ అం݄ ڒబܽद మ࠾ࡍ ఈ అం݄  ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ rnrq m n prm pq pr r 
ప  ޴బܽद ఇڒ ऱ࣒ ప  ࠑ న࣒࠳ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒  అం݄ m n x x m x 2 x 1 m n x 
అం݄  ప ऱ࣒ ప  ࠑ న࣒࠳  ऱ࣒  మߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍ సరࢁకృతం ࣄۯనߩओ  x 1 mx 2 x 1 m n m x 2 ࡏࠬ ݡ
 ప ऱ࣒  ߰ంࡏޑ޶  ప ऱ࣒ छ޳  ऒߖޑऴࣇ ఈ ڴ࢑ధం ఈ ࡌ  ఉపڵࡆంచడం ޳छ కएࡅ మనం ఈ ࡌ  nx 1 m n x 
ందవ۪ऐ߰ ߘవࡱ࢑  ఎం޶కం݄ మ࠾ࡍ ఈ అߖऒ నࣄ࡯ޘ ࡱవࡱ࢑  ऱܿߝڴ మనం m x 2 x 1 

ప 2 ߕ ߘవࡱ࢑ ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఒక ޳छ నవ۪ऐھߘక ࡌ .y y m 
  ప ऱ࣒  సڒ ࡔబܽद ߖߖ޵ n 
అంతర ठత ࢑࠙గం ߷ࡏघ మధङ ࠾ࡍకం݄ ఈ మ޶ఎం ࡏఅంܼ ࡮  ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ r p q 
ఈ ࡱࢗపల ఈ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ఈ ࠈ ߖహङ ంڴ కࣆࡱफనऒ ओߩ హङࠈ ߖ ఈ ݡ  ࢑࠙గం pq r r pq pq
అంܼࡏ.
 బܽदڒ 

కࣆࡱफనऒ ओߩ హङࠈ ߖ ݡ ంڴ కࣆࡱफనऒ ओߩ రऐࠪ ߘफࡏڷ ݡ ంݟ మ࠾ࡍ ߰ంޔ޶ం޴  అతߘ r r pq t 
घࡏ߷  x mx 2 nx 1 m n y ny 1 m ࠑ న࣒࠳ 2 ߕ ޴ߝఅ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࠑ న࣒࠳ సࠪనం అం݄ ࡮
ऒߖ޵ ࡏࠬ ޳ࡶ న࣒࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ ࠑ న࣒࠳   n nx 1 mx 2 n m ݞږ బܽद మనంڒ 
ऴ࢐యవ۪ऐ   ఇ࠳ ޴న࣒ ࠳ ࠑన࣒ అం݄ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ nx 1 mx 2 n m mr y 1 my 2 by n m 
అం݄ ࣔరం మߙ ࠾ࡍङ మࡔట࡛ ࡓంݟంܽߙࡹ ఈ అం݄ అ࢑ ޻ధంڴ ఈ ఇ޴ nmn r px one y one 
మ࠾ࡍ అߖ అڕߘం޳ం  అ޴ߝ qx two y two r 
ఈ ࡅకए  మధङ బܽद ఇకएڒ ࢓޶ంࠉ  డ మనం ఈ ߖ ఈ ࡅకए  మధङ  ంܼ࠭ pq rxy pqڕࣆޓ ڴ࢓޶ంࠉ 
ओߩఅ ,޴फంࣆ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ సࠪన ݡంࡓ ߖ బܽद ఈ ఈڒ షओߖ ߖ޳ ݡ  r pq xړ1 ޴ߝబܽद అڒ ఒకܽ ړफ ఒకܽޒ

 ప ऱ࣒ సࠪనం 1 ప ړ1 ړ1  ऱ࣒ छ޳ 1  పऱ࣒ ߤఅం݄ వ ࡌ పऱ࣒ ߤవ ޴ߝఅ ڴ࢑ధం ޻అ ݀ ࠑ ݀   x 2 x x x y y y 
घࡏ߷ బܽद మనం ఈڒ సࠪనం ړ݀ ࠑ ݀ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘ࡮  అం݄ xyrxy 

వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ݀ ࠑ ݡంࡓ  घࡏ߷ ݋ం࠼ߦ ݭࠫ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ  ݀   x x y y ࡮
కएࡅ ంట࡛࠼ߦ ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ కھߘనంݟ, ఇڻ࣊ ޴घ ం݋ ఒకܽ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࡓంݡ ఒకܽ ߖషओ  p q ࡹफޒ
࢑భ܊ంచబݟం޴ ఒకܽ ڒ ݡ࠮బܽद ఈ ࡔఖߘ ఒకܽ ڶ ݡ࠮యంڒ ݟబܽद ఈ ࠼ߦం݋ ఇ࠮ ޴లం p 1 3 
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మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 1 ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠳న࣒ ࡓంݡ ఒకܽ ఈ ࠼ߦం࠳ ݋న࣒ ࡓంݡ q 
ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࡅకए  qp qp r r r ߖఅ ޴ఇ ޴ంܼ࠭, ఇڕࣆޓ ߘల ࠾ࡍబయܽ మ ࠭࠲  బܽदڒ 
࢑భ܊ంۨ, 
ఇకए డ అڕࣆޓ ߖంܼ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࢑భజన ఒకܽ ݡ࠮ ఒకܽ ڝࣆޓ ߩ࢙ ࣄࠐ ݡ࠮ ޳ࡶంڒ ݟబܽद ఇ޴ r 

పओۮ ߖఅ ݋ం࠼ߦ ఒక ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ݡంࡓ న࣒࠳ ంݟ, ఇݟ࠮ ޴ంܽړ q p 1 3 r  
సమనछ ߖ޵ फ మనం࣋ڵ࠙ ऒߖ࠻  క࡯ߕھߘ మ࠾ࡍ అڒ ޴బܽद అࡏ߷ ߤࣾ࣊ ޴ߝघ छ޳ ࡮  rxy x ړߖ޻ ࡌ
సࠪనం, 
ఎం޶కం݄ ఈ ఈ ߖ అంతర ठతం࢑ ڴభࣆ܊फంڒ ޴బܽद మనం అంతర ठత ࢑࠙గం ࣇऴߖޑऒ  r pq
ఉపڵࡆంచవ۪ऐ .
బܽद అం݄ అం݄  పڒ  ऱ࣒ ప  ࠑ  ऱ࣒  అం݄ ఇ޻ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇ޻ x x mx 2 nx 1 m n m n x1
ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఇڒ ޴బܽद ࡱ࢑ ߖ޵వ  మ࠾ࡍ ఇߘ ޴ం1 ݟ ప ऱ࣒  y1 x2 y2 m 1 1 x 2 x 2 1 ݟంߘ 3 
ప  ࠑ  న࣒࠳ ऱ࣒  ऴڒ ޓబܽद ఇړߖ޻ ޴ సࠪనం ࠳న࣒ ఆࡏ పऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ࠳న࣒ ఐߘ ޶ం2 ڷࡱߕ ݟ 1
छ޳ ޶న࣒ ఐ࠳ ओߩఇ ڷࡱߕ ࡌ  y ݡ
 y y y y y  2 ࠹బܽद ఉڒ ఒకܽ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ సࠪనం అం݄ ړߖ޵ వࡱ࢑ ,సࠪనం ڕవࡱ࢑ వࡱ࢑
 ప ऱ࣒ ప  ࠑ  ऱ࣒  అߘ 1 ޴ߝం3 ړࡹ ݟ ప ऱ࣒ ప 1 ࠑ అం݄ 1 ړࡹ 3  ऱ࣒  ny 1 m n y 2 3 1 y 1 4 ࠑ 6 ޴బܽद ఇڒ 3 
అం݄ ऴڒ ݀ ࠑ ޓబܽद ࠳న࣒ ఐړ޶ సࠪనం  ڷࡱߕ మࡓ ࠑ ݡ࠮ ࠾ࡍంڒ ݡబܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం rxy 
घࡏ߷ ߤࣾ࣊ ओߩఇ ߘ࡮ घڻ࣊ ݡ ం݋ మధङ కएࡅ ࢓޶ంࠉ  ࡍఆڝ  न݋ߝ లߘ కھߘనవ۪ऐ  a ࠉ ࠾ࡍమ ߤవ ࡛ࠂ 
ऴࡓ ޓంڒ ݡబܽद ڷࡱߕ ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇڷࡱߕ ޴ ఒకܽ ڒబܽद ڷࡱߕ  ఒకܽy xa 
ఎ ࡛ࠂ వߤ మࠉ ࠾ࡍ ऴޓ ݀ మࠉ ࠾ࡍ ऴڒ ݀ ޓబܽद ఇࠉ ޴ ऴޓ ݀ మనం ࠫ࠼ߦ ݭం݋ కڝߘए  ࡯࢐
࣋ ఇ࠼ߦ ݭࠫ ޴ం݋ అۮ ߖపओ ంݟ ఈ ࠫ࠼ߦ ݭం݋ అۮ ߖపओ ంݟ, ఈ ࠼ߦంࡅ ݋కए ࡍఆڝ  नߘ ݋ߝ m 
కڒ ࡯ߕھߘబܽद ࠫ࠼ߦ ݭంࡏ߷ ݋घ పऱ࣒ ߤవ ޴ంޔࠋۮ ࡮ పऱ࣒ ߤవ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ݀   m x x y y ࠑ ݀ 
݀ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠪڒ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ݀   కएm xy x x y y mxyࡅ ݋ం࠼ߦ ݭࠫ బܽद ఈڒ ݀ ࠑ ݀ 
ࡍఆڝ न݋ߝ ఈ వߤ పऱ࣒  ݀ ఏ࡛ࠂ ߕ޼ పऱ࣒  ऴࠑ ޓ ݀ మ࠾ࡍ వߤ పऱ࣒  mxy x x ݀ ࠑ ߤࢗ࣊ అం݄ ݀ ࠑ ݀ 
మ࠾ࡍ ऴࠑ ޓ ݀ అం݄ ڝ ߖ޵ఆࡍ न݋ߝ  అం݄ ࣊ࠑ ߤࢗ ݀ మ࠾ࡍ ऴڒ ݀ ࠑ ޓబܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం m 
ఏ࡮ ߕ޼భం ఇۨऐ న పంړ फ ࣊ڻघ ంࡅ ݋కए  మధङ నవ۪ऐھߘక ߘ࢓޶ంࠉ  , ఇߩओ  ݡంࡓ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡ
మڷࡱߕ ࠾ࡍ ఐ޶ క߮࡯ పంړ फ అࣾం ޳छ షओߖ నݟంచబࡍफޒక ࡌ నవ۪ऐھߘక ߖफޒ షओߖ  एڝߘక ߖफޒ ంݟ y 
ࡍڷ ߖݡంࡓ న࣒࠳ ߖ ݋ం࠼ߦ ఈ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ फంచంڒ ݟబܽद ࠳న࣒  ఇ࠳ ޴న࣒  ఈ ࠼ߦం2 2 ݋ 2 2 p 
.5 4 ࠾ࡍన࣒ 2 2 మ࠳
పओۮ ߖఅ ࢟ࠀ ࡛ࠂ ݋ం࠼ߦ ఈ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  ంݟ, ఇ࢟ࠀ ࡛ࠂ ޴ అߖ మ࠾ࡍ సओ షदంڴ ఇ޴  ఈ q pq 
సమయంࡹ అࣾం ޳छ అࣾం ࠬద ఉనऒ ࠾ࡍమ ޴ంݟంచబࡍफޒక ࡌ ऒߕࣆ ࢓޶ంࠉ   అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ y y 
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ  అۮ ߖపओ ంݟ ࣾࠫంచంߕࣆ ݟऒ ऒߕࣆ   ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ ఒక అࣾం ݋ం࠼ߦ   a y 
అߖ అڕߘం޳ం.

ఈ ఈ ࡹ ߖ ఒక ߖషओ షओߖ फ మనం࣋ڵ࠙ ړफޒ షओߖ  ࡯ߕھߘక ߖफޒ ऒߕࣆ ࡹ బܽदڒ ࡔफ సޒ   r r pq k k r a 
࢑భ܊ంࡓ ߖ ۯంݡ ఒక ߖషओ ऒߕࣆ బܽदڒ फޒ ऒߕࣆ న࠳సࠪన ړ ऒߕࣆ ړ పऱ࣒ ڷࡱߕ సࠪనం అం݄ ړ  pq 
ఒకܽ࠳ ړన࣒ ࡓంړݡ  ప ऱ࣒  1 అం݄ ఇ࠳ 4 ޴న࣒ 2 సࠪనం 0 ړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴.k k 
 ఒకܽࡓ ړంڒ ݡబܽद ߖషओ ओߩబܽद ఇڒ ݡంࡓ ړफ ఒకܽޒ షओߖ మనం ఈ ݡ  a ޳ڒ ޳ࡶ ړߖ޵ ,࡯ంۧࡍక࢒ధృ ߖफޒ
అం݄ అం݄ అం݄ ࡓంڒ ,ݡబܽद అం݄ ఒకܽړ ఐ޶ పऱ࣒  ݀ ݀ ݀ వߤ పऱ࣒ घࠫޛ ݀   a k 1 a ݡ࠮ ޴
 ࠾ࡍసࠪనం మ ڕݡ࠮
ఈ ఈ అࣿߖऒ  3 వదभ 3 ఈ అࣿߖऒ  ఖంࣆݟफంڒ ޴బܽद ఈ ߖషओ ओߩफ ఇޒ లङࢡ࢙ జంࠜޒऴ ޴నࡕస ݡ ం pq y pq y 
లङࢡ࢙ జంࠜޒబܽद ऴڒ ం ڝ ߖ޵సం ݟ ࠭࠲టࡍघ फࣃڵࡆఉప ߘవన࠙ ݋ంߜ ࠭ మ࡯࠻ۯ ࡏࠬ ࠾ࡍझ  
ఉంܿం޴ పߜऒ ండవ తరగߜڒ ࡹޒझ ऐࡏߝ ߘ दߵ ࠫ ట࡛ݟ ,ంܼ࠭ڕ  మనం ࡹంۧࡍ࢑వ ࡮ఎ ڴ ࡽߩంࣄ ߖ ݋ంߜ
ఉపࣃڵࡆफ ࠭ 
పऱ࣒ ߤ࣌ బܽद మనంڒ ,ం޳ంڕߘఅ ߖబܽद  అڒ న࣒ పऱ࣒࠳  a1 a2 a3 b1 b2 b3 c1 c2 c3 ߖ 
ओߩబܽद ఇڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ऒߖڴ࠙ మనం ఈ ݡ  ంܼ࠭.a 1ڕࣆޓ ࣄ ݀ ࠉ 
 ߤవ ࣄ ޓऴ ࠉ న࣒࠳ ޓऴ ࣄ ߤవ ࠉ ݟంڝࣆޓ ݡంࡓ న࣒ ఎ࠳ న࣒࠳ फࡏڷ ఆ߯ ݡంࡓ ࣄ ݡ࠮ ࠉ న࣒࠳ ݡ࠮  
మ࠾ࡍ పऱ࣒  ఎ ऴࠉ ޓ వ࠳ ݀ ࣄ ߤన࣒ ࣄ ݀ ࠉ వڒ ߤబܽद ࠬࡏ ఈ రక࠳న ݟట࡛ ࠫ  ࡹంۧࡍ࢑సफ ࡮ఎ ߘ ݋ంߜ
ఈ ߜڒझ కएࡅ ࡽڵం࠻బܽद ऴటڒ ࡯ంۧڵࡆఉప ߖ दߵ  ఈ ऴట࠻ంࢡ࢙ ࡽڵలङ ం సࠪనం abc abc x one x 2

మ1 1 1 ࠾ࡍ అޙ࠼ ఈ ऴࠜޒజం ࢙ࢡలङ ం ߕࣆऒ  అߖ అڕߘం޳ం , ࠬࡏ ఈ ࢑ధంڴ x 3 y 1 y 2 y 3 
ఈ ݟటࡍघ एړࡵ ߖ ݋ంߜ ంۨనߩओ  ڴ࢑ధం ఈ ࡏࠬ ݡ
గށంۨనߩओ కएࡅ జంࠜޒऴ ݡ ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ ऒߕࣆ   అం݄ అర बం ߕࣆऒ ం࠼ߦ ݡ࠮ సࠪనం అం݄ ఈ ړ ऱܿ 

ం࠼ߦ య࡛ߖऱ࡯ڜ ऱܿ ఈ ࡯ڜ ݡ࠮ऱߖయ࡛ ࠼ߦం ऱܿ ڒబܽद మనం ࠼ߦ ݡ࠮ంటऱ ߕణङ తڕ abc abc 
షరۮ ޔపओ వ۪ऐ ం࠼ߦ ݡ࠮  ऱܿ ఒకܽ ఒకܽ ࡓంࡓ ݡంݡ మݡ࠮ ࠾ࡍ ऴڒ ޓబܽद ښవలంx y x y x y 
ङ࡮ࢡ࢙ ऒߖ  కھߘనంݟ ఈ ࠉ ݡ࠮ం࢓޶ల ޳छ ఏరओ ࡌ  ఒకܽ ఒకܽ y y y ݡ࠮ ݡంࡓ జం ఒకܽࠜޒన ऴݟ
మߕࣆ ࠾ࡍऒ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ంݟ అం݄ ఇ࠼ߦ ޴ం ऱܿ మ࠾ࡍ x one y one x two y two 

Pru
tor
@
IIT
K



మ࠾ࡍ అߖ࡯ڝ ࢑ߝయ࡛ ࠼ߦం ऱܿ ڒబܽद ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ  x three y three ࡏࠬ బܽदڒ ޒबࣄࡍన ప࠳
ఎߧࡐߖ ࡮ంచగలࡏ  ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ అ࡯ڜ  ߖऱߖయ࡛ ࠼ߦం ऱܿ ఇߩओ  హరణ ar e޳ఒక ఉ ڕమన ݡ
ఉం޴ అం݄ ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ ఆ࠳ ࡏన࣒ ఎ޴ࠫߖ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంߖ࡯ڝ ڷࡱߕ ݡయ࡛ ڒబܽद ఇߩओ  ݡ
ల అర࢓޶ంࠉ ޴అం݄ ఏࠫܽ బࣗప ݋ం࠼ߦ య࡛ߖ࡯ڝ बం ఏࠫܽ అం݄ ޳ࡶ ݡ࠮ అంతకం݄ ఎڕए వ 
ం࠼ߦ ݡ࠮ ऱܿ ఒࡔ ښఖ߯ ఉం݄ ࡯ڜ ߖ࢐ܽऱߖయ࡛ అంܼࡏ.
ం࠼ߦ   ऱܿ ڝ ڝ అం݄ ఒߖ࡯ڝ ښయ࡛ ࡱ ఏక࡯ڒక ڝఆࡍ नڒ ࡱ ݋ߝబܽद ڝ అం݄ అߖࡰ ޻య࡛ ࡹ అం݄ అ޻ 
ऒߖ࢐࠙ య࡛ߖ࡯ڝ ࡏࠬ ࡹ ߤࡷ  కھߘనవలࣄ వۨऐ నߩओ డ࡮ऱ  ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ఒࡹ ߤࡷ ښ ఉߕऒ యߖ అర बం
అం݄ మనం ఇۨऐ న ࠼ߦం݋ లߧ۫ ߘంۧ࠼ߦ ࡯ం ऱܿ ࡓంݡ ఆ࠳ ࠉ ࡏన࣒ ఎ޴ࠫߖ ఒకܽ మࣄ ࠾ࡍ 
छ޳ ంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ బܽद ఈڒ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳ ఏరओ ࡌ ङ࡮ࢡ࢙ జంࠜޒన ऴݟ ऒߖ  కھߘనంݡ࠮ ,ݟ 
జం ఏరओࠜޒంۨ ऴڵࡆఉప ߘంటऱ࠼ߦ లङࢡ࢙ జంࠜޒఆ ऴ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕమన ߖందޔݡ ం ߕࣆऒ  
అޙ࠼ ఈ ࠼ߦ ݡ࠮ం ऱܿ ߖ࡯ڝయ࡛ ࠼ߦం ऱܿ అం݄ 2 ࠳న࣒ 8 ࠳న࣒ 2 6 1 4 1 1 1 ࢑సफࡍంపܑయంݟ    
 న࣒࠳ న࣒࠳ ࠾ࡍన࣒ 8 మ࠳ న࣒ 6࠳ న࣒ 4࠳ 1 ݡంࡓ ߤవ ߤన࣒ ݀ ఇ࠳ న࣒࠳ ࠾ࡍమ 4 ݟంߘ న࣒ 8࠳
 ప ऱ࣒ బܽद పڒ  ऱ࣒  2 మ࠾ࡍ పऱ࣒ న࣒ పऱ࣒࠳ న࣒࠳ న࣒ 32࠳ 1   ప ऱ࣒  న࣒ 6࠳ ࠾ࡍన࣒ 6 మ࠳ ޴బܽद ఇڒ 2 
మ࠳  ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ఇ࠳ ޴న࣒ 6 ڒబܽद ప ऱ࣒  36 ప ऱ࣒  36 మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 30 ڒబܽद ࠳న࣒ 36 ప ऱ࣒  ړ0 36 
సࠪనం ڒబܽद మ࡯ڜ ࠾ࡍऱߖయ࡛ ࠼ߦం ऱܿ ࡯ڜऱߖయ࡛ ࠼ߦం ऱܿ ڒబܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం ࡯ڜऱߖయ࡛ ab c 
ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ߘంటऱ࠼ߦ ݡ࠮ ߝఅ ޳ڒ ޳ڒ  ఇߩओ ఖङ࠭ ࡮ۧ ݡ झߜڒ న࠳  ࡱ࢐ ఖࡔ द అం݄ ఒకߵ
అం݄ ࡱ࢐ ࡱ࢐ అం݄ 

అࣾం ࢗంట ښవలం x 
వంߩ వంߩ అߖ అర बం  ࡔఖ߯ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంࡓ ݡంݡ ఇߩओ  జం qx y pqrࠜޒణ ऴڝ మనం లంబ ݡ
फࣃۯ फࡍߪ ߘࡱ࢐ ࠭, మనం ࡏڷफ ޳छ फࣃۨࣇ ߘࡱ࢐ ࡌ ࠭ మ࠾ࡍ ఏߕ޼ పంړ फ m 

అࣾం ࡅకए  x b e tan theta  ޴ంޔ࢓అ ࡱ࢐ ߖ޳ ޙࠉۮ ߖఅ ޴फంࣆۯ ߘܼޓ ణంڝ ޜశ޴ లږߘࣃ 
కएࡅ ణంڝ ߩబܽद వంڒ  ܼంܐంߘ ݋ 
ఒక ࡔఖ߯ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఇۨऐ నߩओ కएࡅ ఖࡔ ݡ  ߖ޵ బܽदڒ ޶య࡯ޘ ܼޓ ఈ ࠾ࡍమ ࡏఅంܼ ࡱ࢐ 
ऒߖ܉ࠜޒణ ऴڝ న లంబ࠼సం మనం అڝ ࡍߪ  फ ࣃۯफ pqr pqr pr x  ޴ఇ ࡹజంࠜޒణం ऴڝ బܽद ఈ లంబڒ ࠭
ओߩన࣒ ఒకܽ ఇ࠳ ݡంࡓ ఈ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ݡంࡓ  లంబ x qr y y ޴ఇ ࡹజంࠜޒణ ऴڝ ఈ లంబ ݡ
छ޳ ణంڝ త߅సంబం ݞږ ణంڝ ఈ ޙ࠼అ ܼޓ ణంڝ ఈ ࠾ࡍణం మڝ కం݄ ఈ pr޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ܼޓ ࡌ

అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴࠜޒజంڝ ࡹణం ݟऴړڶ సࠪనం ڒబܽद x tan theta pqr r 90 
छ޳ ࣒ࠐ ܼޓ ߤܼ छ޳ ڴలంబం ࡌ న࣒ pr qr࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ࡌ y y x x 
ఒకܽ, ఇߩओ ऒޒऴపయ ߘహరణ޳ఒక ఉ ࠭࠲ ݡ फࣃ ࠭ ఒక సమసङ ړపం  ݟనంھߘక ߘࡱ࢐  फ ࡓంݡ࠮ ݡ 
మࠫޛ ڷࡱߕ ࠾ࡍघ  ంటऱ࠼ߦ ޴
घࠫޛ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ࡱఖࡔ ݡంࡓ బܽद ఈڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ  ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ޴
ऒߕޔࢂࢗ యߖ మనࣆࡱޘ ڕ, మనం ߖߖ޵ అࣾం అࣃڶ ߖफ ࠭, ఇ޴ ఇߕࣆ ޴ऒ  x y ڷࡱߕ ݡంࡓ బܽदڒ 
ఇ޴ ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ అۮ ߖపओ ంݟ  ఐ޶  ఆࡏ ఏݡ ఎࠫޛ ޴ࠫߖघ  ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ޴
ఐ޶ ఆࡏ ఏݡ ఎࠫޛ ޴ࠫߖघ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ޴ఇ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ ޴
घࠫޛ घࠫޛ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ ݡ࠮ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ ޴  బܽद ఈڒ ޴
घࠫޛ ڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ కएࡅ ఖࡔ మనం ఈ ޴ एڝߘక ߘࡱ࢐  కएࡅ ఖࡔ అం݄ ఈ ࡯࢐  ఏࠫܽ అం݄ ࡱ࢐ 
మనం ࡓంࠫޛ ڷࡱߕ ݡ࠮ ݡघ కएࡅ ޴ కएࡅ బܽदڒ ࡯ߕھߘక ߘࡱ࢐  కएࡅ   pqp q pq pq ࡱ࢐ 

అం݄ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ లڕ సࠪనం  ఒకܽ m y y x x 
నऒޔࢂࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ओߩ కएࡅ ఖࡔ ݡ  ఈ ߷ࡏघ ంۨ మనం ఇపओࡍڷ ࡱ࢐ ࡮ ऐࡍచ ښܽ ంۧ࠭ 
घࡏ߷ బܽद ఈڒ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߖ࡮ బܽद ఇకएڒ నగల࠭ھߘమనం క ࡌ డ ࡓంݡ అం݄ ࠫޛघ घࠫޛ ޴  y޴
ړబܽद పంڒ ݡ࠮ ݀ ࠑ ࡏఆ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒࠳ फ ࡅకए  pq ࡱ࢐ 
కएࡅ ఖࡔ మనం ఒక ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ సࠪనం ړݡ࠮ నవ۪ऐھߘక ߘࡱ࢐  , ఇࡓ ޴ంࠉ ݡం࢓޶ల ڷంݞ 
ం࠼ߦ ݡంࡓ  అం݄ ޴ంޔࢂࢗ ऱܿ ఇۨऐ నߩओ ړఒక పం ޳ࡶ ݡ फ ࡓంڷ ݡంޔࢂࢗ ݞనऒ ओߩ కएࡅ ఖࡔ ݡ  
అࠉझ झࣃ వङ ࡱ࢐  ङޑ సం ޳छ ࡍఆ ࡌ न݋ߝ ల ࠼ߦ  ݞޙం ऱܿ ఆ߯ ࡱ࢐  పంړ फ అ޴ߝ వङ ङޑ సం ޳छ  fc ࡌ
ఆࡍ नࡅ ݋ߝకए  వङ ङޑ సం మధङ షओߖ   फޒ
ఇߩओ ऒߕࣆ ܼޓ మనం ݡ  అం݄ ఏࠫܽ అం݄ x ޴ఉంܿం ڴసࠪంతరం ړߖఖ అࣿࡔ ఈ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ఈ పంړ फ ړ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ అం݄ pq 

అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంܿం޴ అߩओ ऒߕࣆ ࡱ࢐ ࡱ࢐ ߖ޳ ݡ  x pq ,ߘదܽ ࣊క࠴ ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ
ఈ పంړ फ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉం݄, ఈ ࡔఖ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉం݄ ఆ పࣄࡍबݟ 90 ܼޓ ࡹޒऴړڶ pq y 
సࠪనం ఇࣆۨࣇ ޴फంݟ 90 ܼޓ ࡏࠬ ޳ࡶ ޴ऴڶ ఉం݄ ړ సࠪంతరంۮ ڴపओ వ۪ऐ   అࣾం ڒబܽद ఇ޴ pq y pq 
కएࡅ రछߖ ࡱ࢐  ۨంచబడࡅ ޶ࡶకए రछߖ ࡱ࢐  ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद ఈ ࡓంݡ సࠪۧరం ۧ࡮ pq 
࠭ఖङ घࡌߖ న࠳ ణం ڒబܽद ఇ޴ ఒక ࡔఖ ࡅకए ओߩఇ ڴథࠫకంߦంۨ ऴࡍڷ ࡱ࢐  కएࡅ ఖࡔ ఒక ݡ  ࡱ࢐ 
ఆ߄రంࡓ ࡏࠬ ڴంݡ పంڕफࡱ ఎۮ ࡮పओ గలࡏ  సࠪంతర ࡔఖࡓ ޳ࡶ ࡱంݡ పంڕफࡱ లంబ ࡔఖڒ ࡱబܽद 
ఇ޴ ఒక ࡔఖ ࡅకए కएࡅ ࡱ࢐  ఖङ࠭ ࡮ۧ  ओߩన ࠙వన ఇ࠳ ऐࡍచ ࡹ ߤష࣊ ࡍప޶ంۨ తڵ࠭ ࠭࠲ ݡ फࣃ ࠭ 
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