
സٔാഗതം വിദّാർ،ി ഇ്ؗ ഞ׹ൾ േനർേരഖ ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ േനർേരഖകൾ ആരംഭിׯാൻ 
േപാകുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ചതുരാകൃതിയിലുت േകാർഡിേനുئകെള കുറി്׺ കുറ്׺ ധാരണ 
ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ര؇് ലംബ വരകൾ ഡാഷും ഡാഷും ഉ؇് ഈ xx yy 
തിരحീനമായ ൈഡസിെന അײം എ്ؗ വിളിുؗുׯ ആ٧عിസ് ഡാഷ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ xx x x xx x 
അു׺ത؇ും ലംബ േരഖയും ഡാഷിെന ആക് സിസ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, നി׹ൾ ഈ വിമാന؋ിൽ yy y 
ഏെത׸ിലും ബിؕു കെ؇േ؋؇തുെ؇്ؗ കരുതുക, ഈ തല؋ിൽ നമു്ׯ അനؓമായ നിരവധി 
േപായിന്റുകൾ ഉെ؇ؗും എبാ േപായിന്റുകൾുׯം അതിന്േറതായ തനതായ رാനം ഉെ؇ؗും 
ഞ׹ൾׯറിയാം. ഈ േപായിന്റ് ഇേؚാൾ ഈ േപായിന്റ ് ആണ് അു׺ത؇ിെല മൂ്ؗ ദൂരവും p p x y 
അ؋ײിെല 3 ദൂരവും അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിന്െറ ഏേകാപനം 3 3 ആണ്, ഇത് മൂ്ؗ ആണ്, ഇത് മൂ്ؗ
ആണ് അതിനാൽ അു׺ത؇ിെല ദൂരം മൂ്ؗ ആണ്, ദൂരം ഒരു അײം മൂ്ؗ ആണ്, ഈ രീതിയിൽ x y 
നമു്ׯ ഏത് േവണെമ׸ിലും കെ؇؋ാനാകും ഈ െ؛യിനിെല ബിؕു അ؋ײിൽ ഈ ബിؕു x 
ഉ؍വം 5-ൽ നി്ؗ ദൂരتു؋ ഏത് ബിؕുവും അ؋ײിൽ ഒരു ദൂരം പൂജّവുമാണ്, അതിനാൽ ഈ y 
േപായിന്റിന്െറ ഏേകാപനം അ؀് പൂജّമാണ്, അതുേപാെല അ؋ײിന്െറ ഇടതുവശتു؋ x y 
അ؋ײിൽ നമു്ׯ കെ؇؋ാനാകും യുെട ഇടതുവശ്؋ അ؋ײിന്െറ താേഴാ؂് ഇേؚാൾ ഈ y y 
ര؇് പരസ് പര ലംബ േരഖ ഈ തലെ؋ നാല് കٔാْഡന്റുകളായി വിഭജിുؗുׯ , എതിർ 
ഘടികാരദിശയിൽ ഈ കٔാْഡന്റിന്െറ നآറിംഗ് ഇത് ആദّമാണ് ഇത് ര؇ാമേ؋ത് ഇത് മൂؗാമെ؋ 
കٔാْഡന്റാണ്, ഇത് ഒؗാം കٔാْഡന്റിന്െറ നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റ് ചിصമാണ് ؛സ് ؛സ് ؛സ് ؛സ് y 
ആയതിനാൽ, അ؋ײിന്െറ വലതുഭാഗം ؛സ് ആയതിനാൽ അ؋ײിന് മുകളിലുتതും ؛സ് x x y 
ആയതിനാൽ ഈ കٔാْഡന്റിെല ഏത് ബിؕുവിലും ൈസൻ ؛സ് ഉ؇്, അതുേപാെല തെؗ ര؇ാമെ؋ 
കٔാْഡന്റിൽ ര؇ാമെ؋ കٔാْഡന്റിന്െറ അടയാളം ൈമനസ് ؛സ് ആണ് മൂؗാം ചതുര؋ിന്െറ 
അടയാളം ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ് നാലാമെ؋ കٔാْഡന്റിന്െറ ൈസൻ ؛സ് ൈമനസാണ്, അതിനാൽ 
ഇത് ചതുരാകൃതിയിലുت േകാർഡിേനئിെന കുറിتു׺ കാരّമാണ്, നി׹ൾ ഇേؚാൾ 
അറി؁ിരിേׯ؇ ഒരു വിമാന؋ിെല ഏെത׸ിലും ര؇് േപായിന്റുകളുെട ദൂരം എ׹െന കെ؇؋ാം
എ്ؗ ഇവിെട നമു്ׯ ര؇് േപായിന്റ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ, ര؇് ര؇് എؗിവയു؇്. ഈ ര؇് px y qx y 
ബിؕുׯൾׯിടയിൽ ഇത് ആെണ്ؗ പറയുക, അേؚാൾ ഈ ര؇് ബിؕുׯൾ തأിലുت ദൂരം എ׹െനd 
കെ؇؋ാം, അത് ഇേؚാൾ ആണ്, ഇതിനായി ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ വര׺ ലംബമായ ര؇് ലംബമായി d p- p-
വരയ്ുׯക, അതായത് ലും ലംബമായും അ؋ײിൽ ൽ നി്ؗ വര׺ത് എ്ؗ പറയുക, p- x q- pqm 
ഇേؚാൾ ൽ ഒരു ലംബമായ വരയ്ുׯക, ഇേؚാൾ നമു്ׯ വലത് േകാണിന്െറ ഉ؇്, qn- pr pq r 
അതിനാൽ ഈ വലത്േകാണ ْതിേകാണ؋ിൽ ഇവ ൈഹേؚാെടനّൂസാണ്, അതിനാൽ ൈപതേഗാറസ് 
സിؑാؓം വലത് േകാണിൽ ചതുരം ന് തുലّമാണ് ചതുരം ചതുരവും ചതുരവും pqr pqs pq- pq pr qrs 
തുലّമാണ് , ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് സ്കٔയർ തുലّമാണ് അർ،മാؗുׯത് ര؇് ൈമനസ് ഒരു d pr x x 

ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ, കാരണം യുെട േകാർഡിേന്ئ ഒ്ؗ ഒ്ؗ, യുെട േകാർഡിേന്ئ ര؇് yx x p x y p q x 
ര؇്, അതിനാൽ ഇത് ദൂരം എؓാണ് ഈ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ഈ ഒ എേؚാൾ ര؇്, ഈ ഓം i mn x x x x 

ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഈ ഓൺ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഈ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ അ׹െന x x pr x x 
ര؇് ൈമനസ് ഒരു മുഴുവൻ ചതുരം കൂടാെത സമാനമായി ഈ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, x x qr y y 

അതിനാൽ ര؇് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ആണ്, ദൂരം േകവല അളവ് ആെണ്ؗ y y 
നമുׯറിയാം, അത് ഒരിׯലും െനഗئീവ് അب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ എؗത് ര؇് ൈമനസ് ഒരു d x x 
സൂآർ؉ ചതുരവും ര؇് ൈമനസും വർ״മൂലമായി എടുുؗുׯ. ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം ഇേؚാൾ y y 
ഞ׹ൾ്ׯ ചില ْപശ് ന׹ളു؇് , നമു്ׯ ദൂര േഫാർമുലയിൽ ഒരു ْപٍ٠ം ചർ׺ െചإാം, നമു്ׯ ഒؗിൽ 
ര؇് േപായിന്റുകൾ ഉ؇് ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഇത് അײമാണ്, ഇത് അײമാണ്, ree, q x y 
ഇത് എبായ്േؚാഴും ആണ്, ഇത് 1 2 ആണ് , ഇത് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ആണ്, p 1 3 1 2 3 p one three p

അർ،മാؗുׯത് ഈ േപായിന്റാണ് ഒ്ؗ മൂ്ؗ, ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ ഈ േപായിന്റ ്one three p q q 
ൈമനസ് 2 1 ആണ് അതിനാൽ ഈ േപായിന്റിൽ േചരുക നമു്ׯ ഈ യുെട ദൂരം pq pq 
കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ദൂരം േഫാർമുല ْപകാരം എؗത് ര؇് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ pq x x 
സ്കٔയർ ؛സ് ര؇ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം അതിനാൽ y y 
ഇേؚാൾ ന്െറ മൂലّം ഇടുക, അതിനാൽ ഒؗുകിൽ നി׹ൾ ഇത് ഒരു ആദّ കٔാْഡന്റ് x 2 x 1 y 2 y 1 
േകാർഡിേന്ئ േകാർഡിേന്ئ ആയി എടുുׯക , ഇതിന് ര؇ാമത് ഉ؇് അെ׸بിൽ ഇത് ആദّേ؋ത് 
ര؇ാമേ؋താണ്, അതിനാൽ ര؇് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ഒ്ؗ ؛സ് ടു ഫുൾ സ്കٔയർ ؛സ് ْതീ ൈമനസ് ഒരു x 
ഫുൾ സ്കٔയർ അതിനാൽ ഇതാണ് ഒآത്, ഇത് നാല്, റൂ؂് പതിമൂ്ؗ യൂണി്ئ ഈ രീതിയിൽ നമു്ׯ ഈ 
േഫാർമുല മെئാരു ഉദാഹരണം േപാെല വّതُّ ٝആവശّ׹ൾׯായി ഉപേയാഗിׯാം, അ׹െന 
േപായിന്റ് ൈമനസ് മൂ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് നാല് ഒؚം പൂജّം ൈമനസ് നാല് എؗത് ഒരു വലത് പײ 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ ശീർഷക׹ളാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആദّം ഈ മൂ്ؗ േപായിന്റുകൾ 
കെ؇ു؋ക, ഇത് ഇതാണ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 1 2 3 പിെؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ x y s o 1 2 3 4 
ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ഒ്ؗ അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ ്പറയുؗത് ഒരു ൈമനസ് 
മൂ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് നാല് ഈ േപായിന്റ ്ബി ര؇് നാല് പൂജّം ൈമനസ് നാല് ഇതാണ് പൂജّം പൂജّം ൈമനസ് 
നാല് അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് പൂജّമാണ് ൈമനസ് നാല് എ്ؗ പറയുക, ഈ േപായിന്റ് പൂജّം ൈമനസ് 
നാല് ഇേؚാൾ ഈ മൂ്ؗ േപായിന്റുമായി േചരുക , ഇേؚാൾ ഈ ْതിേകാണം ഒരു വലത് േകാണ abc 
ْതിേകാണമാെണ്ؗ െതളിയിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഈ ْതിേകാണം വലത് േകാണ 
ْതിേകാണമാെണ׸ിൽ ഒരു വശ؋ിന്െറ ചതുരം തുലّമായിരിׯണം മ്ئ ര؇് വശ׹ളുെട 
ചതുര؋ിന്െറ ആെകു؋ക, അതിനാൽ നമു്ׯ സ്കٔയറിൻെറ മൂലّം എؓാെണ്ؗ കെ؇؋ാം, ab 
അതിനാൽ ദൂരം േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ കെ؇؋ാം സ്കٔയർ ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ മുഴുവൻ ab 
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സമചതുരവും നാല് ൈമനസ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരവും അതിനർ،ം ഇരുപ؀ു؋ം ഒآതും സമം 
മുؚ؋ി നാല് വീ؇ും സ്കٔയർ സ്കٔയർ ര؇് ൈമനസ് പൂജّം മുഴുവൻ ചതുരവും ؛സ് 4 bc bc 
ൈമനസ് 4 4 ؛സ് 4 പൂർ؉ ചതുരവും, അതിനാൽ ഇത് 4 ഉം ഇത് 64 ഉം ആണ്. അതിനാൽ ഇത് അറുപ؋ി 
എ؂് ആണ്, ഇേؚാൾ ചതുരം പൂജّവും മൂ്ؗ ؛സ് തുലّമാണ് ൈമനസ് 4 ؛സ് 1 സൂآർ؉ ചതുരം ac 
അതിനാൽ ഇത് 9 ൈമനസ് ൈമനസ് ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ് ഒരു സൂآർ؉ ചതുരം 
അതിനാൽ ഇത് ഒآതും ഇത് വീ؇ും ഇരുപ؀ു؋ം മുؚ؋ി നാലിന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ഇവിെട കാണാം സ്കٔയർ ؛സ് സ്കٔയർ സമചതുരം ബിസി സ്കٔയറിനു തുലّം എؗതിനർ،ം ab ac 

സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം മുؚ؋ി നാല് ؛സ് 34 തുലّമാണ് 68 ബിസി ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ab ac 
അതിനാൽ ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഈ ْതിേകാണം എബിസി ഒരു വലത്േകാണ 
ْതിേകാണമാെണ്ؗ പറയാം, ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഈ മൂ്ؗ ْപശ് ന׹ൾ പരീײിׯാം, അതായത് 
എബിുׯം ؛സ് സിബി ؛സ് ഡിുׯം ഇടയിലുت ദൂരം കെ؇ു؋ക, നി׹ൾ ദൂരം േഫാർമുല 
ഉപേയാഗിുׯക, നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾׯിടയിലുت ദൂര؋ിന്െറ മൂലّ؋ിന് 
സമാനമായി നമു്ׯ മൂ്ؗ േപായിന്റ് നാല് േപായിന്റുകൾ ഉ؇്, ഒരു പൂജّം ബി ൈമനസ് ര؇് മൂ്ؗ സി 
ര؇് ൈമനസ് 1, എؗിവ സമാؓരചലന؋ിന്െറ ലംബ׹ളാണ്, നأൾ ഇവിെട ദൂര d 5 2 
േഫാർമുലയും ഗുണ׹ളും ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇് സമാؓരേരഖയും മൂؗാമേ؋തും ആണ് എؗ xy 
േപായിന്റ് അു׺ത؇ിലും ആറ് യൂണി്ئ അകെലയാണ് േപായിന്റ് ഒ്ؗ േഫാർ കെ؇ു؋ക , x xy 
അതിനാൽ അ؋ײിെല േപായിന്റ് എؓാണ് അതിന്െറ േകാർഡിേന്ئ പൂജّമാണ്, അതായത് x y 
വّװമായും പൂജّമാണ് അതിനാൽ നأൾ ദൂരം കെ؇േ؋؇തു؇്. നും 1 4 നും ഇടയിലുت y x 0 
ദൂരം ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഇതിനകം നൽകിയി؂ു؇് 6 നി׹ൾ അത് ലളിതമാׯി n x, y 
എؗിവയുെട മൂലّം േനടുക, അതിനാൽ വരിയുെട െസഗ് െമന്റ് അർ،മാؗുׯത് ന്െറ േജായിൻpq- pq 
ആണ് , ഈ ന്െറ േകാർഡിേന്ئ നൽകിയിരിؗുׯ ഒരു ൈലൻ െസഗ് െമന്റ് ഞ׹ൾുׯ؇് എؗാണ്. pq-

ഉം ഉം എؗത് യ്ുׯം നും ഇടയിലുت ഒരു േപായിന്റാണ് നൽകിയിരിുؗുׯ px 1 y 1 qx 2 y 2 r p- q-
കൂടാെത മെئാരു സാഹചരّം നൽകുേآാൾ എؗ അനുപാതം കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ r m 
ആദّം ഈ യുെട േകാർഡിേന്ئ കെ؇؋ണം, അതിനാൽ ൽ നി്ؗ ലംബമായി rxy pqr- plrm , qn 
എبാം വര്׺ ഈ ഡയْഗം പൂർ؋ിയാുׯക. ഇത് അ؋ײിൽ അ؋ײിൽ ലംബമാണ്, ഇത് x x y 
അײമാണ്, ഇതാണ് ഉ؍വം ഇേؚാൾ വീ؇ും ഒരു ലംബമായ ആകൃതി വരയ്ുׯക , അത് rm, qm 
എؗിവയിൽ ലംബമായി ൽ ലംബമായി വരയ്ുׯക, ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؗി׹െന ര؇് snt- prs, pqt 
ْതിേകാണ׹ളു؇്, ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും സമാനമാണ്. എؓുെകാ؇ാണ് ْതിേകാണ؋ിന്െറ 
സമാനതകളുെട ഗുണവിേശഷതകൾ ഉപേയാഗി്׺ ഈ േകാണിെന ഈ േകാണാകുؗത് 90 ഡിْഗി ഈ 
ആംഗിൾ 90 ഡിْഗി ഓെക ഈ ര؇് വരികളും സമാؓരമാണ്, അതിനാൽ ഈ േകാണുകൾ തുലّ 
േകാണുകൾ്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ ആംഗിൾ േْപാؚർ؂ി ْപകാരം ഈ ര؇് ْതിേകാണ׹ളും 
അർ،മാؗുׯത് ْതിേകാണ؋ിന് സമാനമായ ْതിേകാണം ആണ്, ഇേؚാൾ ര؇് pqt prs 
ْതിേകാണ׹ൾ സമാനമാെണ׸ിൽ അവയുെട അനുബؖ വശ׹ൾ ആെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം. 
ആനുപാതികമായാൽ അവയുെട അനുബؖ വശ׹ൾ ആനുപാതികമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ps 
സൂചിؚിؗുׯത് ൈബ എؗത് ന്െറ ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഈ ആണ് ഈ എؗത് ps pt pr pr ps ps x
ൈമനസ് ഒ്ؗ , ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഈ ആണ് ഈ എؗത് ര؇് ൈമനസ് ആണ് ഒ്ؗ ര؇് x x x pt pt x x x 
ൈമനസ് ഒ്ؗ, ഇത് ഈ എؗിവയുെട അനുപാതം നൽകിയിരിുؗുׯ, അതായത് ആണ് x p r, rnrq m 

ഈ എؗാൽ ؛സ് കّൂബ്, അതിനാൽ ഇത് ؛സ് ആണ് അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് pr m, pq pr r m n x x 
ഒ്ؗ തുലّമാണ് ൈമനസ് ؛സ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് ؛സ് mx 2 x 1 by m n, x x 1 m x 2 
ൈമനസ് ന്െറ ؛സ് ന് തുലّമാണ് , നി׹ൾ ഇത് ലളിതമാുׯേآാൾ നി׹ൾ്؛ ׯസ് x 1 m n mx 2 n 
ന്െറ ؛സ് ലഭിുׯം അതിനാൽ ഈ രീതിയിൽ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഈ ന്െറ മൂലّം m n x 
ലഭിുׯം, കാരണം ഈ മൂലّ׹െളبാം അറിയെؚടുؗത് േപാെല തെؗ നമു്ׯ m, x 2 x 1 
കെ؇؋ാനാകും യുെട മൂലّം, അത് എന്െറ 2 ؛സ് ആണ്, ഒ്ؗ ؛സ് ശരിയാണ്, അതിനാൽ y y m n 
ഇതിെന ആؓരിക െസײൻ േഫാർമുല എ്ؗ വിളിുؗുׯ, കാരണം ഈ നും നും r p q 
ഇടയിലായതിനാൽ ഈ ഈ ന് പുറتു؋തിന് സാധّതേയാ സാധّതകേളാ ഉ؇ാകാം അതിെന r pq 
ബാഹّവിഭാഗം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ഈ െന ബാഹّമായി വിഭജിുׯേآാൾ r pq- r 
വിഭജിുׯേآാൾ െന ബാഹّമായി വിഭജിുׯേآാൾ ചിصം മാുئക, കൂടാെത ൈമനസ് r pq- mx 2 nx 1
ന്െറ ൈമനസ് ഉം ഉം ആയ ന് തുലّമായ േഫാർമുല ലഭിുׯം. എന്െറ 2 ൈമനസ് ന്െറ m n y x ny 1 m 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ ഇത് ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് എ്ؗ n nx 1 mx 2 n m 
എഴുതാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ൈമനസ് ന്െറ ൈമനസ് എؗും എؗും nx 1 mx 2 n m m r y 1 
ൈമനസ് ൈമ എؗും എഴുതാം 2 ന്െറ ൈമനസ് അർ،മാؗുׯത് ഡിേനാമിേനئറിലും n m 
നّൂമേറئറിലും ഈ സമാനമാണ്, ഈ ഇത് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ആെണؗും ആെണؗും nmn r px y q x two y two 
കരുതുക. അതിനാൽ ഇത് ഈ െന ര؇് തുലّ ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯ, തുടർ്ؗ അതിന്െറ p q r pq-
അനുപാതം ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ എؗത് 1-േല്؛ ׯസ് 1-േല്1 ׯ-ൽ 1 ؛സ് 1- േല്ׯ x x 2 x 
തുലّമാണ്. അർ،മാؗുׯത് വൺ ؛സ് ടു ൈബ ടു സമാനമായി എؗത് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ൈബ x x y y y 
ടു എؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാം ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് xy rxy x x 
ൈബ ടു ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ൈബ ടു മിഡ് േപായിന്റ ്േഫാർമുല െസഗ് െമന്റിെന വിഭജിؗുׯ y y 
േപായിന്ററിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇ു؋ക . ൈമനസ് ഇത് ൈമനസ് ര؇്, ൈമനസ് ര؇്, ഈ 
േപായിന്റ് ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ , അതിനാൽ ഈ യുെട പുറتു؋ എؗിവ എടുുؗുׯ, ഇത് q q p qp, r 

എ്ؗ വിഭജിുؗുׯ. മൂ്ؗ ഒേؗാ മൂേؗാ വശ׹ൾ എടുുׯക, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് ര؇് ഒ്ؗ r q 
ആണ്, ഇത് ആണ്, ഇത് ഒരു േപായിന്റ് ആെണ്ؗ പറയുക , ഇതിെന മൂؗായി ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ p 1 3 r 
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ഇതിന്െറ േകാർഡിേന്ئ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതാണ് അതിനാൽ ഈ ഈ െന ആؓരികമായിrxy r pq-
വിഭജിؗുׯതിനാൽ എؗത് വിഭാഗ േഫാർമുലയ്്ׯ തുലّമാണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ ആؓരിക വിഭാഗx 
േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാം, അതിനാൽ എؗത് ؛സ് ന് തുലّമാണ് ന് ഇത് x mx 2 nx 1 m plus n 
എؓാണ്, ഇതാണ് ഇത് ഇതാണ് ഇതാണ് ഇത് ഇത് ഇത് അതിനാൽ ന്െറ മൂലّം 1 m, n , x1 y1, x2 y2, m 

ഇത് േല്؛ 1 ׯസ് ആണ് 3 മുതൽ ൈമനസ് 2 ൈബ 1 ؛സ് ْതീ, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 1, x 2 x 2 1 
ആറ് ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് അ؀്, നാല് ൈമനസ് അ؀്, നാല് ഇേؚാൾ യുെട y 
മൂലّം യുെട മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിന്െറ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ് എؗത് ഇതിന് ര؇് ആണ്,y y y 
ഇത് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ؛സ് ൈബ ؛സ് എؗത് 1 ആയി 2 3 1 ആയി 3 ؛സ് 3 ആയി y um y 2 ny 1 m n y 1
എ്ؗ അർ،മാؗുׯത് 1 െകാ؇് 1 ؛സ് 3 ആണ് അതിനാൽ ഇതാണ് ഇത് 6 ൈബ 4 അർ،മാؗുׯത് 
മൂ്ؗ ൈബ ടു ആണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് അ؀് ൈബ േഫാർ, ْതീ ൈബ ടു എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്,rxy 
അതിനാൽ നമു്ׯ െസײൻ േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാം , െസഗ് െമന്റിന്െറ മധّബിؕു േഫാർ വൺ, ബിa 
​​ْതീ ര؇് അ׹െന എ േഫാർ എؗതിന്െറ േകാർഡിേനുئകൾ കെ؇؋ാം. ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് ഇത് 

ആണ്, ഇത് നാല് ഒ്ؗ അ׹െന നാല് ഒ്ؗ എ േഫാർ ഒ്ؗ, ബി ْതീ ര؇്, ബി ْതീ ര؇്, ഇത് ബി ْതീ y xa 
ര؇്, ഇത് ബി ْതീ ര؇് ആണ്, ഇത് മിഡ് േപായിന്റ് ആെണ്ؗ പറയുക, ഇതാണ് മിഡ് േപായിന്റ ്എ്ؗ 
പറയുക, ഈ മിഡ് േപായിന്റ് കെ؇؋ണം ആണ് നأൾ കെ؇േ؋؇ത് ഈ േപായിന്റിന്െറ m 
േകാർഡിേന്ئ അതിനാൽ മിഡ് േപായിന്റ ്േഫാർമുല പറയുؗത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ൈബ ടു, ഒ്ؗ m x x y 
 സ് ര؇് ൈബ ര؇് y mxy x x y y؛ സ് ര؇് ര؇് ൈബ ര؇് , േകാമ ഒ്ؗ؛ സ് ര؇് ര؇് ഒ്ؗ؛
അ׹െന ഈ മധّബിؕുവിന്െറ േകാർഡിേന്ئ ഈ എؗത് ഒ്ؗ ؛സ് ര؇് ഏെത׸ിലും mxy mxy x x 
നാല് ؛സ് ْതീ ൈബ ര؇്, ഒ്ؗ ؛സ് ടു ൈബ ര؇് അർ،മാؗുׯത് ഏഴ് ൈബ ടു, ْതീ ൈബ ടു 
എؗതിനർ،ം ഈ ന്െറ േകാർഡിേന്ئ എؓാണ് െസവൻ ൈബ ടു , ْതീ ൈബ ടു എؗി׹െനയാണ്. m 
ഏെത׸ിലും േന؂ം നൽകിയ ൈലൻ െസഗ് െമന്റിന്െറ മധّഭാഗം കെ؇؋ാനാകും, ൈമനസ് ര؇്, നാല് 
അ؀് എؗിവ േചരുؗ േരഖ അ؋ײാൽ മുറിؗുׯ അനുപാതം കെ؇ു؋ക, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു y 
അനുപാതം കെ؇േ؋؇തു؇് , അതിനാൽ ആദّം ഈ േപായിന്റ് ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് കെ؇ു؋ക.
2 2 ഇത് ൈമനസ് 2 ആണ് 2 ഈ േപായിന്റ് ൈമനസ് 2 2 ഉം 4 5 ഉം ആണ്. അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് ഈ p 
േപായിന്റ് നാല് അ؀് എ്ؗ പറയുؗു, ഇത് നാല് അ؀് ആണ് , വّװമായും ഈ ഈ േപായിന്റിൽ q pq 

അײം െകാ؇് മുറിുؗുׯ , നമു്ׯ അറിയാം അײം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് y y 
പൂജّമാെണ്ؗ പറയുക, ײമിׯണം പൂജّം പൂജّം പൂജّം, ഒരു ബിؕു അײം പൂജّം , ഇത് ഈ y 
േപായിന്റ് ആെണ്ؗ കരുതുക ഈ ഈ െന ൽ ഒരു അനുപാത؋ിേല്ׯ വിഭജിുؗുׯ , നأൾ r r pq- k-
അനുപാതം കെ؇؋ണം . ؛സ് 1 ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് 4 ൈമനസ് 2 0 ന് തുലّമാണ്, ഇത് k k 
സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് ഒؗിന് ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അനുപാതം ഒ്ؗ എؗത് ര؇് ആണ്, k 
ഇേؚാൾ ഈ അനുപാതം പരിേശാധിേׯ؇തു؇്, ഇതിന് ഉേ؇ാ ഇبേയാ അ׹െന എؗത് a a k 1 
എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് two

എؗത് ഒؗിൽ നി്ؗ അ؛ ؀്സ് ടു ആയി ര؇് ൈബ ഒ്ؗ ؛സ് ര؇്, ഒآത് െകാ؇് മൂ്ؗ തുലّം So a 
മൂ്ؗ, ഈ ഈ അײെ3 ؋ ആയി വിഭജിؗുׯതായി ഞ׹ൾ കാണുؗു, ഈ അײെ3 ؋ p q y pq y 
ൽ വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ അനുപാതം ഇേؚാൾ ശരിയാണ് ഏരിയ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം 
ഇതിനായി ഞ׹ൾ ഡിئർമിനന്റ് എؗ ആശയം ഉപേയാഗിുؗുׯ, നി׹ൾ പْؓ؇ാം ױാസിെല ആശയം
പഠിേׯ؇തു؇്, ഡിئർമിനന്റ് എ׹െന ലളിതമായി വിശദീകരിׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ ഉപേയാഗിുؗുׯ, 
അതിനാൽ അതിനാൽ ഞ׹ൾ ൈസൻ എടു؛ .ുؗുׯസ് ൈമനസ് ؛സ് a1 a2 a3 b1 b2 b3 c1 c2 c3 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ ഈ ഭാഗം എടുുؗുׯ, അത് ടു സി മൂ്ؗ ൈമനസ് ബി ْതീ സി ര؇്, a 1 b 
തുടർ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് എ ര؇് തുടർ്ؗ ബി എؗ ചിصം എടുുׯക വൺ സി ْതീ ൈമനസ് ബി ْതീ 
സി വൺ, ؛സ് എ ْതീ ബി വൺ സി ര؇് ൈമനസ് ബി ടു സി ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഈ തരം ഡിئർമിനന്റ് 
എ׹െന വികസിؚിׯാം എؗ ആശയം നി׹ൾ ഉപേയാഗിേׯ؇തു؇് , അതിനാൽ എബിസി 
ْതിേകാണ؋ിന്െറ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം ന് തുലّമാണ് ഒ്ؗ ഉം x x 2 x 3 y 1 y 2 y 3 
1 1 1 ഉം ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം പൂജّമാെണ്ؗ കരുതുക, നി׹ൾ ഈ ഡിئർമിനന്റ് 
കണׯാുׯേآാൾ ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം പൂജّമാെണ്ؗ കരുതുക പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായത് ഇതിനർ،ം ഈ മൂ്ؗ േപായിന്റ് േകാളിനിയർ േപായിന്റുകളാണ്, ഈ മൂ്ؗ abc abc 
േകാളിനിയർ േപായിന്റുകളാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ മൂ്ؗ േപായിന്റുകളുെട ഗുണനിലവാര؋ിന് മൂ്ؗ 
േപായിന്റ് ഒ്ؗ ഒ്ؗ ര؇് ര؇്, മൂ്ؗ മൂ്ؗ എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ْതിേകാണ؋ിന്െറ x y x y x y 
വിُീٝർ؉ം കെ؇ു؋ക ഈ മൂ്ؗ േപായിന്റുകൾ എ്ؗ y one y two y three one one one 
പറയുകയും പൂജّ؋ിന് തുലّം എ്ؗ പറയുകയും െചുإക, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് േപായിന്റുകൾ x one 

എؗിവ േകാളിനിയർ േപായിന്റുകളാണ് , അതിനാൽ ഇത് y one , x two y two, x three y three 
നി׹ൾ്ׯ എ׹െന െതളിയിׯാനാകും എؗത് വളെര ْപധാനെؚ؂ അവرയാണ് ഈ മൂ്ؗ 
േപായിന്റുകളും േകാളിനിയർ േപായിന്റുകളാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു ഉദാഹരണമു؇്, അതായത് 
േപായിന്റ് ആറ് ൈമനസ് എ؂് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് നാല് േകാളിനിയറാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ tw o 
േകാളിനിയർ േപായിന്റുകൾ എؓാണ് േപാളിേനാമിയൽ േപായിന്റുകളുെട അർ،ം മൂേؗാ 
അതിലധികേമാ േപായിന്റുകൾ ഒേര വരിയിൽ കിടؗുׯതിെന േകാളിനിയർ േപായിന്റുകൾ എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ അർ،׹ൾ ഒേര േകാളിനിേയٌ٧് കൺകറന്റ് േകാർഡിേനുئകളാണ് അതിനാൽ co co co 
അർ،മാؗുׯത് ഒേര ലീനിയർ എؗാൽ ഒേര വരിയിൽ അർ،മാുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ at 
േകാളിനിയർ അർ،ം കെ؇ു؋േآാൾ അതിനർ،ം ഈ മൂ്ؗ േപായിന്റുകൾ ഒേര േരഖയിൽ 
കിടുؗുׯ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, നൽകിയിരിؗുׯ േപായിന്റുകൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯ 
േപായിന്റുകൾ ര؇് ആറ് ബി ൈമനസ് എ؂്, സി ൈമനസ് ര؇് നാല് എؗി׹െനയാണ്. അതിനാൽ ഈ 
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മൂ്ؗ ബിؕുׯളാൽ രൂപെؚ؂ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം കെ؇ു؋ക, മൂ്ؗ േപായിന്റുകൾ 
ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ْതിേകാണം രൂപീകരിׯാെമ്ؗ നമുׯറിയാം , ആ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം 
പൂജّമാെണ׸ിൽ അതിനർ،ം ഈ മൂ്ؗ േപായിന്റുകളും േകാളിനിയർ േപായിന്റുകളാണ് അതിനാൽ 2 
ൈമനസ് 8 ൈമനസ് 2 6 1 4 1 എؗാണ് . 1 . _ _ _ _ _ _ _ _ 8, ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് അ׹െന ؛സ് 2, ؛സ് 1 മീ 

ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് ؛സ് 2 ആയതിനാൽ ഇതാണ് ൈമനസ് 6 ഉം ൈമനസ് 6 ഉം ൈമനസ് inus 32 
ൈമനസ് ഇത് ൈമനസ് 6 ഉം ؛സ് 36 ؛സ് 36 ഉം ഇത് ൈമനസ് 30 ആണ് അതിനാൽ ൈമനസ് 36 ؛സ് 36 0 ന് 
തുലّമാണ് അതിനാൽ എؗിവ േകാളിനിയർ േപായിന്റുകളാണ് േകാളിനിയർ േപായിന്റുകളാണ്, ab, c 
അതിനാൽ േകാളിനിയർ േകാളിനിയർ അبേയാ എؗത് ഇേؚാൾ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും . x 
അײം ഉت ദിശയും െചരിവിന്െറ േകാണും ഇവിെട തീئയാണ്, കൂടാെത വരിയിൽ ര؇് േപായിന്റുകൾ

ഒ്ؗ ഒ്ؗ, ര؇് ര؇് എ്ؗ പറയുക, ഇേؚാൾ നأൾ ഒരു വലത് േകാണ ْതിേകാണം ചരിവ് px y qx y pqr 
പൂർ؋ിയാുؗുׯ , ഞ׹ൾ ചി؋صാൽ ചരിവിെന ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, ഏെത׸ിലും വരി m 
ഉെ؇׸ിൽ ഏെത׸ിലും വരി പറയുക അു׺ത؇ിന്െറ േപാസിئീവ് ദിശയിൽ ആംഗിൾ തീئ x 
ഉ؇ാുؗുׯ, അേؚാൾ അതിന്െറ ചരിവ് ടാൻ തീئ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഒരു േരഖയിൽ ര؇് 
േപായിന്റുകൾ നൽകുേآാൾ ഈ തീئെയ ഒരു േരഖയുെട ചരിവ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഇതിനായി ഞ׹ൾ ഒരു പൂർ؋ിയാുؗുׯ ആയ വലത് േകാണ ْതിേകാണം അതിനാൽ ഈ വലത് pqr 
േകാണ ْതിേകാണ؋ിൽ ഈ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, ഈ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ p qr pr x x qr y y 
ആണ്, ഇേؚാൾ ഈ വലത്േകാണ ْതിേകാണ؋ിൽ ഇത് വലത് േകാണാണ് , ഈ േകാൺ തീئ ആെണ׸ിൽ,
ഈ േകാണും അനുബؖ േകാണിൽ തീئയാണ് കാരണം ഈ അു׺ത؇ിന് സമാؓരമാണ്, pr x 
അതിനാൽ ْതിേകാണ؋ിെല ടാൻ തീئ ആംഗിൾ ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ടാൻ തീئ pqr r 90 
അടിرാനപരമായി ലംബമായി ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് pr qr y y x 
ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്. ഒരു ഉദാഹരണം ഒരു ْപٍ٠ം ര؇് മൂ്ؗ, നാല് ഒآത് േപായിന്റുകളിലൂെട x 
കടؗുേപാകുؗ വരിയുെട ചരിവ് കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ ര؇് മൂ്ؗ, നാല് ഒآത് എؗീ ര؇് 
േപായിന്റുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഈ ര؇് വരികൾ ഞ׹ൾ വരയ്ുׯക എ്ؗ പറയുؗത് ഇത് x 
അײം ഇതാണ് ഇതാണ് പൂജّം അതിനാൽ ര؇് നാല് പറയുؗു ഇത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ് y 
ഏഴ് എ؂് ഒآത് ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ് ഏഴ് എ؂് ഒآത് , ഇത് ര؇്, ഇത് നാല്, ഇത് മൂ്ؗ, ഇത് 
ഒآത്, അതിനാൽ േപായിന്റ് ര؇് മൂ്ؗ, ഈ േപായിന്റ ്ര؇് മൂ്ؗ നാല് ഒآത്, ഈ േപായിന്റ ്നാല് ഒآത് 
ആണ്, അതിനാൽ നأൾ ഈ വരിയുെട ചരിവ് കെ؇؋ണം ഈ വരിയുെട ചരിവ് എؓാണ് 
അർ،മാؗുׯത് നأൾ ര؇് മൂ്ؗ നാല് ഒآത് ചരിവ് കെ؇؋ണം, അതിനാൽ ന്െറ pqp q pq pq 
ന്െറ ചരിവ് ആണ്, അതായത് എؗത് ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ , ഈ m m y y x x 
േഫാർമുല ചരിവ് ഞ׹ൾ ഇതിനകം ചർ׺ െചᅃٝി؂ു؇് ര؇് ബിؕുകളിലൂെട കടؗുേപാകുേآാൾ, ഈ 
േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ കെ؇؋ാനാകും, അതിനാൽ ഇവിെട എؗത് എ്ؗ y two y two 
പറയുؗത് ഒآത് ഒآത് ൈമനസ് മൂ്ؗ നാല് ൈമനസ് ര؇് ആണ്, ഇതാണ് ആറ് ൈബ ര؇്, അതിനാൽ 
മൂ്ؗ വരിയുെട ചരിവ് േരഖയുെട ചരിവ് തുലّമാണ് മൂ്ؗ എؗതിന് ഈ രീതിയിൽ നമു്ׯ ഒരു pq 
േരഖയുെട ചരിവ് കെ؇؋ാം , ര؇് ബിؕുകളിലൂെട കടؗുേപാകുؗത് ഒരു േരഖയുെട അ٧نിش 
ചരിവിന്െറ വّതّാസ؋ാൽ ഓർഡിേനുئകളുെട വّതّാസം അർ،മാؗുׯത് ര؇് േപായിന്റ് 
നൽകുേآാൾ അെ׸بിൽ ര؇് േപായിന്റുകളിലൂെട ഒരു േരഖ കടؗുേപാകുേآാൾ ആ വരിയുെട 
ചരിവ് അനുപാതമാണ്. എഫ ്സിയുെട വّതّാസം െകാ؇ുت ഓർഡിേനئിന്െറ വّതّാസം, തീئ 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, ഈ േരഖ അ؋ײിന് സമാؓരമാണ് എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, x 
അതായത് ഈ േരഖ അ؋ײിന് സമാؓരമായ എؗതിന് സമാؓരമാണ്, അതിന്െറ ചരിവ് x pq pq 
ന്െറ ചരിവ് തുലّമാണ് ഈ വരി സമാؓരമാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിേല്ׯ ഇത് ആദّെ؋ െസׯന്റ് pq 
ആണ് അു׺ത؇ിേല്ׯ ഈ േരഖ അ؋ײിന് സമാؓരമാെണ׸ിൽ ആ സാഹചരّ؋ിൽ തീ90 ئ y 
ഡിْഗി്ׯ തുലّമാണ്, അെ׸بിൽ തീ90 ئ ഡിْഗി ആെണ׸ിൽ അ؋ײിന് സമാؓരമാെണ്ؗ pq y 
നി׹ൾ്ׯ പറയാം, അതിനാൽ ഇത് യുെട ചരിവ് നിർവചി׺ി؂ിب , യുെട ചരിവ് നിർവചി׺ി؂ിب pq pq 
അതിനാൽ ഈ ര؇് വിവര׹ളും വളെര ْപധാനെؚ؂ രൂപീകരണമാണ് , അതിനാൽ ഇത് ഒരു വരിയുെട 
ചരിവിന്െറ അടിرാന؋ിലുت അടിرാനെുׯ؋റി׺ാണ്, ര؇് വരികൾ 
സമാؓരേരഖകളാെണേؗാ ര؇് വരികൾ ലംബേരഖകളാെണേؗാ എ׹െന പറയാം, അതിനാൽ ഇത് 
ചരിവിന്െറ വളെര ْപധാനെؚ؂ ആശയമാണ്. ഒരു വരി ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ അവസാനിؚിുׯകയും 
അടു؋ െസഷനിൽ ചർ׺ െചുإകയും െചുؗുإ Pru
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