
  గత ఉపߕङ సంࡹ పࠫࡍత ऴࡹށࢩ ఐదవ మ࠾ࡍ ۨవࡍ ఉపߕङ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గࣆޒफߕऒ ࠭, ఇ޴ e 
छ޳ నࣄ࡯ޘ ڕࠬ ߖందޔݡంచబۨࣇ ࡌ ऱܿ࠭࠲ ڴ ఆ࠾ల࡛ సంఖङ  ࠙వనߘ అࠚవృ޴म 
ందవచऐ߰ ڴޒࠫࡍప ߖߖ޳ ࠾ࡍమ ࠭ࣃۯ ऐࡍచ ࠭࠲ ߖ ంۧ࠭ 
.
  ఇߖऔ ప  ܾߖ ऱ࣒   పవ࡛ ࠴ ړతफం ࠬద ఇ޴ అనంత࠳న ऴړށࢩ ఎ࡮ కࣆࡱफంߧ۫ ޾ంచ1 ߘߝ ړߖݞ 1 n n  ah 
ऒߖ޵  మࣃۯ ࡍࣃࡗफ घ࠲స ޴ఇ ,ߘ షߤ 
బܽद ట࡛घڒ ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړߖڒంࡌबࣄ ల࡛࠿ తफం ࠬద ఒక పऱ࣒࠴ ړ పవ࡛ ࡹ   వߘ ߤ పࡍగށంచంݟ e kth n k 
एڕసం కం݄ తڝ వ కం݄ తڕए వ ࠫߕࠑయ޳ࣄ ࡽम ంతం ߘంݟ ߰ందవ۪ऐ  n n 

 k kth n n n ݟంߘ ڕవర ݟంߘ సం పదం 0 1 2ڝ
ړతफం శ࠴ फړ ఇڒ ޴రకం ߯ ڒరకం ړ సࠪనం n k n 

छࡌన తࣄۯ भ޶ర ޜߖ޵ ړ న పవ࡛࠼సࠪనం అ ړ ݟంߘ దࠬ 1 ݟంߘ న࣒࠳ ݟంߘ రకంڒ త మనంk n n k 
 n n n k k n k ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ ߯ 1 ݟంߘ ࡽయࡍदڝ߷ ڕన࣒ 1 వర࠳ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ړࡹ

ओߩఇ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ भ޳۫ మనం ݡ ం ߖబంధనలࡹ ऴపޒ ఒకए छ޳ ߖ޵ ߖߖ޳  బܽद k nڒ 1  ݟంచంڵ࠙ ࡌ
మనం ߰ంޔ޶నऒ  n n 1 k n k ړ ࡽయࡍदڝ߷ ߯ న࣒ 1࠳ న࣒࠳ న࣒ 2 ࠬద࠳ 1 ݟంߘ న࣒ 1 ࠬద࠳ 1 1 ޴
సࠪనం, అనంతం వరࢀࢗ ڕऱనߩओ తफం వङ࠴ ఈ ݡ ڔ फకరణ 1 ڒరక࠳న ࠬద ऴపڴޒ కࣆࡱफంࣄ  ޴बర ڝసంn k k 
1 ࠬద ࠬద మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 ࠬద 0ޔࢂࢗ ړంڒ ޴బܽद మన࡯ڵࠫ ڕ ఉనऒ  బܽद n 2 k n kڒ న࠳రకڒ 1 ޴
పޒࠫࡍ ఒకܽ పऱ࣒ ړతफం ࠬద శ࠴  फ ړ ఇ࠴ ޴దటڴ కࣆࡱफంޙڵࡍ߭  ޴ మ࠾ࡍ అనంޙࢀࢗ ړߖޑ, n n n n 
ల సంఖङ޳ప ߝھߘక ࡹ ࣒ࡎࣄ ࡏࠬ న ߯ kth 1࠳రకڒ  పదం ࠾ࡍమ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݞږ  k 1 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद 0వ పదం 1 ࠬద 0 ڒరకం ప ऱ࣒  1 అޔ࢓ం޴.
రకం పڒ 1   ऱ࣒  1 ࠬద పదం 1 ࠬద ڒరకం ڒబܽद ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद పదం ڒరకం ࠬద kth k n kth k 
ఒకܽڴ కࣆࡱफం޴ 
డవ۪ऐ۫ ߖށࢩన ऴ࠳బܽद అనంతڒ , 
కߘక ఇߕࣆ ޴ऒ ߯ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ పऱ࣒  ఒకܽ అޔ࢓ం޴.
  వߤ పऱ࣒  వߤ ఆߤ వڝ߷ ߤदࡍయڝ߷ ݀  ࡽदࡍయࡽ పऱ࣒  వߤ ఆߤ ऴޓ ߷ङ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ ల࡛ సంఖङ࠿ ߖߖ޵   ऴపశऒ
అంܼࡱ࢑ ߖ޵ ࡏవ ఏࠫܽ ఇ޴ అకరނయ సంఖङ पࡌߪ ݡంࡓ ߖ బܽद మనంڒ  ంڒల ߖషओ  e ࠭ࡶऴ࢐య ڴफޒ
నవ۪ऐھߘమనం క ߖޒࠫࡍప ߖ޳ ߗڒ  ఇࡓ ޴ం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఏݡ ఒక ఎࡓ ޴ࠫߖంݡ ఎ޴ࠫߖ ఒకܽ ఎ޴ࠫߖ 
घࠫޛ ޶ఐ ڷࡱߕ ޴ࠫߖఎ ݡంࡓ ऒߕࣆ ޴ ऒߕࣆ ݡ࠮ ݡంࡓ ޶ఐ ڷࡱߕ  ఈ ߘߝ బܽदڒ ޶ఐ ࡏఆ ݡ࠮ 
बࣃ  నం వరࡏڷ ڕफం۪ڕంܼڒ ߘబܽद అߖऒ  ఆచరހతघ క ऴపࡆజߕల ڝసం ߄ࣃ ࠭࠲రణం޳ࡶ ݡ࠮ ڴ 
बࣃ ంశࢡద ڷࡱߕ फࣃڵࡆఉప ڕల వరߕ ࠭ మ࠾ࡍ ऴపజࡱ࢑ ߖ޳ ࡱవړࡵ ߘए ంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧࡏ 
కంߪङ టࡏऱ ߗڒ కంߪङ టࡏऱ అߖऒ  ఆచరހతघ క ऴపࡆజߕల ڝసం దࢡంశ ࣃब ల సంఖङߕ  పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ 
ఉనऒ ం޶న మనం ړߖ޳ ఉ܉ण छࡌత ࢓޶ంࠉ ంశࢡద  ࠾ࡍమ ࡯࢐ڝࣆޓ ߘߩం࠼ త ࠮డవ ߕ ޳ࡶలठవ 
దࢡంశ ࣃब ओߩంచడం ఇڵࡆఉప ߘలߕ తघހమన ఆచర ݡ క ऴపࡆజనం ڝసం సޔ߱ࡍం޴.
ఈ సంఖङ ڴరణంڒ ల޳ప ݡంࡓ దܽ࠴    2 కం݄ ఎڕए వڴ ఉంݞలߖ కھߘనడం ۧࣆ ࡮లభం ఎం޶కం݄ 
ఇ2 ޴ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ࠴తफం ఇ޴ అనంతం  ࠴తफం ߗڒ ఈ సమघ షࡅ ߤకए  అߖऒ తघߕధ ࡱబంధనߖ  క 
࢐సफవ సంఖङ తघߕధ ړߖ܉ߖ ࡱ క ࣜޔబదम సంఖङ ऒߖڜ ޴ఇ ࡱ  బܽद ఈ ࠙గం ACڒ ల߯ ఒకܽڒరڒ 
एڕబܽद ఇ కం݄ ఎڒ ޶డږఉండ ڴలంږޒऴప ޴లభం ఇࣆ డటం۫ ߖందޜࠓఉండ ڴలంږߘࣃ వڴ 
ఉం࡯ݞ 
సओ ࡮ۧ ݡంࡓ షदంڴ ఉం޴ , అݡ࠮ ޴ కం݄ ఎڕए వ ڒదߖ మనڕ ఎڒ ࣆࡱޘ ࡮బܽद ఈ అనంత࠳న 
పऱ࣒ ݡంࡓ న࠳రకڒ బܽद ఒకܽڒ ࡯ݞ۫ మనం ߖతफం߯ బంధం ఒకܽ అ࠴  ఒకܽ ڒరక࠳న ݡ࠮ పऱ࣒  ఒకܽ 
పऱ࣒ ڷࡱߕ న࠳రకڒ  అ޴ߝ ఒక2 ߯ߖ޳ ప ऱ࣒ ప ړ3 ړ2 ړ1  ऱ࣒ సࠪనం, ప ړ1  ऱ࣒  1 ࠬద 
ओߩసࠪనం, ఇ ړ5 ړ4 ݟంߘ 3 ݟంߘ 2 ऒߖఅ ݡ  ఇతర సంఖङ లޜ2 ߘ భࡎ फ ۯయంڒ ݟబܽद ఇ2 ޴ ఈ పࠪࡍణంࡹ
1 కం݄ తڕए వ 1 ߘంߘ 2 ݟం2 ݟ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ 3 2 కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद 1 ࠬద 3 2 
కం݄ ۨనऒ .޴
 ప ऱ࣒  1 ࠬద 2 ߘం2 ړࡹ 2 ݟ ప ऱ࣒  1 ࠬద 2 ߘంݟ పవ࡛ 4 వరڕ ఇߩओ కएࡅ సగం ࠹ర߷ ޴ఇ ݡ పऱ࣒ ࣒ࡎࣄ   agp 
సࠗ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ ࠆࣔ    పవ࡛ ړ ࡛ࠂ సగం ప ऱ࣒  అవछ ంݟ మ࠾ࡍ మనం ఈ ߖ ࣒ࡎࣄ అనంړߖޑ GP n 
ऱనࢀࢗ ऱܿڴ సంऀపफం ۯయవ۪ऐ , ఇ޴ సړߖڴ ఒకܽړ ఒకܽ ࠳న࣒ సగం వరڕ కࣆࡱफం޴, ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం 
एڕబܽद మనం 2 కం݄ ఎڒ వ ࠙ߖڴऒ .࠭ࢡ۫ 
 2 ߯న ࠫ࡯ڵ ఉం1 ޴ కం݄ తڕए వ ڒబܽद మనం ࣆలభంۮ ڴపओ గలం 2 కం݄ తڕए వ ࡓంݡ పऱ࣒  వߤ e e 
మధङ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ݡ࠮  అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ మ࠾ࡍ అసࡱ࢑ ࡱవ ڜ ߘߝంత 
.2  ߘంۧߧ۫ తంړలం ऴڒ
ओߩఇ న࢑ڷదల࠴ 1828 1828 7 भ޳࡯ࢣࡍప ߖ మనం పవ࡛ ݡ ం ߖڜऒ  ࢐సफవ࠳న ޳ࡶ సంړ ऱషद࠳న ऴపశऒ  e x xڕ
 ߗڒ ޶ࡶ వడంࠓంచߧࡐߖ ߘߝ ޴ߝందޔࠓڒ ޴ఏ ࣒ࡎࣄ
ړశ ߘߝ फړ సࠪన࠳న ఫߖޑ࡯ऒ  ऴࣆ࢐फߕऒ ప 1  ߘ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࠬద ߷ڝदࡍయ2 ࡽ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ࠬద e x x x x 
న 3 ప࠳రకڒ ऱ࣒  ఈ అనంత࠳న ޑ࠴फ ऒߖ  ܿ పవ࡛ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖࣃరऴޔచ ࡏ  ఎ࡮ పࡍగށంచవ۲ऐ  e x e 
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फࣃచన ఇࡹన ఆ࠳ఒక సహజ ڕࠬ  రऴసం eޔచ ߘ
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ޒࠫࡍప ߖߖ޳  ࠭࠲ వలన޶ఇ అం ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖफ సࠪనమ࣋ށڷ  అనంతం 1 e n n 

 ప ऱ࣒  1 ࠬద ࠴తफం శړ फ2 ړ పړޒࠫࡍ సࠪనం పړޒࠫࡍ సࠪనం అనంతం 1 ప ऱ࣒ छ޳ 1   తफం n n n n n࠴ ࡌ
࣋ए छ ړతफం శ࠴ ࡛ फړ పړޒࠫࡍ సࠪనం అనంతం వߤ పऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ  ޴ంޔࢂࢗ ړ  ప  ࡌ ऱ࣒  వࠑ ߤ n n n n 
࣋ए छ ࡛ ݇టړ ࡽ పవ࡛ ڒబܽद పదం ߕࣆऒ  కం݄ తڕए వ ړ సࠪనం కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ n kth k n 
అం݄ ݀  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠑ   छ ङ߷ ړ తफం పవ࡛࠴ ࡛ nck n 1 ࡽయࡍदڝ߷  సࠪనం ړ ࡽయࡍदڝ߷ ࡽయࡍदڝ n n k n 
ప 2 ړ తफం ࠬద పవ࡛࠴ న࣒ ࠬద࠳ ऱ࣒  1 ࠬద ࠴తफం పవ࡛ ړ సࠪనం అం݄ ړ సంబం߅ంۨ k 1 n k n k e 
మనం ڜంతڒలం ऴړతం ࣄۯన అ޻ ऴܽߖ ڡ ఉపڵࡆంచడం ޳छ 1 ڕవర  ޴ంޔ࢓న࣒  అ࠳  ݟంߘ  ޴ఇ ࡌ 1 1 n 
న  ప࠳రకڒ న࣒ 1 ࠬద ࠬద࠳ న࣒࠳ 1 ऱ࣒  సం k n k 2 n k kڝ बరࣄ బܽद మనం ఒకڒ తफం ࠬద పవ࡛࠴ 1 
పڕࣆޓ ߖޒࠫࡍనऒ ओߩ  ޒࠫࡍఈ ప ݡ
పవ࡛ ڒ ړరక࠳న ࡓంݡ ࠬద ఒకܽ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࣋ए छ ࡛ ࢐సफړߖ࢐  స࠲घ షߖ޵ ߤ పదం 2 k k e kth 
రకం 0 పڒ పవ࡛ 0 ࠬద ݟంߘ 0వ పదం 2 ޴ఇ ఇ ޴న ࠬద ఉంܿం࠳రకڒ ړ పవ࡛ ݟంߘ ऱ࣒  పవ࡛ k k ݟంߘ 2 
1 ࠬద ڒరకం 1 ప ऱ࣒  2 పవ࡛ ࠬద పవ࡛ ࠭࠲ ޳ࡶ ఈ ऴߖށࢩ ఒకܽ పऱ࣒  ݀ ࠬద ߷ڝदࡍయࡽ ఒకܽ పऱ࣒  ݀ k k 
࣋ए छ ࡛ ఆڝ߷ ߤदࡍయࡽ ݀ ߰ంڒ ࠭ޑ޶రకం ࠬద పవ࡛ ࡓ ړంݡ ఇߗڒ ޶ڒ ࢓܌ࡏ ޴ ఇ޴ ࣋ए छ  k k e ߖ ࡛
అనంత ऴڴށࢩ ఎ࡮ ऴ࢐యవ۲ऐ .޴फంࣆߧ۫ 
   శړ फړ వߤ పऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࠬద ڒరక࠳న ࡓంږ ݡङ ࠗ ࠬద ڒరక࠳న ࠴ ݡ࠮దలڷన࢑ అనంతంx x x x 
వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद 

ࡎభ ޜ న࣒࠳ ߖ फ ۯయడం ޳छ న࣒  ప࠳ అం݄ 1 ړ న࣒࠳ పవ࡛ ࡌ ऱ࣒  అߖ మనం ࣆలభంڴ x x x e x x 
߰ందవ۪ऐ .
ङږ న࣒࠳ రకం 2ڒ   ࠗ ࠬద ڒరకం 3 ప ऱ࣒  ఈ అనంత࠳న ࠴తफంࡹ ऴపޑङ ࠪऒ య పږߘࣃ ࡱ޳లంڴ x 
మ࠾ࡍ ऴపږޒలంڴ ఉంܼ࠼ , ఇߩओ ړన శࣄ࡯ޘ ڕࠬ ంۨࡍڷ ݡ फࡍߪ ړ फڴ ఊࣔతघ క సంఖङ  ii ix ߘ
ప޳࡯ࢣࡍभ ం ࠳న࣒ 1 కం݄ ࠮లం మ࠾ࡍ సంړ ऱషद సంఖङ లۨࣇ ߘంచߖ޵ ࠭࠲ ړߖݞऒ  ఉపࣃڵࡆफ ࠭ , 
࢐సफړߖ࢐ ࠬ అందࣄ࡯ޘ ڴࠈ ڔࡍన పऱ࣒  ఐߖࠉ ఇ࢑ ޻ధం࢑ ڴసफࡍంచడం ޳छ ప 1 ޴ఇ ࠭ޑ޶ం߰ ࠭࠲ ࡌ ऱ࣒  

 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߯ ప  ࡽయࡍदڝ߷  ऱ࣒ ङږ  ࠗ   ప ऱ࣒ ప  ࡽయࡍदڝ߷ పవ࡛  ࠬద ݟంߘ  ऱ࣒ ix ix 2 ݟంߘ  ix 3 ix 4 4 ix 
పవ࡛ 5 ࠬద ߷ڝदࡍయࡽ పऱ࣒  పవ࡛ ڡࣄझ  ࠬద ߷ڝदࡍయڡࣄ ࡽझ ए࣋ ࣆࡱޘ ڕమన న࢑ࡷద࠴  छ  న࣒ ix i࠳ ࡛
వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद ߖ޵ऒ   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఈకछ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ࡽ న࣒ ࣋ए࠳ బܽदڒ  న࣒࠳   छ ࡛ ఆ1 ߤ ixi 1 x 
ङږ బܽदڒ 2 ࡽయࡍदڝ߷ ࠗ ఈకछ ङږ న࣒࠳ ࡽ ࠗ ఆڝ߷ ߤदࡍయࡽ ऴߘ ޓంݟ పవ࡛ ࡛ࠂ ఈకछ  i ix i ߤవ ܿ ࡽ
ܿ పవ࡛ ࡛ࠂ ఈకछ పऱ࣒ ࡛ࠂ ࡽయࡍदڝ߷ ܿ ࡽ  ܿ పవ࡛ ࢟ࠀ ఆߤ ߷ङ  ix.న࢑ࡷద࠴ ࢟ࠀ ࡽయࡍदڝ
 ఇߩओ ఊࣔతघ ࠾ࡍమ ࡱబంధనߖ ࢐సफవ ݡ క ప޳లۯ ࡏ࢘ ߘయంڒ ݟబܽद మనڕ లࠚం޴ۯ ఒక ࠳న࣒ x 
࣋ए छ పऱ࣒ ݀ ࡽయࡍदڝ߷ ࠑ ࡛  పవ࡛ 6 ࠬద x x ݟంߘ న࣒࠳ ڷࡱߕ ࡽయࡍदڝ߷ దࠬ ڷࡱߕ పవ࡛ ݟంߘ 
పऱ࣒ న࢑ࡷద࠴ 6 ࡽయࡍदڝ߷ ࡓ  ऱܿ ࠳న࣒ ږङ రకం 3 పڒ  ࠗ ऱ࣒  పవ࡛ 5 ࠬద ڒరకం 5 ࠴దలڷన࢑ i x x x 
ఇߩओ ࡍڷ ڴݟ࢑ݟ࢑ ߘల ࣒ࡎࣄ ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ ݡ फࣆफߕऒ  ڵࡍޒ ࠭࠲ ంۨࡍڷ లޔతరగ ݡంࡓ ޳ࡶ ࡌ
చࡍऐ ంۧ࠭ ఇ޴ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ cos x 
మ࠾ࡍ ఇڒ ߤ࣌ ޴బܽद మనం ఏࠫ ۫డగలం  ߘంݟ పవ࡛ ࢐ ߖసफړߖ࢐  ప ऱ࣒  సࡔ x e ix cos x i sin x 
మనం ࠭ంࡿࢗ ڕ޶भ ం, ߘߝ ఒక ఉ޳హరణߘ పࡍషए फࣃࡍ షएࡍప ߘహరణ޳ఒక ఉ ,ߘ फࣃࡍ  ఒకܽ ߯ߖ޳ఒక , ߘ
 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ݡంࡓ రకం߯ڒ ,ݡంࡓ  .ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ ࢐ܽ నࡷద࠴ ݡ࠮ న࠳రకڒ దࠬ ݡ࠮ 
  అޙ࠼ ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఇ ڝసం ऴ࢐యబݟనڒ ޴దߖ మనం ۫డగలం, ఎం޶కం݄ ఇ ڝసం ఇ޴ ఒక߯ߖ޳ 
ఒకܽ ڒరక࠳న ࠴ ݡ࠮దࡷన࢑ అޙ࠼ మనం ఏࠫ ۯయగలߖߖ޳ ࠵ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ ڒరڒంశంڴ మ࠾ࡍ 
ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ ڒరڒంశంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ .
  ݀ పऱ࣒  ऴڒ ޓङ झߖ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝڒ ݡంࡓ సࠪనం అం݄ ఒకܽ ࠬద ޜޓऴ ࡱ ࡽ  వߤ ఆߤ ऴޓ ߷ङ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ  ړ 
సࠪనం ڒబܽद ఇݞږ ޴ సࠪనం అߖ మనం ۫డవ۪ऐ  మనڕ ఉం݄ త޶పࡍ సమసङ  ంۨ e xࡍڷ 
ఒక ڒరకం ప ऱ࣒ రకం పڒ ݡంࡓ దࠬ ݡంࡓ  ऱ࣒  x x ڴలభంࣆ మనం ڕరకం అనంతం వరڒ ݡ࠮ దࠬ ݡ࠮ 
۫డగలం ఇޓ ޴యబݟందߖ ఇ1 ޴ ࠬద 1 ڒరకం ప ऱ࣒  2 ࠬద 2 ڒరకం ప ऱ࣒  3 ࠬద 3 ڒరకం ࡓ ऱܿ సࠪనం x x 
ఇ ڜ ߘߝ  ࡱ࢒ంۮం ࠚనऒ న సమసङ࠳ फࣃۯ  ऒߕࣆ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ ߘ  న࣒ n n࠳ అనంతం ఒకܽ ࠬద ړ
వڒ ߤరకం అం݄ వదभ ࣔరం ߕࣆऒ అర ړ ࡽయࡍदڝ߷ ߤన࣒ వ࠳ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ बం ޶ࡶ  n 
మనం ߖߖ޳ ఈܘ ఈకछ औߖఇ ߤఇ ܿ ࡽ घڴࣄ ޴ఇ ࠾ࡍమ ࡽయࡍदڝ߷ ߤన࣒ వ࠳ ߤఒకܽ ఆ ܾߖ  సࠪనం n ڕ
అߖ మనం ఇߩओ औߖఇ ݟంߘ డగలం, అం݄ 0۫ ڴలభంࣆ ݡ ఇకए ,ࡽయࡍदڝڒ దࠬ 1 ܾߖ డ ࠳న࣒ m m m n 
 n n ޙ࠼సࠪనం అ ړߖޑసࠪనం అనం ړߖ޳ఒక ݟంߘ రకంڒ న࣒ 1࠳ బܽद మనం 1 ࠬదڒ సࠪనం  1 ڕ
అړ ݞږ ޴ సࠪనం అߖ మనం మࡍంత ࠭ంࢀࢗ ڕ޶ऱ , ࠳న࣒ 2 ڒరకం ߯ ڴࣄघ  1 అం݄ ఏࠫ݇ e n n 
కڝߘए ࢐లߖ అڕߘం޳ం.
సమసङ ޻సࠪనం అ ړߖޑఅనం ݟంߘ 0    అޙ࠼, ఇߘ࠭ ޴పܽړ ړߖ܉ߖ ڴ࡮ సࠪనం అం݄ ࡓంړݡ n
అనంతం ఒకܽ ࠬద ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡరకం, ఇ޴ వదभ ఉంܿం޴, ఇࡓ ޴ంړݡ సࠪనం, ఇ޴ వదभ ఉనऒ  n n n 
ऒߕࣆ  n ޴సࠪనం, ఇ ړࡍڷࡱన ࠾ࡍరకం మڒ ఒక  ޴फంࣆఒకܽ ఇ ڕమన ޴సࠪనం ఇ ړݡ࠮ రకంڒ ߯
ఒకܽ ࡓంڒ ݡరڒంڒ ࡱࢡబܽद అړ ݞږ ޴ సࠪనం ڒబܽद ࡅ ࠭࠲కए  ऴށࠪߦక ࢑సफరణ e e 
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సओ ݟంߘ షदంࠚ ڴనऒ న వङ࠳ ڔ फకరణߘ కھߘనవ۪ऐ  , 
అޙ࠼ మనం ߖڜऒ యవ۪ऐۯ ࡏࠪࡏޑ తށజగࠊ  .
రऐࠪ ڴ ߖߖ޳  ంߖ޳ ޳ࡶ ݟ ఫంࣾߖڜ ࡹ ߤऒ ంܽߖ ࠪరऐ ంݟ e 
ఉ޳హరణڴࣄ ڕघ  ࣋ए छ ࡛ ఆߤ ߷ङ औߖఇ ړఅం݄ 0 ࡽయࡍदڝ  i ii ڴలభంࣆ ࡏࠬ ޴సࠪనం ఇ ړܾߖ
۫డగڼ࡯టܿవంܽ ߕࣆ ߘߝऒ ऒߕࣆ ޴సࠪనం ఇ ړ  ఇߕࣆ ޴ऒ  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఇߖऔ  ړఒకܽ ړܾߖ
సࠪనం ࣋ए छ ࡛ ఆߤ ఐ ߷ڝदࡍయڒ ࡽబܽद పదం ࣋ए छ ࡛ ఆߤ ߷ङ  దi kth k k kࠬ ޴అం݄ ఏࠫܽ, ఇ ࡽయࡍदڝ

న࣒ 1 ప࠳ రకం అం݄ڒ న࣒ 1࠳ ऱ࣒  1 ࠬద ࠳న࣒ 1 ڒరకం ఇ޴ సࠪనం ࠳ ߯  ࠳న࣒ 1 k k k k nus 1 k 
రకం పऱ࣒ڒ  1 ࠬద ࠳న࣒ 1 ڒరకం అం݄ 1 ࠬద ࠳న࣒ 2 ڒరకం ప ऱ࣒  1 ࠬద ࠳న࣒ 1 ڒరకం, ఇߩओ  k k k ݡ
మనం ڝసం కߧ࡯నߩओ  మనం 1 k e ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అనంతం అ  ࠭ࢡ۫ ߖసࠪనం అ ړ 2 ޴ఇ ݡ
ओߩనࣄۯ సంకలనం ڕఅనంతం వర ݟంߘ తफం  ప࠴ తफం࠴ బܽदڒ ޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ݡ ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ e e c 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం వర पం߯ ڒరకం߯ స࠲घ ళనం ۫డవ۪ऐ  సࠪనం ఇ e i i ࡱంతݟంࡓ 
న సమసङ࠳ంచం కషदతరڜ घڴࣄ ߯ న࠳రకڒ   ङږ   n n n n ޴ߝఅ ݟంߘ నడం ఒకܽھߘక ߘవࡱ࢑ ࠗ
ऒߕࣆ మనం సమघ ߖߖ޵ బܽदڒ సࠪనం ړߖޑఅనం ړ షߤ ఒకܽړ అనంతం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ घڴࣄ   n n n ړ 
సࠪన࠳న ࠳న࣒ 1 ڒరకం, ఇߘ 1 ޴ంݟ అనంతం ࠳న࣒ 1 ࠴తफం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ n n n 
ప  ݡంࡓ న࣒࠳ ऱ࣒  వڒ ߤబܽद మనం ߖߖ޳ భࡎ फ ڒ ࡯࠻ۯబܽद అ޴ పऱ࣒ n n n ޜ న࣒ ఒకܽ࠳ ݀ 
ङ߷ ߤన࣒ వ࠳  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ క द࡛  ఈܘ ఈܘ ఈకछ ఈకछ ܘఈ ܿ ࡽ  న࣒ ఒక n n࠳ ڕఅనంతం వర  ߤవ ࡽ
ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴  బܽद n nڒ ޴फంࣆۯ भ޶న࣒ ఒకܽ ర࠳ బܽद ఒకܽڒ ݟంచంڵ࠙ ޜ ࡽయࡍदڝ߷ ߤన࣒ వ࠳ 
ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࠬద ࠳న࣒ 2 ߷ڝदࡍయࡽ పऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ సమघ షߤ ࠬద ࠳న࣒ 1 ڒరకం ࠳న࣒ సమघ ష1 ߤn n n 
ࠬద ࠳న࣒ 1 ڒరకం ఉం޴  ఇకए డ 1ړ ఇߖऔ ङߩߖࠪ ࠭࠲ ऱࢁసࠪనం మ ړܾߖ फࣃۯ ߤషࡶ  n n ޴బܽद ఇڒ ࠭
घڴࣄ  ࠬద ࠳న࣒ 2 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ߷ న࣒ 2࠳ ړࡹ 1  घڴࣄ ړࡹ 2  న࣒ 1 ప࠳  ऱ࣒  1 ఆ࠳ ߤన࣒ 1 nn n n n 
߷ङ घڴࣄ న࣒࠳ ࡽయࡍदڝ  1 ఆڝ߷ ߤदࡍయ࠳ ࡽన࣒ 
ఈ 1  ڴࣄघ  1 ࠬద ࠳న࣒ 3 ߷ڝदࡍయࡽ పऱ࣒ घڴࣄ   1 ఆ࠳ ߤన࣒ ݀ ߷ڝदࡍయࡽ పऱ࣒ घڴࣄ ऱࡏࣃ ݡంࡓ   n n n 
న࣒ ݀ ߷ङ࠳ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ ࡓ 2  ऱܿ ڴࣄघ  1 ࠬద ࠳న࣒ 1 1 ߷ङ క द࡛  n n n 
ओߩఎ ࡽయࡍदڝ߷ ߤన࣒ వ࠳ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ घڴࣄ , ࠭ࣃ۫ మనం ݩ  1 అ߯࠳ ߤన࣒ 1 ߷ڝदࡍయࡽ అ޴ n e 
घڴࣄ  1 ࠬద ࠳న࣒ 2ࣆޓ ࡍ޳ ړफం޴, ఇݞږ ޴ ఇړ n 
घڴࣄ బܽदڒ ޴फంࣆޓ ࡍ޳  1 ࠬద ࠳న࣒ 3 ڒరక࠳న ڴࣄघ నవ۪ऐھߘక ߘ .n 
  1 ࠬద ࠳న࣒ 3 ڒరకం ఒక ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠭࠲  ప ऱ࣒  ఇߖ కھߘంܼ࠭, ఇ޴ మనڕ ఇࣆफం޴, ఇ޴ n e e 2e 
మన࠳ ڕన࣒ ఇ ఇࣆफంڒ ޴బܽद మన޴ࡶڵࠫ ڕ ఇ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ݀ ఇ ప ऱ࣒  ݀ ఇ ࠳న࣒  ప ऱ࣒  ఇ ప ऱ࣒  2 ఇ 2e e ee 
 ప ऱ࣒   2 ఇ ࠳న࣒ ఇ ڒబܽद ఇ޴ ఐړ޶ సࠪనం ڒబܽद ڒరకం߯ సమघ షڴࣄ ߤघ ङږ  ࠗ ఐړ޶ సࠪనం e n n e 
మࡗ సమసङ  ఒకܽ ࠬద ఒకܽ ڒరకం ప ऱ࣒  ఒకܽ పऱ࣒ ంశం పڒరڒ ݡంࡓ ݀  ऱ࣒  ఒకܽ పऱ࣒  ݀ పऱ࣒  ऴߖޓ 
పࡍగށంచంڝ߷ ݡ࠮ ݟदࡍయࡽ ߯  ఈ ऴࡱ࢑ ށࢩవ ఎంత అ޴ߝ మనం ۫డవ۪ऐ  , పదం ڴࣄघ kth i 1 ݟంߘ  

ప  ݟంߘ ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ ࡽయࡍदڝ߷ ݟంߘ ऱ࣒ छ޳   छ޳ ݡంࡓ ࡌ k k k k 1 ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ k 
ࡓ ద సగంࠬ ޴ఇ ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ޜ ࡽయࡍदڝ߷ ऱܿ ړ సࠪనం ߷ڝदࡍయࡽ పऱ࣒   ప ऱ࣒  వߤ ఆڙ ߤ k k k 
߷ङ ࡓ అం݄ సగం ࡽయࡍदڝ ऱܿ  ࠬద ࠳న࣒  ߷ङ క द࡛  ప ऱ࣒   ࠬద ࠳న࣒  ߷ङ క द࡛  ప ऱ࣒  వߤ ఆڙ ߤ ߷ङ క द࡛ 1 ړ  k 1 1 k 1
సࠪనం ڒబܽद మనం ࠴తफం ڕࣆޓం݄ ࠳న࣒ 1 అߧۮ ߖओ నߩओ घڴࣄ ࠆࣔ ݡ  1 అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .k 
పऱ࣒ ࡽయࡍदڝ߷   घڴࣄ   1 ࠬద ࠳న࣒ 1 మ࠾ࡍ ఇ޴ k f  Actorial plus sigma 1 on k factorial 

ఇపओ ࠭࠲ ߖफందࣆࡱక ړ e ࣒ࡎࣄ తफం࠴ బܽदڒ ޴फంࣆࡱక ړ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱక ړ ޴ఇ ,࠭ࢡ۫ ښܽ e e
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡱక ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ ݡ࠮ నऒࠚ ంۮంڜ మనం ݡ న సమసङ࠳ भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ం .

కएࡅ ఒకܽ పऱ࣒ ࡹ ࡛ࠂ పవ࡛ ݟంߘ ణకంڷ   ݀  ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ  x x x e x   ڕన࣒ వర࠳ పవ࡛ ݟంߘ ߖ ࡛
కڝߘए ంڒ ,ݟబܽद మనం ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڜ ڴన࠭࠲ ,࠭ޑڷࣃ ఒక ࡅకए  ऴ࢑ ށࢩసफరణߘ పవ࡛ ࠳న࣒ ړ e x
छ޳ ߖ޳ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ ఒకܽ పऱ࣒ ޴బࣗప ڶऴݟ ండవࡓ ࡯ంۧށڷ మనం ࡌ ప  ݡంࡓ  ऱ࣒  ऴޓ x x 
࣋ए छ న࣒  ప࠳ న࣒ ఒక࠳ పవ࡛ ݟంߘ ߖ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ߯ ङږ న࣒࠳ ݡంࡓ ࡽయࡍदڝ߷  ࠗ ߯  e x x x x 
ప ޓऴ ࡽయࡍदڝ߷ ऱ࣒  పవ࡛ ࡛ࠂ ఆߤ ߷ङ ओߩఇ న࢑ࡷద࠴ ࡛ࠂ ࡽయࡍदڝ ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘమనం క ݡ फࣃ ࠭ x 

ऒߖఎ ڕవర ڷࡱߕ ݟంߘ  రށڷ ڴࡱڒంచవ۪ऐ ړశ ڷࡱߕ फ࣋ށڷ ޜ బܽद ఒకܽڒ  फߖ ړ ఇࣆफం޴ x x x 
మ࠾ࡍ సంబం߅త ڷణకం ڒరకం న߯ࡍڷࡱ ఒకܽ ఈ ށڷంచబޔݡంږ  ޴ङ छ޳ ࠗ  x x x ړ ࡛ࠂ పవ࡛ ࡌ
 న࠳రకڒ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ దࠬ ݡ࠮ న࠳రకڒ ݡంࡓ ణకంڷ త߅వలऱ సంబం޶అం ࠾ࡍమ ޴ంޔڷࡏ߭
ए࣋ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡ࠮ छ ए࣋ ړ ࡛ छ ए࣋ ړ ࡛ छ  x x x ޴फంࣆఇ ݡ࠮ ంܽ߯ݟంࡓ ࡽయࡍदڝ߷ ړ ࡛
ఇ޴  ఒక߯ߖ޳ ఇర࢙ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࡓంݡ ࠬద ఆࡏ పऱ࣒  1 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ޴ఇ ࡔస ݡంࡓ దࠬ ݡ࠮ 
న࣒ 8 ప࠳ ऱ࣒  36 అం݄ 29 ߯ 24ړ సࠪనం.

సహజ ۃ࡮ అ࠼న ۲ట ڜంۮం ࠚనऒ న సమసङ࠳ फࣃۯ ߘ  సࠪనం  ln ln e ړߖݞయۯ ۃ࡮ ړ ࣒ࠐ ޴ߝఅ ߘ
ఉనऒ ࡹపంࡐ బܽद ఈڒ  అనంత࠳న ऴࡅ ށࢩకए  e ݟంߘ ޴డగల࠭, ఇ۫ ڴ࢓ࡱࣆ వ ఏࠫ݇ మనంࡱ࢑ 
పవ࡛ 5 ࢑ ړݟڕసफరణ నڴ࡮ ߕ࠮ ఉంܿం޴ .ln 3 e 
  శړ फ ڒబܽद ఇ޴ శړ फ ఐړݡ࠮ ޶ x ln 
సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ పవ࡛ ߘ ݡ࠮ ۃ࡮ంݟ పవ࡛ ఐ޶ శړ फ ఐݡ࠮ ړ޶ సࠪనం e 
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 బܽदڒ పవ࡛ 5 3 ޴फంࣆۯజత ߖށࢩన ऴ࠳బܽद ఈ అనంతڒ
ఈ అంశం߯ ۨవࡍ సమసङ भ޳ۯ ߘߝ ߘ ం, ߘంݟ పవ࡛ ࢑ ړ ࣒ڒసफరణߘ కھߘనంݟ  అܿవంܽ సమసङ ల e x x
ऱࡿࢗ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ࠑ సం పవ࡛ڝ పऱ࣒ ࡗ܋ ࣄ ߖށࢩత ऴ߅సంబం , ࡯ ప  ߤవ ࣄ  ऱ࣒ ए࣋ ݀ ࣄ  छ ࡛ x cos x x x 
 ప ऱ࣒ ङږ ޓऴ ࣄ  ࠗ ఇ޴ పࠫࡍత బࣗపࡹ޴ మ࠾ࡍ మనం వङ ړ फߖ కڝ  ࡯ߕھߘఎ߹ࢳయం݋झ  x ࣄ ߤవ ࣄ ࡗ܋ ࣄ 
݀ అߵ ఇߖऔ కएࡅ ޴ఈ బࣗప ࠹݅ ߖ పవ࡛ ݟంߘ బܽद మనంڒ ܾߖ  ఉతओ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴफޒ  e x cos x 
పऱ࣒ ࡗ܋ ݟంߘ ޴ߝఅ ޴పవ࡛ ఉంܿం ڕబܽद మనڒ సࠪనం  ఒక  ప ړ  ऱ࣒  e x cos x c c x c x ݡంࡓ 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴږ ޓङ ࠗ ఇߩओ పవ࡛ సࠪనం ఒక పऱ࣒ ݡ   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ࠬద ڒరకం ݀ పऱ࣒  c x e x x x x x 
ङږ రకం ݀ పऱ࣒ڒ ޴ߝఅ ࠾ࡍద మࠬ ݡ࠮ న࠳రకڒ ࠗ  ߯ ఒక ࠳న࣒ ࣋ए छ  cos x x xݟంߘ సࠪనం ړ ࡛
పవ࡛ ڷࡱߕ ࠬద ڒరకం ށڷ ڷࡱߕంۧࡗ܋ ࣄ ࡯ పऱ࣒ ప  ߤవ ࣄ  ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ ࣄ  छ ङږ ޓऴ ࣄ ࡛ छ޳ ࠗ  x x x ࡌ
ల ఉతओ޴బࣗప ݡంࡓ కएࡅ ݟంߘ फޒ  వङ ړ फగత శڕफల ڷణڒలߘ కߖھߘ , ఆ߯ ࢑ ړసफరణࡹ సంబం߅త x e
యవ۪ऐۯ సమం ޜణకంڷ  
పవ࡛ మనం ࣄ ࡗ܋ ࣄ వ࠴ ݀ ࣄ ߤదࡷన ࡱ࢑ ࢐ܽవలߘ ߰ందగల࠭ ڒబܽद x 
అ޴ పవ࡛ ړࡗ܋ అ࠼నߩओ ऒߖڜ దܽ࠴ ݡ  పవ࡛ ऴపతङ యం ڝసం నߘऒ भ޳ۯ  ం ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  x c ړ1 
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇߩओ ړశ ߖ మనం ݡ फ1 ړ పࡍగ޳ށभ ం 1 ఈ ࢙ߩన ڷ ߖ޳ణకం ఈ ࢙ߩ ఒకܽ x
, శړ फࡅ ړకए ए࣋ ߩ࢙ ఈ ޴फంࣆۨࣇ ߖफ ఒకܽ సࠪనం అ࣋ށڷ ణకం ఒకܽ ఒకܽڷ  छ ࡛ ࣋ए छ ࡛ x c c x x 
కएࡅ ऒߕఉ ݡంࡓ ఒకܽ ࠬద ߩ࢙ ఈ ڕణకం ఏࠫܽ, మనڷ  మనం ࣋ए , ࠼ छ ࡓ ݡంࡓ ࣄ ߖ ࡛ ऱܿ ఒకܽ ࠳న࣒x 
ऒߕࣆ ࣄ ందవ۪ऐ߰ ڴݡంࡓ ޜ  అం݄ అߕࣆ ࣄ ޴ऒ  c ݡంࡓ ޴फంࣆۨࣇ ߖన࣒ సగం సగం సࠪనం అ࠳ 
 సࠪనం  efore c two is equal to one ޜߖ޳ న࣒ సగం సగం࠳
ఈ ࢙ߩన ڝసం నߘऒ  ఇంڜక అڷݡ ࢘యߖవछ ంݟ, మనڕ ఈ ࢙ߩన ڒరక࠳న ݡ࠮ ࠬద ఒకܽ x cube 
ఉంܿం޴, మన࠳ ݡ࠮ ڕన࣒ ఒకܽ ࡓంݡ అం݄ ఒకܽ ڡࣄझ  అం݄ ࠳ ݡ࠮న࣒ సగం ڒబܽद c c c c  
సగం ప ޴ߝఅ ݡ࠮ ऱ࣒  వڡࣄ ࠑ ߤझ  అం݄ ࡓంࠑ ݡ ऴړޓ సࠪనం అࡏࠬ ߖ ߰ంߕޔ޶ऒ  e ݟంߘ ࡱڒణڷ ࡏ
పవ࡛ ߯ ߕࣆ ࣒ڒऒ  ఒక ړ ࣄ సࠪనం ఒకܽ ࡓ ࣄంݡ సࠪనం ఒక ࢐ ݡ࠮ ࣄసफ࡛ࠂ ࣄ ࡏࠬ ړߖ࢐ ఈܘ x xrc 
ܿ ऴޓ ఈܘ ఈకछ ఈకछ ࢟ࠀ ࣄ ࠆࣔ ܿ ࡽ ओߩనࣄ࡯ޘ క ఒకܽߘక న࢑ࡷద࠴ ߤ݃ ࠑ ޓऴ ܿ ࡽ  ల ࣒ࡎࣄ ݡంࡓ ݡ
లऐ߱ ߘల ݋యంࢳ߹ఎڝ డం ޳छ  ࡌ
మనం ఇతర ऴރࢩల ڷణڒలߘ ߰ందవ۪ऐ .
ङ޳࢑ ࡔస ࢓య࡯ޘ ࡱ ݋యంࢳ߹ఎڝ సంڝ ߖ޵  झڡఎ ߘߝ ,ࡱबࡏ  ߱ ߯ ࣒ࡎࣄ ࡽलయߖߜ ङߕఉప ߕ   ߘలࣃ
ల సమసङڒ࢑࢑ధ ర ߘߝ ,ߘంۧڵ࠭ ల߯ ऴశదम ߕڕࣆޓऒ నߖ ఆࣆࢢफߕऒ  ࡹ࢑సफరణ ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍమ ߘ
సమసङ లߘ పࡍషए  ޴फంࣆۯ సࣔయం ڕࠬ ޴ఇ ࡹంచడంࡍ
ధనङ  ڕࠬ ࡱ޳࢐
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