
 മുൻ ױാസിെല ഫിനി്ئ സീരീസിലുت നാലാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം 
െചുؗുإ     ഫാക് േടാറിയൽ  േപാെല, പദം ൈമനസ് െമാ؋؋ിലുت പവർ ന് 2 kth x k 
ഫാക് േടാറിയൽ ന് മുകളിലാണ്, അതിനാൽ െല ബഹുപദമായ ഈ അനؓ േْശണി, എؗ k x- a 
ബിؕുവിൽ ഫംഗ് ഷൻ അനؓമായി വّതിരിװമാകുേآാൾ െല ഫംഗ് ഷൻ മൂലّ؋ിന്െറ x-
ഏകേദശമാണ്.  അനؓമായ േْശണി്ׯ പകരം കുറ്׺ പവർ വെര എടുുׯക, അേؚാൾ നമു്ׯ nth 

ന്െറ ഒരു േപാളിേനാമിയൽ ഏകേദശം ലഭിുׯം , എؗാൽ ഒരു പിശക് പദമു؇ാകും , കൂടാെത fx- k 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ആ പിശക് പദം 0- േല്ׯ േപാകുؗു, അത് ഉയർؗത് ബഹുപദ؋ിന്െറ 
ഡിْഗി അടു്؋ വരും കഴിױ ؁ാشിെല ന്െറ ഏകേദശ കണׯായിരിുׯം,  fx sin x cos x tan x 
ഈ ْതിേകാണമിതി ഫംഗ്ഷനുകൾׯായുت െടയ് ലർ സീരീസ് വിപുലീകരണവും ഞ׹ൾ ക؇ു. 
ഇؗെױ ؋ാസിെല െടയ ്ലർ സീരീസ് പരിമിതമായ പല പദ׹ളിേലുׯം വികസിؚിു׺െകാ؇് നമു്ׯ 
ടാൻ വിപരീത ആയ ഒരു വിപരീത ْതിേകാണമിതി ഫംഗ് ഷനിൽ നി്ؗ ആരംഭിׯാം, അതിനാൽ ടാൻ x 
വിപരീത  മുതൽ വെരയുت െടയ് ലർ േْശണിയുെട ഏകേദശ കണ്ׯ കെ؇؋ാം.  അതിനؚുറം x x 
എؗാൽ ഈ ْപٍ٠ം എ׹െന പരിഹരിׯാെമؗ ആശയം ഇത് ഞ׹ൾ്ׯ നൽകും, അതിനാൽ ടാൻ fx 
വിപരീത ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, പൂജّ؋ിന് x 
തുലّമാെണ׸ിൽ, പൂജّെുׯ؋റിتു׺ സീരീസ് വിപുലീകരിുׯകയാെണ്ؗ വّװമാണ്. ൈْപം f x 
എؗത് ഒؗിന് േമെല ഒؗിന് തുലّമാണ് ചതുരം എؗത് 1 ؛സ് സ്കٔയർ മുതൽ പവർ ൈമനസ് 1 ന് x x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിെല ൈْപം ഒؗിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് f 
കണׯാׯാം, ഇത് എ്ؗ എഴുതാം, അത് ആണ് ഒരു ؛സ് ചതുരം മുതൽ പവർ ൈമനസ് f two x ddx x 
ഒ്ؗ വെര ൈമനസ് 1 ؛സ് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് 2 േല്2 ׯ എؗത് ൈമനസ് ര؇് x x x 
ഒؗിേല്ׯ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പവർ ൈമനസ് ര؇് ആെണ׸ിൽ ഇര؂ ൈْപം x x 
തുലّമാണ് പൂജّ؋ിെല പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് ന്െറ മൂؗാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ്t  o f 
ര؇് ന്െറ ന്െറ ന് 1 ؛സ് ചതുരം മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് 2 ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് 2 x ddx ddx x 
േല്؛ 1 ׯസ് ചതുരം െമാ؋؋ിൽ ൈമനസ് 2 ؛സ് ൈമനസ്  2 േല്ׯ ൈമനസ് 2 േല്؛ 1 ׯസ് x x x 
ചതുരം മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് 3 േല്2 ׯ എؗത് ൈമനസ് 2 േല്ׯ ഒരു ؛സ് സ്കٔയർ മുഴുവനും x x 
പവർ ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ര؇് തുലّമാണ് ؛സ് നാല് ര؇് x x 
തുലّമാണ് എ؂് ചതുരം ഒؗാׯി ചതുരം മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് ْതീ്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽx x 
പൂജّ؋ിെല മൂؗാമെ؋ െഡറിേവئീവ് തുലّമാണ് , ന്െറ മൂലّം പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ x 
ഇവിെട ഇ؂ാൽ ഈ പദം പൂജّമായി മാറുؗു.  0 ന് തുലّം നമു്ׯ ൈമനസ് 2 ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ x 

െല നാലാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് ര؇ിന്െറ ന്െറ ൽ നി്ؗ വൺ ؛സ് സ്കٔയർ x- ddx- ddx- x 
െമാ؋؋ിൽ നി്ؗ പവർ ൈമനസ് ര؇് ؛സ് എ؂് സ്കٔയറിേല്ׯ ഒരു ؛സ് സ്കٔയർ x x 
െമാ؋؋ിൽ നി്ؗ പവർ ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗത് നാലിന് തുലّമാണ്. ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിേല്ׯ x 
പൂർ؉മായി ഓവർ ൈമനസ് 3 െന 2 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, അതായത് ര؇ാം േടമിൽ നി്ؗ ആദّ p  x 
േടമിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് യഥാർ،؋ിൽ ഇത് ര؇് പദ׹ളുെട ഒരു ഉൽؚؗമാണ്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ പതിനാറ് എؗത് ഒരു ؛സ് ചതുര؋ിേല്ׯ െമാ؋؋ിൽ ൈമനസ് 3 ؛സ് 8 സ്കٔയർ 1 x x x 
ആയി ലഭിുׯം.  ؛സ് ചതുരം മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് 4 ആׯി ര؇് അതായത് എ؂് x x , x 
ഒؗിേല്ׯ ചതുരം െമാ؋؋ിൽ പവർ ൈമനസ് മൂ്ؗ ؛സ് പതിനാറ് ؛സ് ചതുരം മുഴുവനും x x 1 x 
പവർ ൈമനസ് 3 ؛സ് 8 കّൂബ് 1 ആയി  ؛സ് ചതുരം മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് 4 േല്ׯ ഇത് x x 
തുലّമാണ് 24 േല്؛ 1 ׯസ് സ്കٔയർ ഫുൾ മുതൽ പവർ ൈമനസ് 3 ؛സ് 8 കّൂബ് ഒ്ؗ ؛സ് x x x x 
ചതുരം മുഴുവനായി പവർ ൈമനസ് േഫാർ അതിനാൽ ന് 0 തുലّമാണ് ന്െറ മൂലّം 0 ന് തുലّമാണ്, f 4 x 
ഇവിെട ഇത് 0 ആണ്, ഇത് 0 ആണ്, അതിനാൽ ഡിْഗി അ؀ിന്െറ േപാളിേനാമിയലിന്െറ ഏകേദശ 
കണ്ׯ ലഭിؗുׯതിന് മുഴുവൻ പദവും 0 ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ  നأൾ അതിെന ഒരിׯൽ കൂടി 
േവർതിരിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ അ؀് തുലّമാണ്.  ഇരുപ؋ിനാല് ന്െറ േല്ׯ ഒ്ؗ ؛സ് f x x ddx 

ആയി പവർ ൈമനസ് ْതീ ؛സ് എ؂്   കّൂബിേല്ׯ െമാ؋؋ിൽ കٔയർ െചുإക  പവർ ൈമനസ് 4 xs x 
ആׯി 2 ലസ് മ്ئ നിബؖനകൾ, അ  ◌് കّൂബ് ആയതിനാൽ അ   ◌ിന്െറ െഡറിേവئീവിനും ഒരു x x x 
ഉെ؇ؗും അ   ◌് 1 ؛സ് സ്കٔയർ ആ   തിനാൽ അതിന്െറ െഡറിേവئീവിനും ഒരു x x 
ഉ؇ായിരിുׯെമؗും അതിനാൽ ഉ   ؚؗ؋ിന്െറ െഡറിേവئീവ് എേؚാഴും ഉ   ◌്ടായിരിുׯം  ര؇് 
പദ׹ളിലും ഒരു അട׹ിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ 0 ഇടുؗതിലൂെട ഇത് തീർ׺യായും നമു്0 ׯ x 
നൽകും. അതിനാൽ ഇത് സൃذിׯാൻ കഴിയുؗ ഒേരെയാരു പൂജّമبാ؋ പദം ഇരുപ؋ിനാലിന് 
തുലّമാണ്, ഒؗിൽ സ്കٔയർ മുതൽ പവർ ൈമനസ് മൂ്ؗ വെര ഇത് നമു്ׯ നൽകും  അതിനാൽ പൂജّംx 
0-െല അ؀് എؗത് 24-ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഞ׹ൾ അതിെന 5-ാം ഡിْഗി േപാളിേനാമിയലിേല്ׯ f 
വികസിؚിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ പറ؁ു, അതിനാൽ നأൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ ആയിരുؗു 0 f 0 f 
ൈْപം 0 എؗത് 1 2-ൽ 0 0 ആയിരുؗു എ്ؗ കാണാം. പൂജّ؋ിെല ൈമനസ് ര؇് എഫ് ബലം f f 3 
പൂജّവും എഫ് അ؀് ആയിരുؗു പൂജّ؋ിൽ ഇരുപ؋ിനാലായിരുؗു, അതിനാൽ ടാൻ വിപരീത x 
ന്െറ അ؀ാം ഡിْഗി േപാളിേനാമിയൽ ഏകേദശം ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ മനشിലാׯാൻ 
കഴിയും, അത് ഫാക് േടാറിയൽ ْതീയിൽ ൈമനസ് കّൂബ് ؛സ് ഇരുപ؋ിനാല് മുതൽ x 2 x x 
ഫാക് േടാറിയൽ അ؀് മുതൽ പവർ അ؀് വെര ആകും, ഇത് ലളിതമാുׯേآാൾ ആയി മാറുؗു x 
ൈമനസ് കّൂബ് 3 ؛സ് ൈബ 5 ആയതിനാൽ നأൾ 5 ഡിْഗി േപാളിേനാമിയലിേല്ׯ x x 5 
േപാകുേآാൾ  ടാൻ വിപരീത ന്െറ ഏകേദശ കണׯാണിത്.  ഒؗിന് േമെല ഒؗിൽ ഒؗായ ؛സ് x x 
ചതുര؋ിേല്ׯ, ഒؗിന് േമെല ഒؗിന്െറ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ വികാസം , അത് ഒؗു ؛സ് ചതുരം x x 
െമാ؋؋ിൽ പവർ ൈമനസ് 1 േല്ׯ വിപുലീകരിുؗുׯ , ഇത് 1 ൈമനസ് സ്കٔയർ ؛സ് േല്ׯ x x 
പവർ 4 ൈമനസ് ആകും.  പവർ 6 ഇതുേപാെല 1 ؛സ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് വ؉ിേലتുׯ x x 
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വികാസ؋ിൽ നി്ؗ നമുׯറിയാം , അത് ഒരു ൈമനസ് ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് കّൂബിന് x x x x 
പകരമായി ചതുര؋ിന് പകരമായി ഈ സീരീസ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ സംേയാജിؚിׯാം  േബാ x x 
അതിനാൽ 1-ന് 1 ؛സ് ചതുരം എؗത് ഈ പദെ؋ േടം ْപകാരം സംേയാജിؚിؗുׯതിലൂെട നമു്ׯx dx 

ന്െറ ഏകീകരണം ലഭിുؗുׯ   വിപരീതം ഉം വലത് വശവും നമു്ׯ ൈമനസ് കّൂബ് 3 ؛സ് dx x x x x 
5 െകാ؇് 5 ؛സ് നൽകുؗു, ഇവിെട എؗത് رിരാ׸ം എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , എؗത് 0c c x c 
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ടാൻ വിപരീത ന്െറ ആവശّമുت വികാസം ൈമനസ് കّൂബ് മൂ്ؗ ؛സ് x x x 

ആണ് പവർ അ؀് മുതൽ അ؀് വെര, ഒരിׯൽ നأൾ ടാൻ വിപരീതം ഉപേയാഗി്׺ x x 
െചᅃٝുകഴി؁ാൽ,  മ്ئ ْതിേകാണമിതി ْപവർ؋ന׹ളുമായി ബؖെؚ؂് സമാനമായ കാരّ׹ൾ 
െചإാൻ ഇത് നെأ േْപരിؚിുؗുׯ , ഉദാഹരണ؋ിന് ൈസൻ വിപരീതം എؓാണ് സംഭവിׯാൻ x 
േപാകുؗെത്ؗ പരിഗണിുׯക െടയ് ലർ സീരീസ് വിപുലീകരണം , പാപ؋ിന്െറ വിപരീതം ddx x 
എؗത് 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിന് മുകളിൽ 1 ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ഇത് 1 ൈമനസ് ചതുര؋ിന് x x 
തുലّമാണ്, ഇത് പവർ ൈമനസ് ഹാഫിേല്ׯ തുലّമാണ് , കൂടാെത ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനായും x 
പവിേലتുׯ വികാസം നമുׯറിയാം.  ൈമനസ് പകുതി , അവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ൈസൻ വിപരീത er x 
ന്െറ സമയ േْശണി വിപുലീകരണം ലഭിׯണം , ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ മുേؗാ؂് േപാകാം, ആദّം 
നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് ചതുരം മുഴുവനായി പവർ ൈമനസ് പകുതിയിേല്ׯ വികസിؚിׯാം , ഇത് 1 ؛സ്x 
ൈമനസ് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്. ൈമനസ് ചതുരവും ൈമനസ് പകുതിയും ൈമനസ് ഹാഫ് ൈമനസ് 1 x 
ന് ഫാക് േടാറിയൽ  േല്ׯ ൈമനസ് സ്കٔയർ േഹാൾ സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ഹാഫ് ൈമനസ് ഹാഫ് 2 x 
ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 2 ന് 3 ൈമനസ് സ്കٔയർ ഫുൾ കّൂബ് ഇത് 1 ؛സ് ചതുര؋ിന് x x 
തുലّമാണ്   ؛സ്  ആׯി  ന് േല്ׯ പവർ  ؛സ്  േല്ׯ  േല്ׯ  ഫാക് േടാറിയൽ േല്2 ׯ 1 3 8 x 4 1 3 5 8 3 x 
പവർ 6 മുതലായവ ഇത് 1 ؛സ് സ്കٔയർ ൈബ 2 ؛സ് 3 ന് തുലّമാണ്  8 പവർ 4 ؛സ് 15 മുതൽ 48 x x x 
വെര പവർ 6 േല്ׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ര؇് വശ׹ളും സംേയാജിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒരു 
ൈമനസ് ചതുരം ന് മുകളിൽ റൂ؂ിന്െറ സംേയാജനം പദ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ x dx- 
സംേയാജിؚി്׺ നമു്ׯ ചതുരം ര؇് ലും മൂ്ؗ മുതൽ എ؂് വെര ലഭിുׯം.  പവർ േഫാർ ؛സ് x dx x dx fi
 പതിന؀ിന് നാ؋١يിെയ؂് മുതൽ പവർ ആറ് ഡിഎ٧്ع മുതലായവയും കൂടാെത رിരമായ x c 
അെ׸بിൽ ൈസൻ വിപരീതം തുലّമാണ് ؛സ് കّൂബിന് ഫാക് േടാറിയൽ  ؛സ് േല്ׯ പവർ x x x 3 3 x 
5 ന് 40 ؛സ് പതിന؀ിന് നാ؋١يി എ؂് ഏഴ് മുതൽ ഏഴ് പവർ ഏഴ് ؛സ് ഇടുؗത് പൂജّ؋ിന് x c 
തുലّമാണ്, നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈസൻ ഇൻേവഴ് സ് ന്െറ x 
െടയ് ലർ സീരീസ് വികാസം ؛സ് കّൂബിെന ഫാക് േടാറിയൽ ْതീ ؛സ് ْതീ െകാ؇് പവർ അ؀് x x x 
മുതൽ നാ١يത് മുതൽ 5 മുതൽ 16 വെര 7 വെര  പവർ 7 ഇത് ന്െറ ഏഴാമെ؋ ശװിയിേല്ׯ x x 
വികസിؚിുׯേآാൾ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് വّװമായ േചാദّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ cos inverse x- 
വികാസം എؓായിരിുׯം എؗതാണ്, അതിനാൽ ൈْപം ഇര؂ ൈْപം കംപّൂ؂ുെചؗുإതിലൂെട f f f 
നമു്ׯ ഇത് ആദّ തതٔ؋ിൽ നി്ؗ കെ؇؋ാനാകും.  ْടിؚിൾ ൈْപം മുതലായവ , ൈസൻ വിപരീതം x 
ന്െറ വികാസ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ കെ؇؋ാനാകും, കാരണം ൈസൻ വിപരീതം ൈപ 2 ൈമനസ് x 
േകാസ് വിപരീതം അെ׸بിൽ േകാസ് വിപരീതം തുലّമാണ് ൈപ 2 ൈമനസ് പാപം വിപരീതം x x x, 
അതിനാൽ തിരുകുؗതിലൂെട  മൂലّം  എؗത് ന് 2 ൈമനസ്ue of sin inverse x , cos inverse x pi 

ൈമനസ് കّൂബിന്  തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ മനشിലാׯാം.  ഫലം നമു്ׯ അവരുെട പരُ١ര ബؖം x x 
അറിയാെമ׸ിൽ നമു്ׯ മ്ئ ചില ഫല׹ൾ എളുؚ؋ിൽ േനടാനാകും , ഉദാഹരണ؋ിന് , 1 ؛സ് ന്െറ x 
േലാഗ് പരിഗണിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭിׯാം 1 ؛സ് ന്െറ േലാഗ്, fx x 
അതിനാൽ ന്െറ േരഖയ്്ׯ തുലّം 0 ന് തുലّമാണ്. ൈْപം ന് 1 ؛സ് ന് തുലّമാണ്, f 0 1 f x 1 x 
അതിനാൽ ൈْപം 0 1 എഫിന് തുലّമാണ് ഇര؂ ൈْപം ഇതിന്െറ െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ്, ഇത് f x 
ൈമനസ് വ؉ിന് തുലّമാണ്. പവർ ൈമനസ് 2 േല്ׯ എഫ് ഡബിൾ ൈْപം 0 ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് 1 
എഫ് ْടിؚിൾ ൈْപം എؗത് ൈമനസ് വൺ ؛സ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് ര؇ിന്െറ x x 
െഡറിേവئീവിന് തുലّമാണ്, ഇത് പവർ ൈമനസ് ْതീയിേല്ׯ ര؇് ആകാൻ േപാകുؗ ൈമനസ് ര؇് 
അതിനാൽ പൂജّ؋ിെല ْടിؚിൾ ൈْപം ര؇് േഫാ്ׯ തുലّമാണ് ന്െറ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് f x urth 
6 ആയി 1 ؛സ് ആകും പവർ ൈമനസ് 4 ആകയാൽ ൽ 0 ൈമനസ് 6 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 1 x f 4 
 കാണാൻ x x x ׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ നമു്ׯസ് ന്െറ േലാഗ് ൈമനസ് ചതുരമായി 2 െകാ؇് വികസിؚി؛
കഴിയും. ؛സ് ടു കّൂബ് േമൽ ഫാക് േടാറിയൽ മൂ്ؗ ൈമനസ് ആറ് മുതൽ പവർ േഫാർ x x 
ഫാക് േടാറിയൽ  ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് സ് കٔയർ  ؛സ് കّൂബ്  ൈമനസ് പവർ  ന്  ന് 4 x x 2 x 3 x 4 4
തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് ബദലായി ൈമനസും ؛സും ആണ് സംْഗഹം അതിനാൽ സീരീസ് സി׶ x 
മുതൽ പവർ െകയിൽ നി്ؗ െകയിൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1 മുതൽ പവർ െക ൈമനസ് 1 വെരയാണ്, ഇത് 
ഓേരാ ഇതര പദവും ൈമനസിേലുׯം ؛സ് െക അനؓതയിേലുׯം ഒؗിന് തുലّമാെണ്ؗ ഉറؚാുׯം, 
അതിനാൽ ഇത് േലാഗ് വിപുലീകരണമാണ്  വൺ ؛സ് ന്െറ എؗാൽ ഒؗിന് േമെല ഒؗിന്െറ ؛സ് x x 
ന്െറ വികാസം അറിയാെമ׸ിൽ, നമു്ׯ ْപശ് ന؋ിന് മെئാരു രീതിയിൽ ْശമിׯാം, ഒؗിന് േമെല 
ഒؗായി ؛സ് എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ് എؗത് പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗത് ഒരു ൈമനസ് ؛സ് x x x 
ആണ്  സ്കٔയർ ൈമനസ് കّൂബ് ؛സ് മുതൽ പവർ 4 വെര അത് േപാെല ര؇് വശ׹ളും ൈമനസ് x x x 

 xdx x dx x dx x dx c ׯസ് േല്؛ സ് പവർ 4؛ സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് കّൂബ്؛
സംേയാജിؚിؗുׯതിലൂെട 1 ؛സ് ന്െറ േലാഗ് ൈമനസ് ചതുരം 2 ؛സ് കّൂബ് 3 ൈമനസ് x x x x x 
േല്ׯ തുലّമാണ്  പവർ 4 ൈബ 4 ؛സ് 6 മുതൽ പവർ 5 ൈബ 5 എؗി׹െനയുتതിനാൽ നമു്ׯ ഈ 
രീതിയിൽ േപാലും ഒേര ഉ؋രം ലഭിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും , കൂടാെത െല യുെട മൂലّം x- c 
ഒ്ؗ ؛സ് ന്െറ പൂജّം േലാഗിന് തുലّമാെണ്ؗ നിർ؉യിുׯക എؗതാണ് അവേശഷിؗുׯത്. x 
ഒؗിന്െറ േരഖയ്്ׯ തുലّമാണ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽc 
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നമു്ׯ മുകളിലുت േْശണി ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ഒ്ؗ ؛സ് ന്െറ േലാഗിന്െറ വികാസം ഇേؚാൾ x x 
ഇടുؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, നമു്1 ׯ ൈമനസ് ന്െറ േലാഗ് ലഭിുׯം  ൈമനസ് ൈമനസ് x x x x 
ചതുരം 2 ൈമനസ് കّൂബ് 3 ൈമനസ് 6 മുതൽ പവർ 4 ൈബ 4 എؗി׹െനയാണ് ഇവിെടയുت എبാ x 
നിബؖനകളും േലാഗ് വ؉ും ന്െറ വിപുലീകരണവും ഉ؇ായാൽ െനഗئീവ് ചിصമായി x 
പുറു؋വരുؗു, നമു്ׯ അടു؋ ْപٍ٠ം പരിഗണിׯാം  ൈമനസ് ൈപയുെട േകാസ് േലാഗ് ഓഫ ്േകാസ് x 
എ٧عിന്െറ എ٧്عപാൻഷൻ എؓാണ്  2 മുതൽ വെര 2 വെര ഈ േْശണിയിൽ േപാസിئീവ് pi cos x 
ആകുെമ്ؗ നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഓ േലാഗ് സാധുതയുتതാണ് , ന്െറ ആദّ തതٔ؋ിൽ നി്ؗ x 
ഞാൻ അത് െചإെ؂ എؗത് ന്െറ േലാഗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിെല എؗത് f cos x f 
േലാഗിന് തുലّമാണ്  ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ൈْപം േകാസ് ൽ ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ, x , x-
ൈമനസ് സിന് ൈമനസ് ടാൻ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിെല എഫ് ൈْപം പൂജّ؋ിന് x, x- 
തുലّമാണ്.  ൈമനസ് വൺ ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ അതിനാൽ 0-ൽ എഫ ്2 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് x 
മൂؗാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് മൂؗാമേ؋ത് ൈമനസ് ര؇് ടാൻ േല്ׯ ഒരു ؛സ് x 
ടാൻ സ്കٔയർ തുലّമാണ് ൈമനസ് ര؇് ടാൻ ൈമനസ് ര؇് ടാൻ കّൂബ് അതിനാൽ മൂؗാമത് x x x 
െഡറിേവئീവ് ആെണ׸ിൽ 0  0 ന് തുലّമാണ്, കാരണം നأൾ എؗത് 0 ന് തുലّമാണ് , ഇത് 0 ആയി x 
മാറുؗു, ഇത് 0 ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ ന്െറ നാലാമെ؋ െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് 2 േല്؛ 1 ׯസ് x 
ടാൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് 6 ടാൻ സ്കٔയർ േല്؛ 1 ׯസ് ടാൻ സ്കٔയർ ആണ് ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 2 x x x 
ടാൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് 6 ടാൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് 6 പ്؋ മുതൽ നാല് വെരയുت പവർ ൈമനസ് x x x 
ര؇് ൈമനസ് എ؂് ടാൻ സ്കٔയർ ൈമനസ് ആറ് ടാൻ നാല് അതിനാൽ പൂജّ؋ിെല എഫ് നാല് x x 
ൈമനസ് ര؇ിന് തുലّമാണ്, സമാനമായ രീതിയിൽ അ؀് എؗത് ൈമനസ് പതിനാറിന് തുലّമാണ്,f x 
ഞാൻ ഇതിെന േവർതിരിؗുׯത് െന സംബؖി്׺, x 
അ׹െന ൈമനസ് പതിനാറ് ടാൻ ഒരു ؛സ് ടാൻ സ്കٔയറിേല്ׯ ൈമനസ് ഇരുപ؋ിനാല് ടാൻ x x 
കّൂബിേല്ׯ ഒ്ؗ ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ എؗത് ൈമനസ് പതിനാറ് ടാൻ ൈമനസ് 16 ടാൻ കّൂബ് x x x x 
ൈമനസ് 24 ടാൻ കّൂബ് ൈമനസ് 24 10 മുതൽ പവർ 5 വെര  അെ׸بിൽ അ؀് എؗത് ൈമനസ് x x f x 
പതിനാറ് ടാൻ ൈമനസ് േഫാർ؂ി ടാൻ കّൂബ് ൈമനസ് 24 പിെؗ 5 ആയതിനാൽ ൽ 0 എؗത് 0x x x f 5 
ആണ്, കാരണം ഇവെയبാം ൽ പൂജّമാകുؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഞാൻ ഒരു പടി കൂടി േപാകെ؂, x-
എؓാണ് ന്െറ എഫ ്ആറ് ആകാൻ േപാകുؗു, ഇത് ൈമനസ് 16 ആׯി 1 ؛സ് ടാൻ സ്കٔയർ കൂടാെതx x 
മ്ئ പദ׹ളും ആകും , എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിൽ ആറ ്ഇടുേآാൾ x f 
അവെയبാം 0 ആയി മാറുെമ്ؗ നമുׯറിയാം ൈമനസ് 16 ആകാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ ന്െറ cos xf-
േലാഗ് പൂജّ؋ിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇ുؗു؋ പൂജّ؋ിെല പൂജّം എഫ് ൈْപമിന് തുലّമാണ്, 
പൂജّ؋ിെല ര؇ാമെ؋ െഡറിേവئീവ് പൂജّ؋ിെല ൈമനസ് മൂؗിെലാ്ؗ െഡറിേവئീവിന് 
തുലّമാെണ׸ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് പൂജّ؋ിെല നാലാമെ؋ െഡറിേവئീവ് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമാണ്  പൂജّ؋ിെല െഡറിേവئീവ് ൈമനസ് പതിനാറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േْശണി 
വിപുലീകരണം ൈമനസ് ചതുര؋ിൽ  ൈമനസ്  മുതൽ േല്ׯ പവർ  മുതൽ ഫാക് േടാറിയൽ x 2 2 x 4 4 
ൈമനസ്  േല്ׯ േല്ׯ  ഫാക് േടാറിയൽ  എؗി׹െനയാണ് , ഇത് ൈമനസ് സ്കٔയർ ൈബ 16 x 6 6 x 2 
അبാെത മെئാؗുമب ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ  എؗത്  ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് പവർ -ന് 4 24 4 12 
ൈമനസ് ൽ നി്ؗ പവർ ആറ് , പതിനാറ് പതിനാറ് ഫാക് േടാറിയൽ ആറ് , ഏഴ് ഇരുപത് , പവർ -ന് x- 6 45 
എؗി׹െനയാണ് സീരീസ് വിപുലീകരണം. േലാഗ് േലാഗ് ഓഫ ് ന് നി׹ൾ്ׯ ഇത് മെئാരു x cos x 
രീതിയിൽ െചإാം  . ഒ്ؗ അതുെകാ؇് ഈ വിപുലീകരണം സാധുവാണ് , കൂടാെത േമാഡ് ന് 1 ؛സ് x- x 
ന്െറ വിപുലീകരണം ഞ׹ൾ ഇതിനകം കെ؇؋ിയി؂ു؇് , അതിനാൽ ഇത് പദമായി കണׯാׯി ഇത് 
വിപുലീകരിുׯകയും േലാഗ് വിപുലീകരണം ഉപേയാഗി്׺ വിപുലീകരിുׯകയും െചإാം. നി׹ൾ 
ഇേؚാൾ പരിശീലിؗുׯതിന് , ഗണിതശാസ്ْത؋ിെല ഏئവും ْപധാനെؚ؂ ആശയ׹ളിെലാؗിേല്ׯ 
വരാം , അത് യൂലറുെട رിരാ׸മാണ് , നി׹ൾ എبാവരും ഉപേയാഗിുؗുׯ, കാരണം നأൾ e 
എടുؗുׯ സٔാഭാവിക േലാഗരിതം ന് എതിരാണ് , പരിധി അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു എ്ؗ e e n 
നിർവചി׺ിരി؛ .ുؗുׯസ് 1 ന്െറ പൂർ؉ ശװിയിേല്ׯ ഈ പദ؋ിൽ നി്ؗ എവിെട നിؗാണ് n 
വؗെത്ؗ നി׹ൾ ചിؓിേׯ׺ാം, അതിനാൽ  ഈ സമയ്؋ നി׹ൾ ഇവിെട നിേײപിؗുׯ പണം ഈ
സമയ്؋ ഇര؂ിയായി ലഭിؗുׯ ഒരു സമയ കാലയളവ് ഉെ؇്ؗ കരുതുക, ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ْഹസٔ 
ആശയം നൽകെ؂. േപായിന്റ ്അതിനാൽ ഈ സമയ്؋ നി׹ൾ തുക ഇവിെട ഇ؂ാൽ പണം ആയി 1 x x 
ׯസ് 1 ആയി മാറുؗു , അതായത് അത് ഇര؂ിയായി മാറുؗു, അതിനാൽ ഈ കാലയളവിെല പലിശ നിര്؛
ഇതാണ് ഇേؚാൾ നأൾ അട׺ാൽ ഈ പണം അേതപടി നിലനിൽׯിب ഒരു ഇന്റർമീഡിയ്ئ സമയെ؋ 
പലിശ ഈ ഘ؋؂ിൽ കുറ്׺ പലിശ നൽകാനും െമാ؋ം തുക വീ؇ും നിേײപിׯാനും ഞ׹ൾ 
തീരുമാനിുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഈ ഘ؋؂ിെല െമാ؋ം തുക എْതയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കണׯാുؗുׯ, 
അ׹െന ഈ േപായിന്റ് വെരയുت െമാ؋ം പലിശ ഒؗാെണ׸ിൽ കാലയളവിന്െറ പകുതിയിൽ പലിശ
നിര്ׯ പകുതിയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ സമയ്؋ തുകയുെട തുക ആയി 1-ഉം പകുതിയും x x 
ആകും , ഈ തുക ഇവിെട വീ؇ും നിേײപിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ കാലയളവിന്െറ അവസാന؋ിൽ 
ഇത് േപാകുؗു  കൂ؂ുപലിശയുെട കണുׯകൂ؂ലിൽ നി׹ൾ ക؇ിരിേ1 ؇ׯ-ൽ ന്െറ പകുതി x-
മുഴുവൻ സമചതുരവും   ആുׯക. ഈ ഘ؋؂ിെല പണ؋ിന്െറ തുക ൽ 1-ൽ 1-ൽ 3 ആകും , ഈ x x-
ഘ؋؂ിൽ ൽ 1-ൽ 1-ൽ 1-ൽ 3-ൽ 1-ൽ 1-ആകാൻ േപാകുؗു, അത് ഈ ഘ؋؂ിൽ ൽ 1-ൽ 1-ൽ 1-ൽ x- x-
ആകും. മുഴുവൻ  ഈ ഓേരാ സമയു؋ം ഞാൻ കൂടുതൽ പാർ؂ീഷനുകൾ വിഭജിുׯകയും പലിശ 
നൽകുകയും െചؗുإതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ തുക വّതُّമٝാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ അതിെന 
സമയപരിധിയിൽ വിഭജി׺ാൽ തുക എْതയായിരിുׯെമ്ؗ കّൂബ് അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
മനشിലാׯാനാകും .  േലാജിക്, ഈ പണം 1-ൽ 1-ൽ 1-ൽ 1-ൽ 1-ൽ നി്ؗ േല്ׯ മാറുെമ്ؗ നമു്ׯ n-
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കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഈ നിബؖനകളിൽ നി്ؗ 1 ؛സ് 1 ന് െമാ؋؋ിൽ േല്ׯ വരുؗത് n-
എവിെടയാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ആശയം നൽകുؗു , 
അ׹െന കാല؋ിനനുസരി്׺ വർؑിുؗുׯ നമു്ׯ അനؓമായ പണം ലഭിുׯേമാ, അത് n 
എവിെടയാണ് ഒു؋േചരുؗത് എؗതിെന ആْശയി׺ിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ളുെട േന؋؂ിനായി 
ചില അവസാന േപായിന്റുകളിൽ ഇതിന്െറ മൂലّം കണׯാׯാൻ ഞാൻ ആْഗഹിു׺ , ഉദാഹരണ؋ിന് 

ൽ ര؇ിന് തുലّമാണ്, അത് ഒؗും പൂജّം േപായിന്റ് അ؀് മുഴുവൻ സമചതുരവും .  എؗതിെല n- n 
ര؇് േപായിന്റ് ര؇് അ؀് തുലّമാണ് പ؋ിന് തുലّമാണ് ഇത് ഒ്ؗ ؛സ് സീേറാ േപായിന്റ ്ഒ്ؗ പവർ 
പ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഏകേദശം 2.594 ൽ 100 ന് ത    ലّമാണ്  േപാകുؗ നൂറ്  ര؇് േപായിന്റ് ഏഴ് n-
പൂജّം  നി׹ൾ്ׯ ഏെത׸ിലും സയന്റിഫിക് കാൽുׯേലئറിേല്ׯ ആക് സസ് ഉെ؇׸ിൽ 4 8
നി׹ൾ്ׯ ഇവ കണׯാׯി 4 ദശാംശ رാനേׯ്؋ േപാകാം, മൂലّ׹ൾ ഇതുേപാെലയാണ് 
വരുؗെത്ؗ നി׹ൾ കെ؇ു؋ം ൽ ആയിര؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ഒ്ؗ ؛സ് പൂജّമാണ് േപായിന്റ ്n-
പൂജّം ഒ്ؗ പൂർ؉മായി പവർ ആയിരം, അത് ര؇് േപായിന്റ് ഏഴ് , ൽ ആറ് ഒآത്, പതിനായിര؋ിന് n-
തുലّമാണ്, ഇത് ഒ്ؗ ؛സ് പൂജّം േപായിന്റ് പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ പവർ പതിനായിരം, അത് ര؇് 
േപായിന്റിന് തുലّമാണ് ഏഴ് ഒ്ؗ എ؂് ഒ്ؗ , എؗത് ഒരു ല؋ײിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒ്ؗ ؛സ് സീേറാ n 
േപായിന്റ് പൂജّം പൂജّം പൂജّം ഒ്ؗ മുതൽ പവർ ഒരു ലײം , അത് ര؇് േപായിന്റ് ഏഴ് ഒ്ؗ എ؂് മൂ്ؗ 
ആകാൻ േപാകുؗു, അതിനാൽ മൂലّ׹ൾ വർؑിؗുׯത് നമു്ׯ കാണാം, പേײ അب  വാُവٝ؋ിൽ 
വളെര ഉയർؗ നിരׯിൽ അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ ഒ്ؗ കൂടി മുഴുവനായി n n n 
ശװിയിേല്ׯ ഒരു رിരാ؋׸ിേല്ׯ ഒു؋േചരും, അത് ര؇് േപായിന്റ് ഏഴ് ഒ്ؗ എ؂് ര؇് എ؂് ഒ്ؗ 
എ؂് 2 8 4 5 9 0 4 5 ഉ؇്  ഇത് യുװിരഹിതമായതിനാൽ അവസാനമിب  ഈ സംഖّ ഒരിׯലും 
അവസാനിׯിب , ആളുകൾ 1000 ദശാംശرാന׹ൾ വെര കണׯാׯാൻ ْശമിു׺, അവിെട ഒു؋േചരൽ
ഉ؇ായിب, അതിനാൽ ഈ അവിേവക സംഖّെയ യൂലറുെട സംഖّ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഇതിെന എ്ؗ e 
സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്؛ 1 ׯസ് 1 െന െമാ؋؋ിൽ പരിഗണിׯാം പദം kth 
എؓായിരിുׯെമ്ؗ എؗതിന്െറ ശװിയിേല്ׯ , ഇത് ഒരു ദٔിപദ വിപുലീകരണമാെണ്ؗ നമു്ׯ n 
കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ തؗിരിؗുׯ ന് എؗത് െയׯാൾ വലുതായി കണׯാׯിയാൽ , k n k 
അേؚാൾ ഗുണകം ആയി ൈമനസ് 1- ൽ ൈമനസ് ആകും.  ഇതിെല ൈമനസ് 1 എؗത് n n n k nck 
ആണ്, അതിനാൽ ഇത് ഫാക് േടാറിയൽ ആണ് അെ׸بിൽ മെئാരു രീതിയിൽ പറ؁ാൽ k 1 by n 
മുഴുവനായി പവർ ആണ്, അതിനാൽ ഇത് പദമായിരിുׯം, ൽ നി്ؗ 1 േല്ׯ പൂർ؉മായിk kth nck- by n 
പവർ േല്ׯ ഇേؚാൾ ലഭിുؗുׯ  ഞ׹ൾ ഇത് റؐാുؗുׯ മുതൽ 1 ൈമനസ് 1 ന് 1 ൈമനസ് 2 ന് 1 k- n 1 
ൈമനസ് െക ൈമനസ്  ന്  ൈമനസ് െക ൈമനസ്  ന് ഫാക് േടാറിയൽ െക, അതിനാൽ 1 1 1 n 
അനؓതയിേല്ׯ േപാകുേآാൾ പദം ഫാക് േടാറിയൽ ന് ഒؗായിരിുׯം അതിനാൽ സീരീസ് kth k 1  
സ് 1؛ സ്  ന് ഫാക് േടാറിയൽ ْതീ؛ േപാകുؗു ׯസ്  േല്؛  സ്  െകാ؇് മുഴുവനായി എؗ പവർ؛ n n 1 1 1
വൺ ഫാക് േടാറിയൽ െക അടുױ ؋ാشിൽ  യൂലർ േകാൺزന്റ് , അതിന്െറ വികാസം എؗിവയുമായി 
ബؖെؚ؂ ചില ْപശ് ന׹ൾ ഞാൻ പരിഹരിുׯം. 
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