
ۨవࡍ ఉపߕङ సంࡹ అనంత ऴ࠮ ߯ށࢩడవ ఉపߕङ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గࣆޒफߕऒ కएࡅ ࠹ర߷ ߘߝ  ,ߘ  
छ޴ పద ࢑సफరణల ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ पࡌߪ న࣒ ఒక࠳ ݟంߘ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳ ߘ ంకం ޳ࡶ పవ࡛ x nn 

బదम సంఖङޔࣜ ޴న࣒ ఇ࠳ ఒక ړ ࠑ   ऴపޙङ फޑ࠴ న࣒࠳ ఒక ݟంߘ న࣒ సగం࠳ ంۨ మనం పవ࡛ړ ऒp qߖ x, x 
ऒߕफࣆ۫ ࠭ మࡅ ࠾ࡍకए  ࢑࢑ధ శڕफల ڝసం ࢑ ߖ޳సफరణ ࡅకए  x  ,࠭ࢡ۫ మనం ߘలڒణڷ 
ఒక ࠳న࣒ ߘంݟ పవ࡛ సగం వర࢑ ࣒ࡎࣄ ڕసफరణ ఏࠫܽ అߝ సరళ࠳న సమసङ  ం.x޳ంڕࣆޓ ߘ
  ఒక ࣜޔబదम సంఖङ ओߦۮ ࡮ంۨ ఎࡍڷ ߖ޳  भ޳۫ ࡹ ం, మనڕ ఒక ࠳న࣒ ࠴తफం పవ࡛ సగం ߘం1 ݟ x 
 फ సగం సࠪనం ఒక x x࣋ࡌ ړ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳ బܽद మనం ఒకڒ ,޴ఉంܿం ڕతफం పవ࡛ సగం వర࠴ న࣒࠳
ऒߕࣆ ఒక  ప ړ ऱ࣒  ఒక ࡓంݡ చޔరऴసం ࠴దࡷన࢑ ఆ߯ ށڷ ޜߖ޳ంచడం ޳छ x x x ߖ న࣒࠳ మనం ఒక ࡌ
߰ం࡯޳ 
బܽद  పڒ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ߖ  ऱ࣒  ఎ࣋ށڷ ޜफ ऴపయޒऒ भ޳ ం ࠪࡓ ڕంݡ చޔరऴసం 0 1 x 2 x 0 1 x pl  x 
ఒక ࠳న࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए కएࡅ ణకంڷ  ऒߕࣆ ణకంڷ  ړశ ړ फ ߕࣆऒ ऒߕࣆ సࠪనం ړ  చޔరऴసం x x 
ఒకړߖ޳ సࠪనం మࢁऱ 
ధߕతघ క ߖ࡮࠮ऒ ऒߕࣆ ం݄ڕࣆޓ  కएࡅ   ఒక ڷణకంړ x 
సࠪనం ߕࣆऒ  సࠪనం  అం݄ a one plus a one a zero is equal to two a zero a one ړ
ए࣋ ݋యంࢳ߹ఎڝ ࠆࣔ న࣒࠳ బܽद సࠪనంڒ సࠪనం ړన࣒ 1࠳ బܽद 2ڒ న࣒ ఒకܽ࠳ छ  a 1 a 1 x a ړ2 0 ࡛
సࠪనం పऱ࣒  1 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ బܽद a 2 a 0 0 y xڒ ޶ࡶ రऴసంޔచ ࡹ న࣒࠳ కం݄  1޶సࠪనం ఎం ړ0  x 
ऒߕࣆ  మనڕ ఇపओ వۨऐ ښܽ న ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ࡓంࡓ ݡంݡ పऱ࣒  ఒక ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  ړݡంࡓ ޳ࡶ 
సࠪనం  ࠳న࣒ ࣔړ ࠆ సࠪనం ڒబܽद ࣋ए छ ࡛ వߕࣆ  ࠑ ߤऒ బܽद a two plus a one u 4ڒ సࠪనం ړ a 
ए࣋ ړ ࠆࣔ పవ࡛ ߖ న࣒࠳  మనం ޳ࡶ సࠪనం ړ޴ࠫߖఎ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ݡంࡓ छ 1 ߖసࠪనం అ ړ ݋ࡐ ࡛ x
ऴ࢐యవ۪ऐ .
పऱ࣒ ߩచదర 8 ࠑ న࣒ 1࠳ న࣒ సగం࠳ న࣒࠳ 1   అ߅క శڕफࡅ ࡱకए  x 1 x x x we a  xڕవర ڶऴݟ ండవࡓ 
ࠪऴతߕޔࢂࢗ ࠲ऒ ࠭, అޙ࠼ ۨనऒ ࢑సघ ߘफలڕక శ߅అ ڴమనం తర۪ ޙ࠼అ ޴ फࣃࡍ ࠭ సࡔ ఉ޳హరణ x 
పݡࣜ޴ 
కం݄ ఎڕए వ ڴ ݋ࡐ పࡍగށంచబ޴ݦ 
అ࢑ ޻ధంڴ మనం ऴ࢐యవ۪ऐ  అ࢑ ޻ధంڴ మనం ߖ ݋ࡐ వߤ పऱ࣒  x 
అۮ ߖపओ వ۪ऐ .
ऒߕࣆ   సࠪనం పऱ࣒ ړ  ఒక  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ మనం ఒక ڴ࢑ధం ޻బܽद ఇڒ న࢑ࡷద࠴ రऴసంޔచ ݡంࡓ   ప ऱ࣒  ఒక x x 

 ప ऱ࣒ ऒߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ  ऒߕࣆ  ఒక  ప ߧ࡯క ړ ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ   ఇߩओ  x x x xݡ
వߤ పऱ࣒ छ޳ ంచడంށڷ ߖ  కएࡅ ࠾ࡍమ ࡌ  శڕफలߘ సమం ۯయడం ޳छ  x x ړరऴసం 1ޔమనం 0 చ ࡌ
సࠪనం ߕࣆ ޳ࡶऒ  ఒకړߖ޳ సࠪనం అߖ ధߕతघ క ࡱ࢑వڝࣆޓ ߘవడం ޳छ నऒࣆ ࡌ  ఒకܽ పऱ࣒  a 1 a 0 
ऒߕࣆ బܽद ఒకܽ సగంڒ సࠪనం  సࠪనం 1 ړ0 2 ޳ࡶ 1 పऱ࣒ ݡంࡓ ړ  ఒక చޔరऴసం పऱ࣒ ऒߕࣆ   a a 1 a 
ప  ޳ࡶ సࠪనం ړ ݡంࡓ ऱ࣒   ࣋ए छ న࣒ 0࠳ రऴసంޔసࠪనం  ఒక చ ړ న࣒࠳  బܽदڒ సࠪనం ړ ࡛ 2 a 2 1 0 2 a 2
వړ ࡛ࠂ ࠑ ߤ సࠪనం ڒబܽद ࡓం࠳ ݡన࣒ వࠑ ߤ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం ڒబܽद మనࣃ ڕए छ  వࣆफం޴ వߤ పऱ࣒  x 
కएࡅ పऱ࣒ ߤవ ݋ࡐ ࡎ  ए࣋ 8 ࠑ న࣒ 1࠳ ࠆࣔ  छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇతర ߖబంధనలڕ సࠪనం, ऴపࣆफړߖޑ మనం x x 
࢑సघ फనऒࣆࡍ  ఈ ࠀంߘ ݋ࡐ ݭ  కం݄ ఎڕए వ అనछ भ޳࠼ ం, మనం  ࡅకए  వర ठߖ࡮࠮ऒ  కھߘనవల17 ࣄ 17
ఉంܿం޴.
 
ఇ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ ऒߕޔݡప ܿߦऴ࢐࣋फ మనం ߰ర ࡮అ ߗڒ  ࠭ ఎం޶కం݄ ఈ  ప ऱ࣒  తफం x 1 x࠴ 
పవ࡛ ࢑ ڕసफరణ ࠪݡङ ల࣒ ڜ ࡹంత ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంߗڒ ࡯ݞ మనం ऴ࢐࣋फ ߖ޳ऒ   పవ࡛ ࣔړ ࠆ వߤx p 
 ప ऱ࣒  పదࣔڴ࡮ ࡽࣟ ࡏ అߩओ ऒߕफࣆۯ ܿߦమనం ߰ర ݡ ం ڒబܽद మనం ࢑ ࡔ࢘ ߖߖ޳ధంڴ ऴࣃ࢐फ  ߖߖ޳ ,࠭

 పవ࡛ ࣔڴ ࠆ  ప ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ڕ ݋ࡕ ࠆࣔ పవ࡛ ࡽߺ  ࠑ   ࠭, త޳छ छ޳  పదం ڕమన ࡌ 16 ߖ޵   ޴फంࣆవ ࡌ 1 1 16 1 16
एڕవ  కం݄ తࡱ࢑ ݭ࠵ వڴ ఉంڒ ޴బܽद ߖ ݋ࡐ ߰ం޻ంڕ޶ మనం ߘ  ߖߖ޳ంݟ పవ࡛ ࣔړ ࠆ  ప ऱ࣒  1 17 16 1 1
ࠬద  ݇టړ ࡽ పవ࡛ ࣔړ ࠆ సࠪనం  ߘంݟ  ప ऱ࣒ ओߩఇ ࠾ࡍమ ړ ࠆࣔ పవ࡛ ࡽߺ  ࠑ   16 ࡽయࠫߕࠑ  ݡ 4 1 1 16
ఉపڵࡆంۨ ࢑ ߖߖ޳సफࡍంపܑ޳भ ం  ࡅకए  ࢑సफరణ࠭࠲ ࡹ కߕھߘऒ ࠭   ప ऱ࣒  తफం పవ࡛ సగం o ne x࠴ 
వరڕ ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒ ए࣋ ޴ࠫߖఎ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ࠆࣔ  छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇతర ߖబంధనలޜ సࠪనం అ࠭࠲ ߖ x x 
కߕھߘऒ ࠭ 
 ప ऱ࣒ ए࣋ 16 ߤఇ 8 ࠑ న࣒ 1࠳ 32 ࠑ 1  छ ఈకछ 17 ݋ࡐ బܽदڒ ࡛ ప 1 ܿ 4 ܿ ࡽ ऱ࣒ ए࣋ 16 ߤఇ 8 ࠑ న࣒ 1࠳ 32 ࠑ 1  छ ࡛
ఈకछ 1 ߤబܽद 4 ఇڒ ఈకछ 32 ߤఆ 1 ܿ 4 4 ܿ ࡽ ऒߕࣆ 8 ߤఆ 1 ࡽ  న࣒࠳ ڷࡱߕ ޶ఐ ݡంࡓ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ 
ఒకܽ ࠬద ఎ޴ࠫߖ పదࣔࡏ చޔరऴసం సࠪనం ࠳న࣒ ఒకܽ ࠬద ࡓంݡ పదࣔࡏ చޔరऴసం సࠪనం ࡓంݡ 
వందల ࠢ࠻ ఆࡏ సࠪనం ࡓంݡ వందల ࠢ࠻ ఆࡏ ఒకܽ ఐ޶ వందࡱ మ࠾ࡍ పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ߕࣆऒ  ړ
సࠪనం ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ ऒߕࣆ   ఒకܽ ࠫޛघ కएࡅ బܽद 17ڒ ޴  వర ठ࠮లం 4.
.న࣒ 0࠳ 125
0019 
ం࠼ߦ ڷࡱߕ ऱܿ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ ఒకܽړ సࠪనం ఇߩओ ݋ࡐ ,ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖ17 ݋ࡐ ࠭࠲ ݡ
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ङڕ࡯ڒ ࠬ ࡐరందࠬ ړߖݞంచށగ ߖ ऒߕफࣆۨࣇ ߘߝ ߖంۧలڵࡆఉప ߖ ట࡛ࡶ ऒߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߘ  17
फࣃ۫ దగ ࡮ۧ ړݡంࡓ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ ڷࡱߕ ࡏ ठరڴ వࣆफంݡ࠮ ޴ ఒకܽ ڒబܽद ఈ 
࢑సफరణ సࡕన పదमࡹޒ పࣆۯߖफందߝ ధృ࢒కరణ ఇڒ ޴బܽद ࢑ ޴ޔసफరణ 1 పవ࡛ ࠴ 6 ړ ࠑతफంڴ ఉంܿం޴, p q
ऴపږޒల సమऴగ ۨࣇకڕ సంబం߅ంۨ మనం ࣄۯన ࢑ధంߝڴ మనం ऴࣃ࢐फ ࠭.

 ప ऱ࣒ ప  ړ పవ࡛ ࠑ  ऱ࣒ छ޳ ࠑ  న  ࠬద పవ࡛ ࣋ए࠳రకڒ  న࣒࠳ ࠑ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒ 1  ࠑ  p q x p q p q 1 2 x p q p 
తफం పవ࡛ ߷ङ࠴  న࣒࠳ ࠑ ړࡹ  న࣒࠳ ࠑ ङږ పవ࡛ ݟంߘ   సࠪనం ړ ࡽయࡍदڝ ࠗ పऱ࣒ బܽद q 1ڒ  p q 2 3 x 
మనం ߷ర࠹  ప ऱ࣒ झڡݥఇం ࠹తफం పవ࡛ స࠴  छ޴ ړ  పద ࢑సफరణ ఉనऒ ओߩ 1 ޴అ ݞంڕࡶ సంబంధం ݡ x 
޻అ ߖߖ޳ మనం ݞంڕࡶ సంబంధం ޜߖ޳ ߝఅ ߕ࠳బదमޔࣜ ޳ࡶ ߕ࠳ల సమऴగږޒల సమऴగ ऴపږߘࣃ
࢑ధంڴ ऴ࢐యగల࠭ మ࠾ࡍ ࠪऴత࠲  మనం ࡏڷफం۪࡯࢐ڝझ న ࢑షయం ఏࠫటం݄, ࢟ܽ܊ߦ ఇంܽऴగڝ ࡽసం 
మనం ࢟ܽڻߜ ఇంܽऴగࡽ ఇంڡݥझ క ఉనऒۨࣇ న࠳బదमޔࣜ వంܽ ࠑ ޳ࡶ  ओߩ ऒߖ޳ ߖࡶయۯ ݡ  p q n 
ఎంߧక ޳ࡶ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ऴ࢐యవ۪ऐ ڵࡍޒ ࡹపంࡐ ޴ంړऴ ߖߖ޳ మనం  ߗڒ ,  మ࠾ࡍ మనం  r ncr 
ందవ۪ऐ߰ ߖ ࣒ࡎࣄ पࡌߪ  ంకం ޔࣜ ޳ࡶబదम సంఖङ छ޴ ߕ޼ఏ ޜ పవ࡛ ڴ పద వङ ڔ फకరణ࢑ ڕసफరణ మࢁऱ ఇ޴ 
ఇపओ ࠭࠲ ޶ڒ ࢓܌ࡏ ܽవరࣄۯ ڕన޴ సࡕనߖڜ ࠭࠲ ޶ڒ ޴ऒ  ఫޑ࡯లߘ ధృ࢒కࡍంۧ࠭ మߘߝ ࠾ࡍ 
ओߧۮ ࡹޒదܽ తరగ࠴ న ऱܿڴ ఊహ నࣾऴޑల ఉ܉ण म޳ࣄ ߩం࠼ ంతం ఒక ڝऱܘन  ఇంటࡓछ   రంతర yߖ ޒऴప ߖࡹ ࡽ
ఫంࣾߘ ߤ బࣗప޴ ఫంࣾ޳ ߤछ ధङࣃ ࡌ నంత దగ࠳ ठరڴ అంచߕ 
࢘యవచऐ ఇۨऐ ߘ ߤరంతర ఫంࣾߖ ࠭࠲ బܽदڒ ,޴फంࣆۨࣇ ߖ నߩओ కएࡅ ࠵ࣃۯ మనం ఏࠫ ݡ  దܽ x࠴ 
ऒߖڜ  శڕफల ڷణڒలߘ గށంచړߖݞ ऴపయޒऒ ంۧ࠭.
 మ࠾ࡍ త޳छ ړశ ݦఉం ڴబదमంޔࣜ ޳ࡶ ల సమऴగږޒऴప ࠭࠲ ࡌ फ ړ ఒక ప ऱ࣒ k k ߘ࢑సफరణ తफం࠴  x 
కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭, ఇకए డ  ڷణڒలߘ ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ 
भ޳۫ ం  ࡅకए  ఫంࣾߤ ఇۨऐ న అܿవంܽ ఊహڷ ߘణࡱڒ ఎ࡮ ߰ం޳۫ ࡹ޳भ ం.x f 
 
ఒక ࠉంࡍڷ ࢓޶ంۨ అܿవంܽ బࣗప࢑ ޴సफరణߘ కڵ࡯ ఉండటం ࣃధङ మޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ࡅకए  a x 

ప 0 ߖ ऱ࣒ भ޳ऴ࢐ ڴ ړ1  ం  ړࡹ f a xm inus a plus a 2 x minus a whole square plus a three in
x minus a whole cube etcetera 
బࣗపࡅ ޴కए  ऴపࡆజనం ఏࠫటం݄ అݟ ޴ऴڶ అߖߖ޳ ޙ࠼  ప ऱ࣒  వࡏࣃ ߤऱ ࢘ۯ ࡏయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ n n 
మనం అనంత࠳న బࣗపڕࣆޓ ߖ޴ం݄ మనం  పࠫࡍత సంఖङ యవ۪ऐۯ ࡏ࢘ ߖߖ޳ ࡹ  ޜబܽद ఈ ఊహڒ 

ऒޒऴపయ ړߖݞనھߘక ߘ࢑సफరణ ޴సం బࣗపڝ फࣃ ࠭, 0 ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ݟంߘ  ऱ࣒ fxfx a 1 x a a 2 x ݟంߘ 
తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ తफం࠴ న࣒࠳ ړࡹ   సࠪనం a  3 x a f ړ0 ޴ߝబܽद వదभ అڒ న࢑ࡷద࠴ ࠗ
ఎం޶కం݄ అߖऒ  ఇతర ప0 ࡱ޳ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ړ సࠪనం a 0 fa 
ऒߕफࣆࡍ࢑సफ ంۨ మనంࡍڷ ߖ޳ ޴फంࣆవ వࡱ࢑ ࡽవదभ ఫంࣾన ݋ం࠼ߦ న పదం ఒక࠳बరࣄ బܽदڒ ࠭ a 
బࣗపࡅ ޴కए దܽ ఉతओ࠴  నऒ ం ఏࠫܽ ڒబܽद ߖߖ޳ ߘߝ ఎڷవ ऴࣄए కएࡅ द ఒకܽߵ ऒߕफࣆऴ࢐ ڴ   a f ߘ
అం݄ ړ ߘߝ సంబం߅ంۨ ߖ ࠡదం ࣆۯफߕऒ ప 1 ޴అం݄ ఇ ߘ ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ړ 2  ऱ࣒ సࠪనంx ړ3 3  f a 2 x a a 

న࣒  ࣋ए࠳ తफం࠴ छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ తफం࠴ న࣒࠳ 4  కएࡅ బܽदڒ ࠗ  x a 4 x x  ݭకం࣊ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ండవࡓ 
పऱ࣒ ݡంࡓ ݡంࡓ అం݄ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ऴࡓ ޓం࠳ ݡ࠮ ݡన࣒ ఎ ప ऱ࣒  4 ఇ3 ߤ ఎ 4 ఇ࠳ ߤన࣒ ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ x x 
 ऱ aࡏࣃݡంࡓ ݡంࡓ ఒక࢘ళ వదभ న࢑ࡷద࠴
ఒక ࡓంړݡ సࠪనం ࡓ ޳ࡶంࡓ ݡంݡ వదभ ޳छ కएࡅ ఉం݄ ڴ࢑ధం ޻అ ݡంࡓ ࡌ డవ ఉతओ࠮  నऒ ం f a x 

ऴߘ 3 ޓంߘ 2 ݟం1 ݟ  ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ޴ఉంܿం ڕవర 2 ݟంߘ 3 ݟంߘ 4  ऱ࣒  ప࠳ ࡱ޳న࣒ f a 3 x a x a 
కएࡅ  అ߅క శڕफࡱ కڵ࡯న࢑ కߘక వదभ ڒ ݡ࠮ ݡ࠮రڒల సమ࠻లڕ సࠪనం అڒ ݡ࠮ ޙ࠼బܽदa a 

సࠪనం ࠬద ڒ ݡ࠮రకం ఇ࢑ ޻ధంߖߖ޳ ߘߝ ڴ మ࣋ۯ ࡏ࢘ ࡍࣃࡗफ మనం a three f three a 
۫డవ۪ऐ ऒߖ޳ప ߝవదभ అ ߘߝ    ߰ం࠳ ,ߘޑ޶న࣒ ࡅకए  ఒక x f 4 x a ړݡంࡓ ݟంߘ ݡ࠮ ݟంߘ 4 
 ప ऱ࣒  పవ࡛ లڕ 
సࠪనం ڒబܽद ఒక ࡅ ڷࡱߕకए లठవ ఉతओߕ  ऒߕ  బܽदxڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜڷࡱߕ న࠳రకڒ సࠪనం ړߖ
మనం ࡅకए నవ۪ऐھߘక ߖ   వదभ  ప ऱ࣒  व߯࠹ వదभ ړࡹ అߖ ऴ࢐యబޔݡంࡅ ޴కए న࣒x f࠳  f a f a x f 

 ప ऱ࣒  ࣊కం࠳ ړࡹ ࡹ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ݭన࣒ ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ ࠬద ߷ڝदࡍయࡽ ݀ పऱ࣒  థ࡛ न ࢟ܽ࢘ࡍݥ ఆߤ a f a x a 
 x minus a whole cube on a into x minus a whole cube on ړࡹ

  రకం a into x minus a whole to the fourth derivative to the power four onڒ
ళࢗ ړߖޑఅనం ࡏࠬ ڷࡱߕ ऱడం తపओ ړबర శࣄ ߖߖ޳ ࠭࠲ ,޶ڒ ࡍసߖ फ࢑ ړసफࡍంచడం ޳छ ओߩఎలऱ ࡌ  ݢ
ఉ܉ण యవ۪ऐۯ ߩం࠼ , అం݄ 4ړ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన పదం ఉ܉ण  పం పదం kࡹ ࡹߩం࠼
అޔ࢓ంߗڒ ޴ మధङ  వङ ङޑ సం ఉం݄  మ࡮ۧ ࠾ࡍ ۨనऒ ओߩఅ ,޴ ړశ ݡ फ ߭޵ڜڼࡍभ ࡹపం పదం ߕࣆऒ  x a ړ
కएࡅ ࢑సफరణ బܽद ఈڒ ޴ంޔࢂࢗ  ݄ల࡛ ࢑ ࣒ࡎࣄసफరణ అࡱߧ ߖవబޔݡం޴ fx 

ఉనऒ ڴరంతరంߖ ओߩ త సంఖङࠫࡍప ࠾ࡍమ ݡ ऱࡹ࠻సమ ࡹ తघ޳ࠡ  కంڴ ఉనऒ ओߩ  f ,.࡯ݞలబߖ ࡏࠬ ݡ
 ࠬ ఉనऒ త తరగޔల గށతంࡹ ݄ల࡛ ࣒ࡎࣄ అޙ࠼ ఈ ڒऱ࣒ ࡹ ఇߖڜ ޴ऒ  సమసङ లߘ పࡍషए  ڕࠪ ࡹంచడంࡍ
ఎ࡮ సࣔయపޔݡం޳۫ ޾भ ం.

కएࡅ  పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ࠴దܽ ఉతओ నऒ ం 1 ࠳న࣒ ړ సࠪనం ࠳న࣒ 2 ߘం࠳ 1 ݟన࣒ పవ࡛ ࠳న࣒  x f x x 
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ల ఉతओߘన࣒ 3 ࣊క࠳ పవ࡛ ړ న࣒࠳ 1 ݟంߘ సࠪనం 2 ړ న࣒ 1࠳ ݟంߘ 3 నऒ ం ࠳న࣒ 3 ߘంߘ 2 ݟంݟ x x 
 డవ x x f࠮ ࡛ࠂ న࣒࠳ న࣒ పవ࡛࠳ ఒక ݟంߘ రకం 3ڒ సࠪనం ړ న࣒ 4࠳ పవ࡛ ݟంߘ న࣒࠳ 1
ఉతओ నऒ ం ఇ࢑ ޻ధంڒ ڴరకం 4 ߘం࠳ 1 ݟన࣒ ޑ࠴फ ړసࠪనం  శ ړߖ फ ࠳న࣒ 5 ڒబܽद ߕࣆऒ  వదभ ఒక x x 
व߯ߕࣆ ࠹ऒ  వదभ ఒక व߯࠹ సࠪనం అߕࣆ ޙ࠼ऒ  వదभ ࡓండవ ఉతओ నऒ ం 
 ړݡ࠮ రకంڒ
సࠪనం అࡓ ޙ࠼ంړݡ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  వదभ ߕలठవ ఉతओ నऒ ం ڒరకం ڕڷࡱߕ సࠪనం అޙ࠼ 
మనࡅ ڕకए  సࠪనం వదभ ߕࣆऒ  ప ऱ࣒ న࣒ 0 ప࠳ ݀  ऱ࣒  రऴసంx f f x xޔతफం చ࠴ న࣒ 0࠳ ړࡹ రకం 3ڒ 
ࠬద ڒరక࠳న ࡓంݡ పऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒࠳ ڷࡱߕ రకంڒ  ङږ తफం࠴   x fxߖబܽद మనం అڒ ݡ࠮ న࠳రకڒ ࠗ
ऴ࢐యవ۪ऐ  అޙ࠼ అ࠳ ޙ࠼న࣒ fx is equal at a plus a plus derivative at a  s x a 
 ప ऱ࣒ థ࡛  ړࡹ  न econd derivative at a in x minus a whole square on afterial 2 plus f 
  a in x minus a whole cube on 3 ࡹ ࢟ܽ࢘ࡍݥ

కएࡅ फޑ࠴ న࣒࠳ ఒక ࡱవࡱ࢑  फޑ࠴ న࣒࠳ ఒక ړߖ  x f x x ڴసࠪనం ݡంࡓ న࣒࠳ సࠪనం, పవ࡛ ړߖ
ఉంܿం޴ వదभ 0 ప ऱ࣒  व߯࠹ వదभ 0 ߘంݟ  ప ऱ࣒  అޔ࢓ంږ  ޴ङ ࠗ ఆߤ ߷ङ ప 3 ࡽయࡍदڝ ऱ࣒  4వ ఉతओ నऒ ంf f x x 

వదभ 0 ߘంݟ ࠬద ߷ڝदࡍయړ 4 ࡽ సࠪనం  ప ऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ న࣒࠳ ړݡ࠮ రకంڒ   f x 4 f 0 x x 
తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ ࠬద ࠳న࣒ ߕࣆऒ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ ࠬద  ࠳న࣒ ߕࣆऒ ङږ తफం࠴   x x న࢑ࡷద࠴ ݡ࠮ ࠗ
ఒకܽ పऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒ మనం ఇపओ  ఇ࢑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ   x x 4 x ,ࡱ޳న పࣄ۫ ښܽ

న࣒ ݀ ఒక ప࠳ ړ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳  ऱ࣒ మనం ఇపओ ߖసࠪనం అ ړ ݀  పऱ࣒  ࠭ࢡ۫ ښܽ 1 ݡ࠮   x x x 
చޔరऴసం పऱ࣒ ङږ ڷࡱߕ  ࠗ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ݄ల࡛ ऴ࢑ ށࢩసफరణ 1 ࠳న࣒ ޑ࠴फ  న࣒ 2 x x࠳ పవ࡛ ړߖ
వరڕ పࣆۯ ߖफం࠭࠲ ,޴ ఇపओ  ߖߖ޳ ࡏࠬ ޜ࢑సफరణల ޴న ఇతర బࣗపࣄۯ ࡹޒఈ తరగ ښܽ
ధృ࢒కࡍంۧలڕࡏڝ ߘߝ ߖంܿߕऒ फࡿࢗ ంۨࠫ ߘల޳బࣗప ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ  ڴక࡯ޙ ࡮ۧ ࡏࠬ  ߘ
మघࠫ ߘߝ ߖఅ ఏ࢑ ࡱ ߤగల ఇతర ఫంࣾڝफం۪ࡏڷ ऒ࡯  అޙڵݟ 

కएࡅ నऒࠚ࢑  ऐۯవ ڕफࡏڷ ߕ ఏ࢑ న࢑ڵంచద޴ࠡ ڴ࢓܉స ڕవలࡱ࢑   x , ࡱ߇࢑ ޒణࠫڝޒऴ ޴దܽ࠴ 
ऴపޙङ भ޳۫ ݋ࡵ ݟڕ ߤ࣌ ంۨړ ం ߖߖ޵ ࠭࠲ ݄ల࡛ ऴ࢑ ށࢩసफరణߘ ఉపڵࡆంۨ x cos x tan x 
࢑సफࡍంచగలࠪ మࡅ ޳ࡶ ࠾ࡍకए కएࡅ ޳ࡶ ࣒ڒ  కएࡅ ߤܼ   ఒకx x x x ړߖݞంచށగ ߖ࢐ܽ నࡷద࠴ 
ठࡌࠪ ऒߖ  కھߘనగలࠪ అ޳۫ ߖभ ం, ఎం޶కం݄ ࠬࡏ తరగޔలࡏڷ ࡹफం۪ڕం݄ ࣒ڒ ߤ࣌ ࠭࠲ x x 
फࣃ۫ ࠲సం ࠪऴతڝ ࢐ܽ న࠳बరࣄ ࡱవࡱ࢑ ࢐ܽ నࡷద࠴ ࠭.
 సࡕన ࡱ࢑వల సࠫߖޒ మనం ߕࣆऒ झڡࣄ ࠑ ړڶऴݟ   సం pi pi pi pi piڝ ࠾ࡍమ ݀ ࠑ ޓऴ ࠑ ڷࡱߕ ړ 
ऒߖڜࡍమ ࢡబࣗ ޳ࡶ ޜల܉ށڷ ࢐ܽ మనం ڴరణం߄ࣃ ࠾ࡍమ ࠭ࢡ۫  ऴڝޒణࠫޜܽ࡮ߩߖࠪ ޒ పߖ 
फࣃۯ ࠭  మనం 15 ݟऴݟ 18 ࡱڶऴ࠴ ࡱڶదࡷనߖ࢐ܽ   ߰ందగల࠭.
घࡏ߷  ࢩ࢑ ࡮ ऱషణ࡮ۧ ڕ ࠭ఖङ ऒߕࣆ బܽदڒ సࠪనం ړ ߤ࣌ ߤ࣌ సంڝ హరణ޳బܽद ఉڒ ޴న࠳  xfx x f 

కएࡅ ऒߕࣆ  దܽ ఉతओ࠴ సࠪనం ړ నऒ ం ڒబܽद ߕࣆऒ  వదभ ఉనऒ దܽ ఉతओ࠴  నऒ ం x cos x cos zero 
 సࠪనం ړߖ޳ఒక ޴సࠪనం, ఇ ړ

కएࡅ ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం ࠳న࣒ ړ ߤࣄ సࠪనం ڒబܽद ߕࣆऒ  వదभ ࡓండవ ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ  సࠪనం x x x ړ
కएࡅ డవ ఉతओ࠮  నऒ ం ࠳న࣒ ړ ࣒ڒ సࠪనం ڒబܽद ߕࣆऒ  వదभ ࠮డవ ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనంx 
ऒߖڜࡍమ ߘߝ లठవ ఉతओߕ  నऒ ం ڝసం ࡿࢗफ ऒߕࣆ బܽदڒ సࠪనం ړ ߤ࣌  ߘ  వదभ ߕలठవ ఉతओ నऒ ం x x 
ऒߕࣆ కएࡅ సࠪనం ړ  ఐదవ ఉతओ నऒ ం ړ సࠪనం ڒబܽद ߕࣆऒ  వదभ ఉనऒ  ఐదవ ఉతओ నऒ ం x cos x 
ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद మనం ఇకए भ޳ఆ߮ ޜݟ ం మ࠾ࡍ ݄ల࡛ ࡅకए కएࡅ   ݄ల࡛ ࡅకए  ऴߘ ށࢩంݟ x 
݄ల࡛ ޳ࣄम ంతం 
ప  ݟంߘ ऱ࣒  व߯࠹ వదभ 0 ߘం࠳ ݟన࣒ 0 ప ऱ࣒ ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం వదभ 0 ߘం࠳ ݟన࣒ ࠴తफం f 0 f x f x 
చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అߖ మనం ڝࣆࡱޘవ۪ऐ  
ऒߕࣆ  ݟంߘ ࠆఎ ࣒ࡎࣄ బܽद ݄ల࡛ڒ న࣒  ప࠳ ޜ ࠹వదभ व߯ ړ ऱ࣒  ࣊కంߘ  ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ ݭంݟ x f f x 0 f 0 x 
తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ छ ࡛ ߯ ప  ࡽయࡍदڝ߷  ऱ࣒ ङږ తफం࠴ న࣒࠳ ړࡹ  ࡹ ࢟ܽ࢘ࡍݥ  ࠗ ߯ ప  ࡽయࡍदڝ߷  ऱ࣒  వ 2 0 x 3 4
ऒߕࣆ ܿߦ ޜ ࡛ࠂ ࡽయࡍदڝ߷ దࠬ  ړ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳ సࠪనం ޜ ࢟ܽ࢘ࡍݥ కएࡅ   ఐదవ ఉతओ నऒ ం x 4 x
फࡿࢗ మనం ߧ࡯ద కࠬ ޶న ఐ࠳రకڒ దࠬ ޶తफం ఐ࠴ న࣒࠳ ళࢗ ఇక ߘߝ ࠭ ऱడం ߕࣆ ޶ࡶऒ ऒߕࣆ   f ړ
సࠪనం అࡱ࢑ ߝవలߘ భࡎ फ ޳ۯभ ం ߕࣆऒ  వదभ ఉనऒ దܽ ఉతओ࠴  నऒ ం ߕࣆऒ  వదभ ఉనऒ ండవ ఉతओࡓ  నऒ ంf 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  వదभ ࠮డవ ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనం అߕࣆ ޙ࠼ऒ  వదभ ߕలठవ 
ఉతओ నऒ ం ߕࣆऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  వదभ ఐదవ ఉతओ నऒ ం ࠳న࣒ ڕ సࠪనం  ప ऱ࣒  ఆߤ  ఈ ࡱ࢑వలߘe 
ఉంచడం ޳छ ఈకछ    ߤ࣌ ڕమన ࡌ ࡓ  ޴फంࣆవ ڴ ࡽ ऱܿ ࠳న࣒  ࠴తफం పవ࡛ ړ  ࠬద ߷ڝदࡍయࡽ  ప ऱ࣒  x 0 x 0 4 4
ఒక ࡓ ऱܿ ࠳న࣒ ߕࣆऒ ࡓ ఒక ޴అం݄ ఇ ޶న ఐ࠳రకڒ ޶తफం ఐ࠴  ऱܿ ࠳న࣒ ږङ ࠗ ࠬద ڒరకం x x x 
పऱ࣒ ݡ࠮  పవ࡛ ఐ޶ ࠬద ڒరక࠳న ఐ޶ ఉం݄  ࠭࠲ ఇంڜ ڒన࠭ޑڷࣃ , ఇڝ߷ ޴दࡍయ3 ࡽ ࠬద x x 
ङږ న࣒࠳ ङږ ړ ࠗ फࣃ۫ ߖసࠪనం అ ړ ࠗ ࠭  ప ऱ࣒  పవ࡛  ࠬద  ࠳న࣒ పవ࡛  ࠬద ߷ڝदࡍయࡽ x x 3 x 5 5 x 7
7 అం݄ మనం బࣗపߖ޴ ߰ం࠭ޑ޶, ఇకए డ అߖऒ  శڕफࡱ ࠪऴత࠲ ఉంܼࡅ ࠼కए  ఉߕऒ  x x ࠾ࡍమ ࠼

ङޑऴప ࡱޑښసం ࢐ܽ ࠾ࡍరకం ࠬద ఒకܽ మڒ ణకంڷ ڕపవ࡛ వర ݟంߘ ࠪऒ య ࠪరठంࡹ పऱ࣒  x k k 
న࣒ పऱ࣒࠳ యవ۪ऐۯ ߖసం పڝ ࠭࠲ ڴ࢑ధం޻అ ,࠼ఉంܼ ڴ న࣒࠳   cos x 
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మߖߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍ ధృ࢒కࡍంۧలڕࡏڝ ߘߝ ߖంܿߕऒ సࠪనం  ࣋ए ڕళऱ࠳  ߘ छ ࡛ ࠬద cos x 1 nus x 
ప 2 ࡽయࡍदڝ߷ ऱ࣒  పవ࡛ 4 ࠬద ߷ڝदࡍయ࠳ 4 ࡽన࣒ పవ࡛ 6 ࠬద ߷ڝदࡍయ6 ࡽ x x 
అం݄ మనం ࣄ۫ ߖనߩओ కएࡅ ڕమన ݡ పవ࡛झ ݞږ   ࠪऴత࠲ కࣃߧߖफ cos x ڕऱ మనࢁమ ࠾ࡍమ ࠼ x 
ऴపޑङ ࠪऒ యం࢟ܽ܊ߦ ڴ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ ऴపږޒల సంޑښల తࡌछ త మనం ܼߖ ߤ మࢁऱ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭, x

ऒߕࣆ సࠪనం 10 0 అం݄ ړ  సࠪనం 0 f 0 ړ
వదभ ఒకܽ ܼࡅ ߤకए సࠪనం 1 ప ߩచదర ޙ࠼సࠪనం అ ړ  ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ  బܽद x x ddx x 6 x x fڒ ࡛

ऒߕࣆ  వదभ ఒకܽ ఒకړߖ޳ సࠪనం అం݄ ࡓంݡ అం݄ ࡅకए ండవ ఉతओࡓ  నऒ ం  1 ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ f x x 
కएࡅ సࠪనం 1 ప ړ  ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ సࠪనం 2 ܼߤ ఆࡏ చదరࡓ ߩంߤܼ ݡ ఒక పऱ࣒ ddx ߤܼ  x x x x 
࣋ए छ ప  ߤܼ   సࠪనం ړ ࡛ ऱ࣒ ङږ ߤܼ   ఈ x 2 ڕࠪ ޙ࠼ऱ  అࢁబܽद  వదभ  మڒ సࠪనం ړݟڕ ࠗ x 2 x f 2 0 0
࢑సफరణ అవసరం ڒబܽद మనం ࠮డవ ఉతओ ऒߕ ళࢗ ړߖ ऱవ۪ऐ ప 1 ړ2 ޴ߝబܽद అڒ  ऱ࣒  ङܼ ए࣋ ߤ छ ࡛ f 3 x x 
 ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ సࠪనం 6 ڕ  छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ 2  छ एࡍ  సࠪనం   ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ 6  छ ࡛ x 1 x 2 x x 
 ప ऱ࣒ సࠪనం, x x ddx ړݡంࡓ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ߖ޵ ڷࡱߕ  బܽदڒ 4 ߤܼ 6  f 3 
ఎం޶కం݄ ࣄबࡌంకం ࡅకए  ఉతओ నऒ ం 0 ߯ࡅ ߤܼ ڴకए సࠪనం ࣋ए ړ  छ ࡛  ప ऱ࣒ x 4 x 8 ddf 10 4 ߤܼ 6  x 
ప  ߤܼ పవ࡛ 4 సࠪనం 16 ݟంߘ ऱ࣒ ङږ ߤܼ 16  ࠗ  ప ऱ࣒ ङږ ߤܼ 24  ࠗ  ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ  బܽद x x x x 1 x fڒ ࡛
4 వదभ 0 ߕࣆऒ మనం ߰ందవ۪ऐ ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ړ  ఐ޶ సࠪనం అߘ 16 ޙ࠼ం1 ݟ ప ऱ࣒ ए࣋ ߤܼ  छ ࡛ x 

 ప ऱ࣒  x 
ఉనऒ ޜ ߤܼ  పڒ ࡱ޳బܽद ߕࣆऒ  వదभ ఐ޶ పదࣔړࡏ సࠪనం ڒబܽद ఈ ࠼ߦం݋ వర࢑ ڕసफࡍంచడం x f 
छ޳ ऒߕࣆ ߤܼ ࡌ ందవ۪ऐ߰ ߖన ࠬద ఒకܽ అ࠳రకڒ ఒక ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ప ऱ࣒ ए࣋ ࠹݅ 0  छ ࡛ ࠬదx x x 
ప 2 ࡽయࡍदڝ߷ ऱ࣒ ࡓ 2  ऱܿ ږङ ࠗ ࠬద ڒరక࠳న 3 ప ऱ࣒ ࡓ 0  ऱܿ ڒరక࠳న 4 ࠬద 0 ࡓ ऱܿ  ప ऱ࣒ ࡓ 16  ऱܿ x x 4 x 4 x
పవ࡛ 5 ࠬద ڒరకం 5 ప ऱ࣒  
కएࡅ దࠬ ߤషښ߸ऱߧంࣄ  అ߅క శڕफࡱ మనం ߰ంړ ࠭ޑ޶ సࠪనం 0 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ࡓ 0  ऱܿ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 x x x x 

ङږ రకం  పڒ ࡹ ࠗ ऱ࣒ ࡓ   ऱܿ పవ࡛ ړ  ప ऱ࣒  పదࣔࡓ ࡏ ऱܿ పవ࡛ ړ ఐ޶ ࠬద ڒరక࠳న ఐ޶ ఇߩओ x 3 ޴ఇ ݡ 0 x 4 x 
 ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ߯ పऱ࣒ ݡ࠮   పదࣔڒ ࡏరకం ఐ޶ ࠬద ఒక ఇర࢙ړ సࠪనం ڒబܽद ఇߘ ڷࡱߕ ޴ంݟ ࠭߯ओ  x x 

ړऱ శࡏࣃ ߘࣜ޴ప ݡంࡓ దࠬ ߘࣜ޴సࠪనం ప ړݡంࡓ फ ఐ޶ పऱ࣒  అ߅క శڕफࡱ సࠪనం ڒబܽद ࠭࠲ ఒక x 
బࣗపࡐ ޴పంࡅ ߤܼ ࡹకए  ఉ܉ण ङ޳࢑ ښఓ ࠭ޑ޶ం߰ ߘߩం࠼ ړबల ఐదవ శࡏ फ వరߘߝ ڕ ఈ ܌ࡗ x x 
తࡌछ ఇకए ࡹޒతరగ ޒ డ ఆ߮ࣆफߕऒ ङޙऴప ߘ ऒߖڜࡍంۨ మړ  సమసङ లߘߝ ࡹ  ప ऱ࣒ కएࡅ   ऴపޙङ క 1 ࡹ ۃ࡮ x 
వ࡛झ ߤఇ ߤܼ సంڝ ల ߤఫంࣾ ڡథࠫࡍగ࡮ फࣃ۫ ࡹ޳ం߰ ࡮ఎ ߘ࢑సफరణ ࣒ࡎࣄ సం ݄ల࡛ڝ   x ࡎమ ࠾ࡍమ  ߘ
࠭ఖङ ంࢩ࢑ ڴ ऱషణ࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ e x ࡏࠬ ࡔ࢑సफరణ స ړ న పవ࡛࠳
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