
ङߕదܽ ఉప࠴  సంࡏڷ ڕࠬ ࡹफనऒ టऱޙ࠼, పࠫࡍత ऴࡓ ࡹށࢩండవ ఉపߕङ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ   ߘबలࡏ గޒంచంݟ  
घڴࣄ  శړ फߕࣆ ړऒ एڕఒకܽ కం݄ త ޴ఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖޑఅనం ړ వ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ڕ r ii r 
ప   ࠾ࡍమ ޴ంޔऱࡱۮ ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ړ  న࣒࠳ తफం పవ࡛࠴  ऱ࣒  ࣋ए छ ङږ న࣒࠳ ࡛ సࠪనం 1 ڕ ࠗ r 1 1 r r r 
అߖ మనం ۫࠭ࢡ ఇంڒ ఇ޴ పࠫࡍత ऴڴࣄ ࡹށࢩघ ऒߕࣆ పవ࡛ ޴సࠪనం, ఇ ړ న࣒࠳   r ii ړߖޑఅనం ړ
సࠪనం మࢁऱ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం޴, ఈ వङ ڔ फకరణలߘ ధృ࢒కࡍంచߖڜ ࠭࠲ ړߖݞऒ  r 
రణ సమసङ߄ࣃ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ࠭ సڒ ࡔబܽद సమసङ  ఏߕࣆ ޴ऒ  ߤన࣒ వ࠳ ݋࠼ఎ ݋ం࠼ߦ  
అߕࣆ ޴ߝऒ  న࣒࠳ ߖ޳ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڔࡍమనంద ߖసࠪనం అ ړ޴ప ړ޴ࠫߖఅం݄ ఎ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ 
ఒకܽ అం݄ మనం పࠑ ޴ ఎ޴ࠫߖ అࣆ۫ ߖफߕऒ మߖ మనందࣆࡱޘ ڔࡍ, అ޴ ఒక ࠼ߦంࡓ ݋ంݡ ఐڒ ޶బܽद 
ఈ సందరग ంࡹ మనڕ సࠪ߄నం ࣆࡱޘ.
 ఏࠫ  ti ti like to show it is that we get the same answer by expansing it in 
finite

छ޳ ంపܑయడంࡍ࢑సफ ߖ ऒߖߕ߄సࠪ ޻మనం అ ࡌ  ߰ందగలࠪ అ޴ߝ మన ऴపశऒ   so infinite sum
ऒߖ޵ ,  ఎࡹ࠻ۯ ࡮ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ۫࣋फ మనߕࣆ ڕऒ  న࣒࠳ మం ఒకࡹ࢑  ࣆࡱޘ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ 
ऒߕࣆ  i ړన࣒ ఒకܽ࠳ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳ పం ఒకܽࡐ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ࢓޶ంࠉ 
వࣆफం޴, ఇకए డ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  r ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ 
ङݡࠪ ల࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ పࣄࡍबߖޒ సంతృߧफప࠭࠲ ࠭ۧࡍ ऴߦరంభంࡹ 
ऒߖ޵ ޜ࢑సफరణ ށࢩన ऴࣄ۫  ࢑సफࡍంచవ۪ऐ  , కߘక ఇ޴ మంۨ޳ڒ ޳ అߖ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ࢑ ࣒ࡎࣄసफరణ 
छ޳ ప 1 ޴ఇ ࡌ ऱ࣒  0.
2 ࣋ए छ ࡛ 0.
2 ప ऱ࣒  0.
2 
ङږ ࠗ పऱ࣒  0.
ङږ 2 ࠗ పऱ࣒  ఈ అనంత࠳న ࠴తफం.
࡛ߦ  द మనڕ ఇపओ వۨऐ ݀ ݋ం࠼ߦ ఒక ښܽ ంߗڒ ޴ సࠪ߄నం వ࠼ߦ ߤం࢟ࠀ ݀ ݋ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ 
ऒߕࣆ తफం࠴ బܽद ఈڒ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ   ఐړ޶ సࠪనం ޳ڒ అߧ۫ ߖంచడ࠲ ࠪ లࣾङ ం ڒబܽद ఈ ࡏࣇङ  ݡ
అం݄ ఏࠫܽ ఈ ࠴తफం 0.
2 చ.

 ప ऱ࣒  0.  uare 
ङږ  ࠗ ప ऱ࣒ ऒߕࣆ మనం ޴ఇ ࡹతफం࠴ తࠫࡍప ޴ఇ ߧ࡯క ړ ࡛ࠂ తफం పవ࡛࠴ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ ࡗ܋  2 ݋ం࠼ߦ 

݀ ࣋ए छ పऱ࣒ ߤవ ߤమڒ ࡛  0.
2 ప ऱ࣒  0.
2 ࣋ए छ  సࠪనం 0.gp ړߖ޵ ޴బܽद ఇڒ ࣒ࡎࣄ ޴ఇ ࠾ࡍం݄ సࠪనం మڕࣆޓ ࡛
2 చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం ఒక ࠳న࣒ ߯ పవ࡛ ړ ఒక ࠳న࣒ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ, ఇߕࣆ ޴ऒ  r n r 
ए࣋ ݡంࡓ సࠪనం ړ ݋ం࠼ߦ छ ऒߕࣆ ࡛ ऒߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ  న࣒ 1࠳   0.
.న࣒ 0࠳ फ 1࣋ށڷ ޜ2
2߯ పవ࡛ మ࠾ࡍ పڝࣆޓ ߖޒࠫࡍంݟ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद ఇ0 ޴.n n 
2 చޔరऴߖࣃऒ .న࣒ 0࠳ 1 ݟంߘ 1 
.फ 0࣋ށڷ ޜ2

 ࣋ए छ సࠪనం 2 ړ ࡛
0.
.0 ޴సࠪనం, ఇ ړ 8
 ,సࠪనం ړ04
0.
.0 ޴సࠪనం, ఇ ړ 20 1߯ ߯ 8
.తफం 1࠴ తफం࠴ బܽदڒ సࠪనం ړ05
2 అޔ࢓ం޴.
 ప ऱ࣒  0.
05 1.
  బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖనం అ߄న సࠪࡕస ޴అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ25
छ޴ పద ऴߖށࢩ మనం ఒక ࠳న࣒ ޑ࠴फ ऒߖ  పవ࡛ ࠳న࣒ వߤ ఈకछ छ޳ ంచడంࡍ࢑సफ ڴ࢑ధం నࣄۯ ړ ࡽ r t ࡌ
సࡕన సࠪߖߕ߄ऒ  ߰ందవచऐ .޴फంࣆۨࣇ హరణ޳ఈ ఉ ߖ

వߤ పऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ఇߖऔ పङࡐࣃ ࡮ۧ ڕవర ܾߖ న సమసङ࠳  సంఖङ  o r r r   ݡంࡓ 
ఒకܽ పऱ࣒ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ం , పవ࡛޳ంڕࣆޓ  కం݄޶ఎం ࣆࡱޘ నం߄సࠪ ڕఅం݄ మన ݀ ݋ం࠼ߦ ࡗ܋ 
ఇ1 ޴.
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సࠪనం అం݄ ړ మం అం݄ 10 ࠬద 12ࡹ࢑ ړ10 ړ12 ࣆࡱޘ ڕనం మన߄కం݄ సࠪ޶మం సࠪనం ఎంࡹ࢑ 2
5 ࠬద 6 అం݄ ߕࣆऒ  బܽदڒ ࣆࡱޘ నం߄సࠪ ڕమన ࡔఅం݄ స ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ 
మనం ݞږ అ޻ ߰ం࡯ݞ۫ ޾ࡶ ࠵ޑ޶ 
ऴ࢑ ڴށࢩసफࡍంచడం ޳छ నం ఇవछ߄సࠪ ࡌ ం࠭࠲      ݟ ఇపओ ఇకए ښܽ డ 0.
ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ࠭޳ం߰ ߖ8 ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ   ڥߖత ޴ߝఅ ޳ࡶ ޳ంޔ࢓అ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ޴ఉం ࣄయవలۯ  త࡯࠻ۯ ڥߖ మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ సమసङ  వࡵ మనం ڴ ࠹ࡆ܊ ߖߖ޵ 
۫డవ۪ऐ   ऴ࣒ܽࡎࣄ ڡ అ0 ޴.
.న࣒ 0࠳ 1 ࡹరऴసంޔతफం చ࠴ 2
2 ప ऱ࣒  0.
2 చదర࠳ ߩన࣒ ڒబܽद ఇ޴ పࠫࡍత ऴ߄ࣃ ࡹށࢩరణ ߖషओ .న࣒ 0࠳ फޒ
ऒߕࣆ తफం࠴ బܽद ఈڒ 2 ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ   ߧ࡯ఒకܽ క , ڷࡱߕ 
ऒߕࣆ .0 ޴फ ఇ࣋ށڷ ޜݡంࡓ ݋ం࠼ߦ 
04 
ఒక ࠉంށڷ ޜ1 ߯࢓޶ంచబݟం޴, ఇ߯ڷࡱߕ ޴ ఒక ఇర࢙ړ సࠪనం, ఇ޴ ఒకܽړ ࠭߯ओ ऒߕࣆ ޴సࠪనం, ఇ ړ
ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ నం߄బܽद సࠪڒ ,ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮   ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ 
फࣃ۫ బܽद మనంڒ ࠭ పవ࡛ ࠳న࣒ వڕ ߤ ఒక ࠳న࣒ ࠴తफం మ࠾ࡍ పవ࡛ ࠳న࣒ వڕ ߤ ఒకܽ పऱ࣒  r r 
 ݢంࡓ తफం࠴
ऒߖڜ మనం ݞږ ओߩనࣄۯ ڥߖత ޜవలࡱ࢑ నࣄ࡯ޘ   ߖफందࣆనం ఇ߄న సࠪࡕస ړߖ࢐సफ࢐ ࣒ࡎࣄ ݡ
ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ , ఇపओ ܽవరߖ ߖߖ޳ ࠭࠲ ڕజంߧࡐߖ ڴంచ࠭࠲  ߗڒ ޶ࡶ ఇߩओ ంۧ࠭ ऴపశऒࡍక࢒ధృ ݦ  
ఏࠫటం݄ ࠳న࣒ ఒకܽ ࠪऴతߖ ࠲జࠪ, ࠳న࣒ ࡓం࠳ ݡన࣒ ߖڜ ޳ࡶ ݡ࠮ऒ బదम సంఖङޔࣜ  ల ࡍڷంۨ 
ओߦۮ లం݄ ޳छ పओۮ ݡంࡓ సగం ࡌ వ۪ऐ   అ޴ߝ సంऀపफంڴ ऴపశऒ తघߕధ ޶ం࠭ ڕఇంత ࠭࠲ , క t hree 
पࡌߪ ంకం ڝసం ޴छ పద ޳ࣄम ంߖޑऒ  అధङ యనం ࠭ࣃۯ మ࠾ࡍ శړ फ1 ړ ప ऱ࣒ తफం 1 ప࠴  ऱ࣒  n n x nc 1 x 
 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.nc 2 x nx n 
 ప ऱ࣒ ఉనऒ ڕసం మనڝ కۨࣇ ల సమऴగږߘࣃ బܽदڒ పవ࡛ ݟంߘ   లࣾణం ఏࠫటం݄ , ప޳ల సంఖङ  x n n 
పࠫࡍత࠳న޴ మనం  ڝసం కల࠼కߘ ఉపڵࡆంచవ۪ऐ  సࠪనం, b r ncr n ڕవర ݟంߘ 1 0 
 ߘలߘఈ ప ࠭࠲
ऴపږޒల సమऴగంۯ ޜయవ۪ऐ  ऴపږޒల ۨࣇక 
అ޴ߝ ప޳ల సంఖङ  పࠫࡍతంڴ ఉంߗڒ ,޴ ࠭ఖङ ంڴ మనం ࠳న࣒ ఎࣄ ߤఆ࡛ ߖ ఉపڵࡆంచ࠭ࡶ ఎం޶కం݄ 
ఇߖ ޴రछ ۨంచబడڒ ޶ࡶబܽद మనం పߘలڜ ߘంۮం ࠚనऒ  మనం ޶కం݄ ࠭ంߖ޳ ߗڒ ,࡯࠻ۯ ࡹޒࡎ న࠳
 దట࠴
ఒక ࠳న࣒ ఆ࡛ ࠴తफం ఏࠫ݇ ۫޳भ ం.
  పవ࡛ ࠳న࣒ ݀ మࢁऱ మనం ࡹ ߖߖ޳ బࣗప޴ వࡵ ऴ࢐యవచऐ फࣃఊࣕ ߖ ࠭, ఇ޴ ఒకܽ కం݄ తڕए వ r r 
కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ڕ కనछ ࡓ णం݋ అޔ࢓ం޴ 
, అ࢑ ޙ࠼సफరణ ࡅకए నడం ࠪ లࣾङھߘక ߘలڒణڷ  ం 
ఇ޴ పࠫࡍతޙ࠳ అంޒమంڴ ఉండࡍߖ ,޶ भషद ࠭ڵంߩ తࡌछ త సంబం߅త ڷణߕࣆ ࡱڒऒ  బܽदڒ ,࠼ޑరࠪ ڴ
ఒక ࠳న࣒ ࠴తफం పవ࡛ ߘం࠳ ݟన࣒ ࡓంݡ వరڕ ఉనऒ నడం లࣾङھߘక ߘలڒణڷ  ంڕࣆۯ ڴం޳ం.r 
  పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంݡ అߕࣆ ޴ߝऒ ఒక  ప ܿߦ ޜ ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ  నడం r rھߘక ߘలڒణڷ ఈ ,ࡔసࠪనం స ړ ࡛
ࠪ లࣾङ ం , ఒక ࠳న࣒ ࠴తफం పవ࡛ ࠳ ړన࣒ ࡓంݡ, పవ࡛ ࠳న࣒ ڕ ఒక ࠳న࣒ ࠴తफం సࠪనం అڕࠪ ߖ r r 
 ࣆࡱޘ
ఒకܽ ࠳న࣒ ߘంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽށڷ ړంచబޔݡంڒ ޴బܽद మనం ߖߖ޵ సంబం߅త ࡅ ࣒ࡎࣄకए  r 
ఉతओ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴफޒ , ఇ޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ఆ߯ 1 ,޴ంޔݡంచబށڷ ޜ  r r 1 r r 
మనం ఏࠫ ऴపయޒऒ फࣃ కएࡅ ࠭࠲  ࠭  ࢑࢑ధ శڕफల ڝసం ߘంݟ శړ फ వరڷ ڕణڒలߘ కھߘనړߖݞ k r k 
ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ ࡱ࢑వలߖ2 0 ޜ ߱లऐ ऒޒऴపయ ړߖݞ फࣃ ऱ 1 పࢁమ ߖߖ޳ బܽदڒ ࠭ ऱ࣒   ప ऱ࣒  a 1 a r 

࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ भࣃంۨ ऴ࢐ށڷ  ం 1 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ  బܽद r r rڒ ࡛
శړ फ 0ࡅ ړకए కएࡅ ߖ޵ క పదంڛఏ ߖࡶ యం࠲ణకం ఏ ऴపڷ   ఉతओ  సࠪనం r r ړߖ޳फ ఒకޒ
ऒߕࣆ బܽदڒ కएࡅ   ఒక ڷణకం సࠪనం ڒబܽद మనం ࡓ ߘంڴݡ ߰ందవ۪ऐ .r r 
 ఇ޴ ఈ ށڷ ޜంచబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇށڷ ޜߖ޵ ࢑ంచబడڒ ࠼ޑబܽद ࡅకए ణకం ఒకܽ పऱ࣒ڷ   ఒకܽ r r 
సࠪనం ࣋ए ړݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ సࠪనం ړݡంࡓ छ కएࡅ ࡛ ణకం అం݄ మనం ࣋एڷ  छ  r rڴࡱڒర ݡ࠮ ߖ ࡛
కھߘనవ۪ऐ  మనం ࣋ए छ ంచవ۪ऐށగ ڴࡱڒర ݡ࠮ ߖ ࡛  ఒకܽ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ప  ړࡹ  ऱ࣒  ࣋ए छ  r r r r r 1 ߖ ࡛
ంచవ۪ऐށగ ړࡹ  ఎం޶కం݄ ఇతర పࡅ ࡱ޳కए  అ߅క శڕफࡱ ఎం޶కం݄ ࡹ࢐ܽ ఏ࢒ ࣋ए छ  హదంr r޾ ڕ ࡛
బܽद ࣋एڒ ࢓యۯ छ కएࡅ ࡛ ణకం  పڷ  ऱ࣒   ప ऱ࣒ బܽद  ఈకछڒ సࠪనం ړ   r 1 ړ ࡽ 1 1 3 a 2 3.
ङږ ࡏࠬ  కएࡅ ࠗ  నڝ ߕ࠮ఎ߹ࢳయంߘ ݋ అ࢑ ޻ధంڴ ఒకܽ పऱ࣒ ङږ  ए࣋ ߖ ࠗ छ r r r ړࡹ ࡛ r r 
࣋ए छ ङږ ఆ߯ ړࡹ ࡛ అర ړࡹ ࠗ बం ࣋ۯ ࡮ߝڕࣆۯ మࡗ పదం ڝసం ࢗళߘޑ  ఒక అߖऒ  r ur r ࡹ࢐ܽ  సంڝ 
ङږ ङږ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘ ࠗ కएࡅ ࠗ కएࡅ  బܽदڒ సࠪనం ړڷࡱߕ ణకంڷ   r r ݡ࠮ ࡹణకంڷ రణ߄ࣃ 
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అړڷࡱߕ ޴ߝ సࠪనం, శړ फ ړ సࠪనం  ప ऱ࣒ కం݄  ప޶సࠪనం ఎం ړݟڕ 1  ऱ࣒  k k k rr 1 ࡱబంధనߖ 1 
࣋ए छ ࡛ ఉంܿం޴  ఇకए డ ఒక ࡍߖ भషद పదంށڷ ޜంۨనߩओ ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ ݡ ܽ 
శړ फ వరڕ వరڕࠬ ڕ శړ फړ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠳ 1 ࠭࠲న࣒ ࠴తफం పవ࡛ ࠳న࣒ 2 1 ړ ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  ऴޓ k r r r r r
࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ ࡛  అږ ڷࡱߕ ڼ࡮ङ ࠗ వంܽ వङ ڔ फకరణڕ ఒక ࠳న࣒ ߪర पం ߘంݟ పవ࡛ r r 
फޑ࠴  న࠳మనం అనంత ڕన࣒ ݀ వర࠳ ऒߖ  ߰ందగల࠭.i 
  పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ڒబܽद ఇ࠳ 1 ޴న࣒ ݀ ఆ࡛ పऱ࣒  ऴޓ ఆ࡛ ࣋ए छ ङږ ఆ࡛ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡛ ࠗ అޔ࢓ంࡏࠬ , ޴ ఒక ప ऱ࣒  
ఆ࡛ ޑ࠴फ ऒߖ  పవ࡛ ࠳న࣒ ݀࢑ ړసफࡍంۧలࣆۨࣇ ߘߝ ߖफߕऒ .ߘ
  శړ फړ ఒక ప ऱ࣒ छࡌన࣒ ఒకܽ  త࠳ తफం࠴  త ڝఎ߹ࢳయం݋ లߘ స߱ࡍలऐ ऒޒऴపయ ړߖݞ ంచంݟ మ࠾ࡍ r d 

 ప ऱ࣒ झڡఎ ړ న࣒࠳ తफం పవ࡛࠴   ऴ߭షڴ ߤ ߰ం޻ంڕ޶ ऴపయޒऒ ంచం࠴  ݟతफం పవ࡛ ࠳న࣒ ऴ1 ړޓ r 2 r 
సࠪనం అ޴ߝ పࠫࡍత ऴߕࣆ ࡹށࢩऒ  ప ऱ࣒  ఒకܽ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ మ࠾ࡍ ఈ b b r b 2 r b 3 r 
అనంత࠳న ࠴తफం మࡓ ࠭࠲ ࠾ࡍం࠴ ݡదࡷన ࡱ࢑ ࢐ܽవలߘ కھߘనړߖݞ b 0 b 1 d 
ऴపయޒऒ फࣃ ࠭.
  అۯ ࡮యߖߖ޳ ࠭࠲ ,ړߖݞ ఈ ऴړం࢑ ޴ధంࣃۯ ڴफ న࣒ r r࠳ 1 ړ న࣒ 3࠳ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳ 1 ࠭࠲ ,࠭
1 ࣒ࡎࣄ ڕ ߤన࣒ వ࠳ సࠪనం ڕ ߤన࣒ వ࠳ న࣒ పవ࡛࠳  ݟంߘ  న࣒࠳ న࣒ పవ࡛࠳  సࠪనం ڕ r 2 1 r 
࢑సफరణ మనڕ ఇపओ ఇపओ ڕࠪ ంۨࡍڷ ࢑సफరణ ࣒ࡎࣄ సంڝ ߖ޵ ࣆࡱޘ ښܽ  న࣒࠳ బܽद పవ࡛ڒ ࣆࡱޘ ښܽ
 న࣒ ఆ࡛࠳ ఒక ࠾ࡍమ ړޓన࣒ ऴ࠳  పవ࡛ ࠭࠲ ߝڴ࢑ధం నࣄۯ మనం ڕవర ݡంࡓ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ ݡంࡓ
फޑ࠴ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ڴ࢑ధం ޻అ ړߖ फࣃ ࠭  పవ࡛ ࠳న࣒ ࡓంߖݡ ఒక ࠳న࣒ ޜ పవ࡛ ށڷ ړంۧ࡯ r mi

వߤ అ޴ߝ  ప ऱ࣒  ݀  ప ऱ࣒  ऴޓ ఆ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ ࡛ࠂ  బܽद  పڒ  సࠪనం ړ ࠗ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ nus 1 ޜ ࡛ r r 1 r r 
కएࡅ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబށڷ  ఉతओ ړశ ࡹణకంڷ फޒ फ࣋ށڷ ޜ1 0 ړफ 1ړ సࠪనం ڒబܽद 1ړ సࠪనం ߕࣆऒr b 

కएࡅ  ఒక ڝఎ߹ࢳయంڕ ݋ సࠪనం, ఈ ࡅకए  ఒక ڷణకం ఈ  ప ऱ࣒ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ఒకܽړ సࠪనం, ఇ޴ r r r r r
 ఒకܽ r ړ పవ࡛ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ࡱగంట ݡంࡓ फ࣋ށڷ ޜߖ޵ ߖంܽݟంࡓ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆफ ఒక వ࣋ށڷ ޜ
 ప ऱ࣒ తफం ఒకܽ పऱ࣒࠴ ݀   బܽद ఒకܽ bڒ ݡంࡓ 

࣋ए छ కएࡅ ࡛ ओߩసࠪనం, ఇ ړ ݋యంࢳ߹ఎڝ ݡ࠮  ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ నవ۪ऐھߘక ڴలభంࣆ   ఈ ࣋ए छ  r r ޜ ࡛
ఒకܽ పऱ࣒ ڕߕ फ࣋ށڷ  ఈ ࡓంݟంܽߖ ఈ ࣋ށڷ ޜफ ڕߕ ఇࣆफంࡓ ޴ంݡ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఈ ݡ࠮ ࣋ए छ ࡛ r r r 
ए࣋ ݡ࠮ ڕߕ फ࣋ށڷ ޜߖ޵ छ ࡛ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆڒ ࡏబܽद ࡓంݡ ఆړࡏ సࠪనం ߘߝ మࡗ ట࡛घ  r b 
फࡿࢗ సంڝ ݋యంࢳ߹ఎڝ ङږ ߘ కएࡅ ࠗ ङږ ణకంڷ  సࠪనం  ఒకܽ పऱ࣒ ړߖ޳న ఒకݟంచబށڷ ޜ ࠗ  r r 
ంۨ ࣋एށڷ  ݡంࡓ छ ࡛ అం݄ ࡓంݡ పऱ࣒ పऱ࣒ ݡ࠮ ޴ంۨ అށڷ ݡ࠮   r r r r r r ڷࡱߕ ఒక ڷࡱߕ 
ङږ ङږ ڷࡱߕ ంۨ ఒకށڷ ࠗ  సࠪనం r b ړ޴ప ݡ࠮ బܽदڒ సࠪనం ړ޴అం݄ ప ڷࡱߕ ంచడంށڷ ࠗ
 రణ పదం߄ࣃ బܽदڒ ށࢩऴ  ޴फంࣆచన ఇࡹఒక ఆ ڕమన ޴బܽद ఇڒ
ప  ޴ంޔݡంచబށڷ 1 ऱ࣒  1 ప ऱ࣒ ప  ޴ంޔݡంచబށڷ 1  ऱ࣒  ఒకܽ ށڷ ޜంచబޔݡం࠳ ޴న࣒ ఒకܽ k k k 
फ 1 ప࣋ށڷ ޜ 1 ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబށڷ ఒకܽ ݟంߘ ऱ࣒  2 ప ऱ࣒ సࠪనం  ప ړ߯ 3  ऱ࣒ సࠪనం అం݄  ప ړ 1  ऱ࣒  1 k k 
ప  ړࡹ ऱ࣒ కएࡅ ړ పవ࡛ ޴ఇ ޴ంޔ࢓అ ޴ఇ ݀ ࠑ ݀  ऒߕࣆ ࡏࠬ బܽदڒ సࠪనం ޜణకంڷ   k bk k r r ړ
సࠪనం అ࠼నߩओ ओߩన࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ޴ߝఅ ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ ړఒకܽ ޴అ ݡ  k ޴ఒకܽ, ఇ ޴ఇ ݡ
ओߩన࠼సࠪనం అ ݡంࡓ ޜݡ࠮ ߧ࡯క ݡంࡓ ओߩన࠼సࠪనం అ ړݡంࡓ ޴ߝఅ ݡ పऱ࣒ ݡ࠮ ޴ఇ ݡ  k 
ऒߜफ ప࣋ށڷ ޜڷࡱߕ ߘݡ࠮ ڷࡱߕ ంࡓ ݡంڵ࠙ ޜݡంచబݟనߩओ సࠪనం  ఈకछ ړࡏఆ ޴ߝఅ ݡ  k ܿ ࡽ
ऴޓ అ࣋ށڷ ڷࡱߕ ޴फ ఐ޶ ఐڵ࠙ ޜ޶ంచబݟన ఇర࢙ړ సࠪనం  ࡓంݡ పړ޴ సࠪనం ڒబܽद మనం ఒక ࠳న࣒
ఆ࡛ ޑ࠴फ झڡఎ ړޓన࣒ ऴ࠳ పవ࡛ ړߖ  ऴ߭షߖ ߤ ߰ం࠭ޑ޶, ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఒక ࠳న࣒ ࠴తफం పవ࡛ ࠳న࣒ r 3
घڴࣄ బܽदڒ ޴फంࣆవ ړ  అߘ 0 ޴ߝంݟ ఇߖऔ ప  ܾߖ ऱ࣒ ప  ړ 1  ऱ࣒ ړశ ݟంߘ సࠪనం ړ2 ࠑ 2  फ ړ k k k r k 
ఖۨऐ తంڴ ఈ ߖబంధనలߘ ఏకపࣾంڴ ߭దभڴ޴ గށంచడం ࣃధङ ం ޶ڒ ధߕతघ క సమऴగం ڝసం ږߘࣃల n n
घࡏ߷ సం మనం ఒకڝ కएࡅ సంڝ ࡯޳ం߰ ߖ࡮ ړశ ݟంߘ ణకంڷ  फ అ޴ߝ n n r r k 
మనڕ ఇపओ ఉనऒ ښܽ nck ߖ మనం ߖఅ ࢓ڒ ܿࠈऱࡱۮ ړ లږޒऴప ࡱబంధనߖ సࠪనం  అܿవంܽ ړ  n ncr
फࣃऴ࢐ ߖన࣒ అ࠳ ࡽయࡍदڝ߷ దࠬ ࡽయࡍदڝ߷ దࠬ ࡽయࡍदڝ߷ ओߩబܽद మనం ఇڒ ࠭  n n n r n ݡ
ऒߖڜ ݟంߘ ࡽయࡍदڝ߷ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ࡽయࡍदڝ߷ యవ۪ऐۯ भ޶ర ߘబంధనలߖ   n r ڕబܽद మనڒ 
లࠚం࠳ ޴ۯన࣒ 1 ߘం࠳ ݟన࣒ 1 ߘం࠳ ݟన࣒ ࠳న࣒ 1 వరڒ ڕరకంڵ࠙ ޜంచబޔݡం޴ n n n n r r 
घࡏ߷ ڕమన ޴బܽद ఇڒ ऒߖ޳న࣒ ప࠳ బܽद మనంڒ ޴फంࣆఇ ߘ࡮  న࣒ 1 c nk n n࠳ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒࠳ 
న࣒  ప࠳ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒ 2࠳ న࣒࠳ ړࡹ ऱ࣒ छ޳  फࣃۨࣇ ࡌ n n k k fa  ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜ 1  ࠭ ctorial 
మనం ۫ࣃफ కएࡅ ړ పవ࡛ ޴ߝఅ ࠪڒ న࣒࠳ ࠭ ణకం, ఒక పڷ  ऱ࣒ c n k k ړ న࣒࠳ తफం పవ࡛࠴  r x n 
࢑సफరణࡅ ࡹకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ధృ࢒కరణࡹ ఒక ࠳న࣒ ޑ࠴फ ऒߖ  పవ࡛ ࠳న࣒ ړ x r 
పࡍగށంచంࡅ  ݟకए కएࡅ న࣒࠳ ణకంڷ ݡంࡓ   కएࡅ న࣒࠳ ణకంڷ   న࣒ r r r r࠳  ణకం సࠪనంڷ 
࣋ए छ కएࡅ ࡛  ణకంڷ న࣒ 2࠳ 
ङږ న࣒࠳  రకం అం݄ సࠪనంڒ న࣒ 3 ࠬద 2࠳ న࣒ 2࠳ కएࡅ ࠗ  న࣒ 4 r࠳ న࣒ 3࠳ న࣒ 2࠳ ణకంڷ 3 
 సࠪనం ړన࣒ 4࠳ ߯ న 3࠳రకڒ న࣒ 4࠳ న࣒ 3࠳ న࣒ 2࠳ ࡵవ 4 ޴సࠪనం, ఇ ړ రకం 3ڒ
࢑సफరణ 1  ప బܽदڒ ऱ࣒ న࣒  ప࠳ ړࡹ న࣒ 2࠳  ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ ړࡹ 3  छ ࡛ ప ऱ࣒  తफం r r r࠴ న࣒࠳ న࣒ 4࠳ 
ङږ పऱ࣒ ߤసࠪనం అం݄ వ ړ ࠗ  ݀ ఆ࡛ పऱ࣒  ऴޓ ఆ࡛ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ ఆ࡛ ࡛ࠂ  మన వదभ ఉనऒ ޴ఇ ޳ࡶ ࠗ  ࣒ࡎࣄ 
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అࣃ۫ ߖफ ङߩߖࠪ తށజగࠊ ࠭࠲ ࠭ ओߩనࣄۯ ߘ ߤషࡶ కएࡅ తం࡯ఫ ޴క ఇߘక ,࠭޳ం߰ ݡ  ఒక ధృ࢒కరణ,
ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ओߧۮ ݦ న ఫ࡯తం ࡅకए  ధృ࢒కరణ ఇ޴   ప ऱ࣒ కएࡅ   శړ फ ࠳న࣒  ڕ ࠆڝ ధృ࢒కరణ ޳ۯभ ం  1 r 3

࣋ए छ కएࡅ ࡛  రకం అం݄ rڒ న࣒ 4 ࠬద 2࠳ ݟంߘ న࣒ 3࠳ ణకంڷ న࣒ 3࠳ 
ङږ కएࡅ ࠗ  ప ऱ࣒  సࠪనం r ړ న࣒ 10࠳ రకం 3 ࠬద అం݄ڒ న࣒ 5࠳ న࣒ 4࠳ న࣒ 3࠳ ణకం సࠪనంڷ 6 

ప  ړ న࣒࠳ బܽद పవ࡛ڒ ऱ࣒ న࣒  ప࠳  తफం࠴  ऱ࣒  ࣋ए छ ङږ న࣒࠳ ࡛ 3 ߖసࠪనం అ ړ ࠗ 1 r 1 3 r 6 r 10 r 
మనం ۫డవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఒక ࠳న࣒ ޑ࠴फ बࣃ  ړޓన࣒ ऴ࠳ పవ࡛ ړߖ నంࡹ ఉంచడం ڝసం సࠪన࠳న r r r 
ఫߖޑ࡯ऒ  మనం ۫࠭ࢡ.
ऒߖޑ࡯న࣒ ఈ ఫ࠳    ߰ంޔ޶ంऀߦ ࠭࠲ ,޴క ۨࣇక޴ ޜछ పద ࢑సफరణߘ పࣃ࡯ࢣࡍफ ࠭, అం݄ 1 ࠳న࣒ r x 
 న࣒ సగం x࠳ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳ 1 ޳ࡶ తफం పవ࡛ సగం࠴
వరڕ ఒకܽ ࠳న࣒ ޑ࠴फ ऒߖ  పవ࡛ ࠳న࣒ ڕ ప޳࡯ࢣࡍभ ం.x 
 సగం మనం పవ࡛ ࠳న࣒ 1࠳ 1 ړన࣒ 6 ࠴తफం 1 ࠳న࣒ ࡌߪप  ఒకܽ కం݄ x x ݟంڝࣆࡱޘ ߖసࠪనం అ ړߖ
తڕए వ  ࠳న࣒ ࠴తफం పవ࡛ ࠳న࣒ సగం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ం, 1޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ x 0 1 x 2 x 
అߩओ సछ ߖߖ޵ మనం ݡ యంށڷ ڴంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ మనం ڷణڒలߘ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ फ  ࣋ए࣋ۯ సమం ޜ  छ ࡛ 1 x x 
 ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ఈ ࣒ࡎࣄ అߩओ నऒࠚ࢑ మనం ݡ  సࠬకరހలߘ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ అకए డ ߘం0 ݟ x a 1 a 2 
షएࡍప ߘవలࡱ࢑ సం ఈڝ ࢐ܽ నࡷద࠴ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ బܽद మన వదभ ఉనऒڒ ,࠭ ऒߕࣆ ޴  సࠪనం ړ
మ࠾ࡍ ఒక  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ఒక ޴ంޔݡంచబށڷ ޜరऴసంޔచ ݡంࡓ   ప ऱ࣒  ఒక  ప ऱ࣒  రऴసం x x x xޔచ ݡంࡓ 
ऴపړߖ޳ޒ మࡗ పదం ऴ޳࢐भ ం 1 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ए࣋ 0 ޴޻ంకం ߰ంࡌबࣄ బܽद మనంڒ ࠗ छ ࡛ x x x 
మ࠾ࡍ మనం ࣄबࡌంకంޜ సࠪనం ۯయవ۪ऐ  ఈ ऴށࢩ ఒకܽ ڒబܽद ߕࣆऒ  చޔరऴసం ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद 

 ప ऱ࣒ ऒߖڒరڒ లږߘࣃ ࠭࠲ ߗڒ సࠪనం ړ  న࣒ 1࠳   సࠪనం a 0 e c ړబܽद 0 1ڒ ࠾ࡍంܼ࠭ మڕࣆޓ 
అߖ అڕߘం޳ం , ࡅకए ప  0 ޴ణకం ఎంత, అڷ  ऱ࣒  సࠪనం 2 ߘం1  ړࡹ ݟ అړ2 ޴ߝ x a 1 a 1 a 0 a 0 
సࠪనం, ఇ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇ޴ ऴߘ ށࢩంݟ ఒక ࠳న࣒ ࠴తफం పవ࡛ ࠳న࣒ వߘ ߤంݟ వࣆफంڒ ޴బܽद x 
బܽद ఒకܽ  ࣋एڒ ఒక ఒకܽ సࠪనం ݡంࡓ छ కएࡅ ࡛  సగం ڝఎ߹ࢳయంړ ݋ సࠪనం   ఒక  ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x 0 2 1

ऒߕࣆ ఒక ݡంࡓ బܽदڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక 0 ړࡹ  బܽद a 2ڒ సࠪనం ړߖ޳రऴసం ఒకޔఒక చ ߧ࡯క ݡంࡓ 
ऒߕࣆ ఒక ݡంࡓ छ޳ ڷࡱߕ  సࠪనం ړݡ࠮ ڷࡱߕ ړన࣒ ఒకܽ࠳ ఒక ݡంࡓ   a ݡ࠮ ݡంࡓ ఒక ݡంࡓ ࡌ
छ޳  తफం x࠴ న࣒࠳ బܽद మనం ఒకڒ సࠪనం ړ޴ࠫߖఎ ࠑ ݡ࠮ ݡంࡓ బܽद ఒకڒ సࠪనం ڕڷࡱߕ ࡌ
పవ࡛ ࠳ ړన࣒ సగం అం݄  ప ऱ࣒ ప  ړࡹ ࠆࣔ  ऱ࣒ ए࣋ ࠑ   छ ࡛ ప ऱ࣒ సࠪనం ۪కए ړ  లݟږ ޜన ࢑సफరణ1 ߘ x 3 8 x 
మనం ࣄۯన ࢑ధంڴ ఉపڵࡆంచడం ޳छ फࣃ۫ ߖఅ ޳ࡶ ࠭ޑ޶ం߰ ޻మనం అ ࡌ ࠭  ऴపږޒల ࡌߪप ంڒల 
पࡌߪ లږޒబܽद ऴపڒ సంڝ ంڒల ڝసం ࠬࡏڷ ࡏफం۪ڕం݄ ࠭࠲ ఏࠫ ࠭ࣃۯ  
కएࡅ ݟంߘ న࣒ పవ࡛࠳ 1 , ړన࣒ శ࠳ తफం࠴ ణకంڷ  फ࠳ ړన࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ x k x n n n n 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒  మనం k k ࡽయࡍदڝ߷ సࠪనం ړ1 

छ޳ ङޙऴప ړ ࡌ ంۨ ఇకएړ డ ࠳న࣒ సగం ڝసం వࡍ फంపܑ޳भ ం, ڒబܽद ࡐࣃపङ  ࢑సफరణߘ ఉపڵࡆంచడం p q 
छ޳ న࣒ సగం  ప࠳ న࣒࠳ న࣒ సగం 1࠳ తफం పవ࡛࠴ న࣒࠳ 1 ڕమన ࡌ ऱ࣒  న࣒ సగం x x࠳ న࣒ సగం࠳ 
ప  న࢑ࡷద࠴ రऴసంޔరకం  చڒ సࠪనం ړ న࣒࠳ ऱ࣒ ప  ࠆࣔ  ऱ࣒ ए࣋ ࠑ   छ 1 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ 2 1 x 3 8 x 
ऒߕࣆ  ఒకړߖ޳ సࠪనం ఒకܽ ఒకܽ సగం ࡓంݡ సࠪనం ࠑ ݡ࠮ ఎ޴ࠫߖ అߖ మనం ఇపओ .࠭޳ం߰ ښܽ
 అ޻ సࠪ߄నం ఓښ ऴ߾ంݭझ फࣃ࢘ߧఆ ࡹ ߤష࣊ ࡍప޶త ߘ ߤఈ ࣊ష ߘߝ ޜߖ޳  घࡏ߷ ఈ ߘߝ ߘ  ంతࡍమ ޜ࡮
࢑సफࣃࡍफ ధనङ ߘ ధనङ ࡱ޳࢐  ࡱ޳࢐
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