
 ആദّ ْപഭാഷണ؋ിൽ 1 ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് 1 േല؛ 1 ്ׯസ് ؛സ് സ്കٔയർ r r r 
 െത്ؗ rؗുׯൾ േനാ׹ളുെട ദٔിപദ വിപുലീകരണമാണ് ഞ׹സ് കّൂബിന് തുലّമായ പദْപേയാഗ؛
നി׹ൾ ഓർുؗുׯെ؇׸ിൽ, പരിമിതമായ പരآരയിെല ര؇ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക.  സി׶ എؗത് പവർ ന് പൂജّം മുതൽ അനؓത വെര r ii 
തുലّമാണ് , ഇത് ഒؗിൽ താെഴയുت ന്െറ േമാഡുലസിന് സാധുതയുتതാണ്, കൂടാെത 1 ؛സ് പവർ r r 
ൈമനസ് 1 േല്ׯ െമാ؋؋ിൽ 1 ൈമനസ് ؛സ് സ്കٔയർ ൈമനസ് കّൂബിന് തുലّമാെണ്ؗ r r r 
ഞ׹ൾ ക؇ു. കൂടാെത ഇത് പരിമിത േْശണിയിലുت സി׶ ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, ഇത് പവർ r ii 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, വീ؇ും ന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗിൽ താെഴയാണ്, ഈ പദْപേയാഗ׹ൾ r 
പരിേശാധിׯാൻ ഇ്ؗ ഞ׹ൾ കുറ്׺ ലളിതമായ ْപശ് ന׹ളിൽ നി്ؗ ആരംഭിുׯം ശരി, അതിനാൽ ഒ്ؗ
പൂജّം എؓാണ്  േപായിന്റ ്എ؂് ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّം േപായിന്റ് എ؂് എ؂് ൈബ പ؋ിന് തുലّമാെണؗും
അതിന്െറ ൈമനസ് ഒ്ؗ അർ،മാؗുׯത് പ؋ിെന എ؂ിേല്ׯ േനാുؗുׯ എؗാണ്, അത് നമു്ׯ 
എبാവർുׯം അറിയാം, അത് ഒരു േപായിന്റ് ര؇് അ؀് ആണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ
ഉ؋രം അറിയാം എ്ؓ  നി׹ൾ കാണിׯാൻ ഇذെؚടുؗു , അേത ഉ؋രം പരിമിതമായി വികസിؚി്׺ 
നമു്ׯ ലഭിുׯേമാ, അതിനാൽ അതിന്െറ അനؓമായ തുക വികസിؚി്׺ അേത ഉ؋രം ലഭിുׯേമാ 
എؗതാണ് ഞ׹ളുെട േചാദّം, അത് എ׹െന െചإാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ 
േനാׯാം പൂജّം േപായിന്റ് എ؂്  വിപരീതം ഒരു ൈമനസ് പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് ൈമനസ് ഒؗിന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് േഫാം വൺ ൈമനസ് ഐ മുഴുവനായി പവർ ൈമനസ് ഒؗിേല്ׯ വരുؗു, 
ഇവിെട ന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗിൽ കുറവായതിനാൽ പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് േമാഡുലസ് ഒؗിൽ r 
കുറവായതിനാൽ ഈ അവر തൃلിٝകരമാണ്  തുട؋ׯിൽ ക؇ സീരീസ് എ٧്عപാൻഷൻ ഉപേയാഗി്׺ 
ഇത് വികസിؚിׯാൻ കഴിയും , അതിനാൽ ഇത് നبതാേണാ അبേയാ എ്ؗ നമു്ׯ ْശമിׯാം, 
അതിനാൽ സീരീസ് വിപുലീകരണ؋ിലൂെട ഇത് 1 ؛സ് 0.2 സ്കٔയർ 0.2 ؛സ് 0.2 സ്കٔയർ ؛സ് 0.2 കّൂബ് 
 രം؋ഉ ײപേ ,ു׺ഇതിനകം ഒരു േപായിന്റ് ര؇് ലഭി ׯൾ്׹സ് ഈ അനؓമായ തുകയാണ്. ഭാഗം ഞ؛
ഒരു േപായിന്റ് ര؇് അ؀് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഈ തുക പൂജّം േപായിന്റ് പൂജّം 
അ؀ിന് തുലّമാേണാ അبേയാ എ്ؗ കാണിുׯക എؗതാണ് ഞ׹ളുെട ലّײം, അതിനാൽ ഈ 
സൂരّൻ എؓാണ് ഈ തുക 0.2 ചതുരْശ മീئർ  ؛സ് 0.2 കّൂബ് ؛സ് പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് uare 
പൂർ؉മായി പവർ നാല് കൂടാെത ഇത് പരിമിതമായ തുകയിൽ , ഇത് നأൾ പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് 
സ്കٔയർ േകാമൺ ഒ്ؗ കൂടാെത 0.2 ؛സ് 0.2 സ്കٔയർ എടു؋ാൽ തുലّമാണ് , ഇത് ഒരു സീരീസ് GP 
ആയതിനാൽ ഇത് തുലّമാണ് 0.2 ചതുരം , ഈ തുക ഒരു ൈമനസ് ന് േമലുت പവർ ന് ഒരു ൈമനസ് r- n- r
ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അതായത് പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് ചതുര പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് ചതുരം 1 
ൈമനസ് 0.2 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 1 ൈമനസ് 0.2-ന് എؗ പവർ ന് തുലّമാണ് , കൂടാെത പരിധി n n 
എടുുׯക അനؓതയിേല്ׯ േപാകുؗു അതിനാൽ ഇത് 0.2 സ്കٔയർ  ആയി 1 മുതൽ 1 ൈമനസ് 0.2 n 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 0.2 ചതുരം 1 ന് 0.8 ആണ്, ഇത് 0.04  ന് തുലّമാണ്  ؛സ് 0.05 1.25 ന് തുലّമാണ് , അതാണ്
ശരിയായ ഉ؋രെമ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ  ൈബേനാമിയൽ സീരീസ് ഒരു ൈമനസ് r 
മുഴുവനായി ഞ׹ൾ െചᅃٝതുേപാെല, ൈമനസ് ഒ്ؗ തുലّം ആയി വികസിؚി്׺ ശരിയായ ഉ؋രം t 
ലഭിുׯെമ്ؗ ഈ ഉദാഹരണം സൂചിؚിുؗുׯ.  ഒ വൺ ؛സ് ആർ ؛സ് ആർ സ്കٔയർ ؛സ് ആർ കّൂബ് 
മുതൽ അനؓത വെരയുت വളെര സമാനമായ ْപٍ٠ നآർ ര؇് എടുׯാം , പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ 
ഒ്ؗ ؛സ് സീേറാ േപായിന്റ ്ര؇്, നമു്ׯ ഉ؋രം അറിയാം, കാരണം നമു്ׯ ഉ؋രം അറിയാം, കാരണം 
ഇത് 1.2 വിപരീതമാണ് . 12 ന് 10 വിപരീതം , അതായത് 10 ന് 12 ന് തുലّമാണ്, അതായത് 5 ന് 6 ന് തുലّമാണ്,
അതായത് പൂജّം േപായിന്റിന് തുലّമാണ് എ؂് മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ 
അ׹െന ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഉ؋രം നമു്ׯ ലഭിുׯേമാ എ്ؗ േനാേׯ؇തു؇് ഒരു സീരീസായി 
വികസിؚിു׺െകാ؇് ഉ؋രം നൽകുക      നമു്ׯ ഇതിനകം ഇവിെട 0.8 ലഭിു׺, അതിനാൽ ഇത് സീേറാ 
േപായിന്റ് സീേറാ ْതീ ْതീ ْതീ ആകുേമാ എؗതാണ് പരിേശാധിേׯ؇ത്, അതിനാൽ ഇതാണ് നأൾ 
പരിേശാധിേׯ؇ത് , മുآെ؋ ْപٍ٠ം േപാെല നമു്ׯ ഇതിെന ഒരു ജിേയാം ആയി കാണാൻ കഴിയും  
ْടിക് സീരീസ് ഇത് 0.2 സൂآർ؉ ചതുരവും 1 ൈമനസ് 0.2 ؛സ് 0.2 സ്കٔയർ ൈമനസും ആണ് , അതിനാൽ 
െപാതു അനുപാതം ൈമനസ് 0.2 ആയതിനാൽ ഇത് പരിമിത േْശണിയിലുتതാണ്, അതിനാൽ ഈ തുക 
പൂജّം േപായിന്റ് പൂജّം നാലിെന ഒؗിന് മുകളിൽ പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇത് 0.04 
ആണ് 1 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒരു േപായിന്റ ്ര؇ിന് തുലّമാണ്, അത് നാലിന് ഒരു ഇരുപതിന് തുലّമാണ്, 
അതായത് ഒؗിന് മുؚതിന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّം േപായിന്റിന് തുലّമാണ്, പൂജّം മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ, 
അതിനാൽ ഉ؋രം പൂജّം േപായിന്റ് എ؂് മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് കാണുؗു ഒരു 
ൈമനസ് മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് വ؉ും ഒ്ؗ ؛സ് മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര, r r 
അറിയെؚടുؗ ചില മൂലّ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ പരിേശാധിുׯേآാൾ പരآര യഥാർ،؋ിൽ ശരിയായ 
ഉ؋രം നൽകുؗുെവ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും, ഇതുവെര ഞ׹ൾ അത് ശരിുׯം 
െതളിയി׺ി؂ിെ׸بിലും ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ പരിേശാധിു׺റؚി׺താണ് േചാദّം, ൈമനസ് ഒؗിന് 
മാْതമാേണാ ഇത് ശരിയാേണാ, ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗതിന് സമാനമായ വികാസം നമു്ׯ 
ഉ؇ാകുേമാ  അെ׸بിൽ ചില യുװിസഹമായ സംഖّകളുെട കാരّ؋ിൽ പകുതി ര؇് എ്ؗ പറയുകt 

എؗത് ചുരു؋ׯിൽ  , എؗ േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّയ്ׯായി ൈബേനാമിയൽ സിؑാؓം  hree n 
പഠി׺ി؂ു؇്, കൂടാെത എؗ പവർ 1 ؛സ് െമാ؋؋ിൽ 1 ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് n x nc 1 x nc 2 x nx
ന് പവർ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. ؛സ് മുതൽ പവർ വെരയുتതിനാൽ, n x n 
േപാസിئീവ് ഇന്റْഗൽ ഇൻഡക് സ് ന്െറ സവിേശഷത , പദ׹ളുെട എ؉ം പരിമിതമാണ് എؗതാണ് , n- b 

യ് ്ׯ േകാآിേനഷൻ ഉപേയാഗിׯാം,  മുതൽ വെര , െനഗئീവ് ഇന്റْഗൽ ഉപേയാഗി്׺ r- ncr 0 1 n 
ْപശ് നം പരിഹരിׯാം. െനഗئീവ് ഇൻഡക് സ് എؗത് പദ׹ളുെട എ؉ം പരിമിതമാണ്, എؗാൽ അതിലും

Pru
tor
@
IIT
K



ْപധാനമായി ൈമനസ് എൻ സി ആർ ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب, കാരണം ഇത് നിർവചി׺ി؂ിب, അതിനാൽ 
നأൾ കുറ്׺ വّതُّമٝായ രീതിയിൽ കാരّ׹ൾ െചേإ؇തു؇്, എؗാൽ അതിന് മു്آ നമു്ׯ ആദّം 
ഒരു ൈമനസ് ആർ െമാ؋؋ിൽ എؓാെണ്ؗ േനാׯാം.  പവർ ൈമനസ് ര؇് വീ؇ും , നമു്ׯ 
അതിെന ൽ ഒരു േപാളിേനാമിയൽ ആയി എഴുതാൻ കഴിയുെമ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അത് r-
ഒؗിൽ താെഴയുت എؗ േമാഡുലസിന് സംേയാജിതമായിരിുׯം,  r 
അ׹െനെയ׸ിൽ വികാസ؋ിന്െറ ഗുണക׹ൾ കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ഞ׹ളുെട ലّײം. ഇത് 
പരിമിതമാെണ׸ിൽ, പിؗീട് എ്ؓ സംഭവിുׯം, നിحിത അവസാന؋ിന് േശഷം അനുബؖ 
ഗുണക׹ൾ പൂജّമായി മാറും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് ര؇് r 
വെരയുت ഗുണക׹ൾ കെ؇؋ാൻ ലّײമിടുؗു.  പവർ ൈമനസ് ര؇് എؗത് പൂജّവും ഒരു ആർ 
 , ംّײളുെട ല׹ക എؗതാണ് ഞു؋؇ൾ കെ׹സ് ടു ആർ ചതുരവും തുലّമാണ്, ശരി, ഈ ഗുണക؛
ഒരു ൈമനസ് ആർ മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് ര؇് എؗത് ഒരു ൈമനസ് ആർ മുഴുവനും പവർ 
ൈമനസിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം  ഒؗിെന ഒരു ൈമനസ് െകാ؇് പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ r 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ ഇത് അനുബؖ േْശണിയുെട ഗുണനമായി എഴുതാം, അത് 1 ؛സ് ؛സ് r r 
സ്കٔയർ ؛സ് 1 ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ തുലّമാണ്. ന്െറ വّതُّ ٝr r k 
ശװികൾׯായി ന്െറ ഗുണക׹ൾ ന്െറ പവർ ന്െറ ഗുണക׹ൾ കെ؇؋ാൻ ْശമിുׯേമാ , r- k- k-
തുടർ്ؗ ആ മൂലّ׹ളുമായി ഒരു 0 താരതമّം െചإാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ അത് a 1 a 2 
വീ؇ും എഴുതാം 1 ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 1 ؛സ് ആർ ؛സ് ആർ സ്കٔയർ r r 
അതിനാൽ ന്െറ ഗുണകം 0-േല്ׯ ഉൾെؚടാ؋ ഒേരെയാരു പദ؋ിന്െറ ഗുണഫലം ഇതിെല r- r- 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّം ന്െറ ഒരു ഗുണക؋ിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ െന ര؇ിൽ r- r-
ലഭിുׯം. ഈ ഒؗിെന ഈ െകാ؇് ഗുണിുׯകയും ഇവെയ ഇതുപേയാഗി്׺ ഗുണിുׯകയും െചؗുإ r 
വഴികൾ അതിനാൽ ന്െറ ഗുണകം ഒؗിന് തുലّമാണ് ؛സ് വ؉ിന് തുലّമാണ് ര؇്, അതിനാൽ ഒ്ؗ r 
ര؇് തുലّമാണ് ചതുര؋ിന്െറ ഗുണകം എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ മൂ്ؗ വّതُّ ٝരീതികളിൽ സ്കٔയർ r r 
കെ؇؋ാം നമു്ׯ സ്കٔയർ മൂ്ؗ വّതُّ ٝരീതികളിൽ ഒ്ؗ സ്കٔയർ ؛സ് േല്ׯ േല്ׯ r r r r r 
 ിയായതിനാൽ r rװൾ ന്െറ ഉയർؗ ശ׹പദ ്ئാം, കാരണം മׯാׯസ് സ്കٔയർ 1 ആയി കണ؛
അവെയാؗും ചതുര؋ിേല്ׯ സംഭാവന െചإിب , അതിനാൽ ചതുര؋ിന്െറ ഗുണകം 1 ؛സ് 1 r r 
 a 2 ,േപാകെ؂ ׯിേല്؋സ് 1 ആണ്.  3 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് 3 ന് തുലّമാണ്. ഞാൻ ഒരു പദ؛
അത് നി׹ൾ്ׯ കّൂബിന്െറ പാേئൺ േകാഫിഫിഷّന്റ് സമാനമായ രീതിയിൽ മനشിലാׯാൻ r 
നി׹െള അനുവദിുׯം .  ഒ്ؗ എبാം േഫാ  അവയിൽ കّൂബ് നൽകും, അതിനാൽ കّൂബിന്െറ ur r r 
ഗുണകം നാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ എؗത് ന്െറ െപാതു ഗുണക؋ിൽ നാലിന് a r 
തുലّമാണ്, പവർ ന് തുലّമാണ് ؛സ് 1 വലത്, കാരണം ؛സ് 1 പദ׹ൾ 1 സ്കٔയർ ഉ؇ാകും  k k k rr 
ഇവിെട ഒരു ْപേതّക പദം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ അവയിൽ ഓേരാؗും പവർ മുതൽ വെരയുت പവർ k r 

േല്ׯ നൽകും,  അതിനാൽ നമു്1 ׯ ൈമനസ് എؗത് പവർ ൈമനസ് 2 േല്ׯ എഴുതാം , 1 ؛സ് 2 k r r r
 ഒരു r r ׯിന് നമു്؋പദْപേയാഗ تിന് തുലّമാണ് കൂടാെത നാല് കّൂബ് േപാെലയു؋സ് ْതീ ചതുര؛
ൈമനസ് മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് ര؇് എؗ പദْപേയാഗ؋ിന് അനؓമായ തുക ലഭിുׯം  .  പവർ r i 
ൈമനസ് 2 അതിനാൽ ഇത് 1 ൈമനസ് ര؇് ആർ ؛സ് ْതീ ആർ സ്കٔയർ ൈമനസ് േഫാർ ആർ കّൂബ് 
ആകും , ഒؗിന്െറ ؛സ് ന്െറ പവർ ൈമനസ് 1 േല്ׯ പവർ ൈമനസ് ര؇ിേല്ׯ വികസിؚിׯാൻ r 
ഞാൻ നിർേؐശിുؗുׯ  ഒ്ؗ ؛സ് മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ  തുടർ്ؗ ഗുണക׹ൾ r d 
െപാരു؋െؚടു؋ാൻ ْശമിുׯക, കൂടാെത 1 ؛സ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് 2 ന്െറ r 
പദْപേയാഗമായി ഇത് േനടാൻ ْശമിുׯക,  ഞ׹ൾ ഒരു ൈമനസ് അനുമാനിؗുׯതിന് 
മുتുآതുേപാെല 1 ൈമനസ് മുഴുവനായി പവർ ൈമനസ് 3 േല്ׯ വീ؇ും അടു؋ ْപٍ؋٠ിേല്ׯ r 
േപാകെ؂  മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗത് പരിമിത േْശണിയിലുتതിന് തുലّമാണ് പൂജّം r b 
 സ് ചതുരവും കّൂബും ഈ അനؓമായ തുകയും ഒؚം  b r b 2 r b 3 r b 0 b 1 d two؛ സ് ഒ്ؗ؛
എؗതിന്െറ മൂലّ׹ൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുؗുׯ. അതിനായി താെഴ പറയുؗ രീതിയിൽ 
ഞ׹ൾ അത് െചുإം , പവർ ൈമനസ് 3 േല്1 ׯ ൈമനസ് മുഴുവനായി എഴുതാം , 1 ൈമനസ് മുതൽ r r 
പവർ ൈമനസ് 2 മുതൽ 1 ൈമനസ് വെര പവർ ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ് , സീരീസ് വിപുലീകരണം r 
ഞ׹ൾ്ׯ ഇതിനകം അറിയാം ഇതിനുت സീരീസ് വിപുലീകരണം ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഒരു 
ൈമനസ് ആർ മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് ര؇ിനും ഞ׹ൾ െചᅃٝ രീതി സമാനമായ രീതിയിൽ ഒരു 
ൈമനസ് ആർ മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് ْതീുׯം ഒരു ൈമനസ് ആർുׯം സമാനമായ രീതിയിൽ 
െചإാൻ ഞ׹ൾ  ْശമിുׯം.  പവർ ൈമനസ് ര؇ിെന ഒ്ؗ ൈമനസ് െകാ؇് ഗുണി്׺ പവർ r mi  nus 

തുലّമാണ് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ؛സ് ْതീ സ്കٔയർ ؛സ് േഫാർ കّൂബ് one r r r 
അ׹െന 1 ؛സ് ؛സ് ചതുരം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ന്െറ ഉൽؚؗ ഗുണക؋ിൽ 0 എؗത് 1 െകാ؇് r r r 
ഗുണി׺ാൽ 1 ന് തുലّമാണ്. പൂജّം ന്െറ ഒരു ഗുണക؋ിന് തുലّമാണ്, ഈ ന്െറ ഒരു ഗുണക؋ിന്b r r 
തുലّമാണ്, ഈ ന്െറയും ര؇് തവണയും ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒരു r r r r 
നൽകുെമؗും ഇവ ര؇ും ഇതിെനാؚം ഗുണി׺ാൽ ര؇് മണിൂׯർ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഒؗു ؛സ് 
ടു എؗത് പവർ വൺ ؛സ് ടു ആകയാൽ ഒ്ؗ ചതുര؋ിന്െറ മൂ്ؗ ഗുണക؋ിന് തുലّമാണ്, b r 
ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ഇത് എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാനാകും ഈ ചതുരം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ എനി്ׯ ഒ്ؗ r 
 ഈ മൂ്ؗ r r ്׺ം ര؇് ചതുരവും ഇതുപേയാഗിുׯലഭി ׯാൽ എനി്׺സ് ഇവ ര؇ും ഈ െകാ؇് ഗുണി؛

ചതുരവും ഗുണി׺ാൽ എനി്ׯ മൂ്ؗ ചതുരം ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ആറ് ആണ്, അതിനാൽ r r b 
ര؇് ആറിന് തുലّമാണ്, ഞാൻ ഒരു േടം േകാഫിഫിഷّന്റ് കൂടി േപാകും കّൂബിന്െറ ഗുണകം ഒؗിന് r 
തുലّമാണ് കّൂബ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ  ഒ്ؗ ؛സ് ടു  എؗത് ചതുരം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ അത് ര؇്r r r 
 ാൽ ഒരു നാല് കّൂബ് r r r r׺സ് നാല് െകാ؇് ഗുണി؛ ാൽ എؗത് മൂ്ؗ׺സ് മൂ്ؗ െകാ؇് ഗുണി؛
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െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ അത് നാല് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ പ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ എؗത് b 
പ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ ഒരു ആശയം നൽകുؗു സീരീസ് ആകാൻ േപാകുؗ 
െപാതുപദം 1 ഗുണി׺ാൽ ؛സ് 1 ؛സ് 1 ഗുണി׺ാൽ ؛സ് ഒ്ؗ ഗുണി׺ാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ k k k 
ഒ്ؗ വെര ഒ്ؗ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 1 ന് 1 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 2 ؛സ് 3 ആണ് ؛സ് 1 േല്ׯ തുലّമാണ്, k 
അതായത് ؛സ് 1 ആׯി ؛സ് ടു ൈബ ടു, ഇത് ആകാൻ േപാകുؗത് പവർ യുെട ന്െറ k k bk k r 
ഗുണക؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ അത് ഒؗിൽ ര؇ാണ്. എؗത് r k 
ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ ഇത് ഒؗാണ്, എؗത് ഒؗിന് തുലّമാകുേآാൾ ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ െകാ؇് ര؇് k 
എؗത് മൂ്ؗ  ആണ്  മൂؗിന് തുലّമായത് നാലിെന അ؀് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇരുപതിന് തുലّമാണ് 
ര؇് എؗത് പ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് മൂ്ؗ r 
എؗതിന്െറ ഒരു പദْപേയാഗം ലഭിുؗുׯ, ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനും പവർ r 
ൈമനസ് 3 ആണ് അതിനാൽ സി׶ എؗത് 0 മുതൽ അനؓമായ ؛സ് 1 േല്؛ ׯസ് 2 ൈബ 2 k k k 
േല്ׯ തുലّമാണ് എؗ പവർ േല്ׯ വّװമായും ഈ പദ׹ൾ ഏകപײീയമായി വലുതായി r k 
കണׯാׯാൻ കഴിയിب േപാസിئീവ് ഇന്റْഗലിനുت േപാസിئീവ് ന് എؓാണ് എ്ؗ  നമു്ׯ ഒരു n n 
േഫാർമുല കെ؇േ؋؇തു؇്  അ؋രം പദ׹ൾ െനഗئീവ് എؗതിന് സാധുതയുتതب എ്ؗ ക؇ു, n 
നأൾ െചؗുإ കാരّ׹ളിൽ എ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ ന് ഫാക് േടാറിയൽ ന് ഫാക് േടാറിയൽ ncr n- n- n 
ൈമനസ് തുലّമാണ് എ്ؗ എഴുതുؗു  ൈമനസ് 1 മുതൽ ൈമനസ് 1 മുതൽ ൈമനസ് ൈമനസ്r n n n r 

 വെര ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് നമു്ׯ േഫാർമുല നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്1 ׯ r c 
ൈമനസ് എؗ പദെ؋ ൈമനസ് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 േല്ׯ ൈമനസ് ൈമനസ് 2 മുതൽ nk n n n 
ൈമനസ് ൈമനസ് െക ؛സ് െകാ؇് സൂചിؚിׯാം  1 െന െകാ؇് ഹരിുؗുׯ  നأൾ n k fa ctorial 
കാണും ൈമനസ് േകാമ എؗത് ന്െറ പവർ യുെട ഗുണകം ആണ്.    ന്െറ ര؇് ഗുണകം c n k r- k r 
ൈമനസ് ന്െറ ഗുണക؋ിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ന്െറ ഗുണക؋ിന് തുലّമാണ് ൈമനസ് r r r 
ചതുര؋ിന്െറ ൈമനസ് 2 ഗുണകം ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 ന് 2 ഘടക؋ിന് തുലّമാണ്.  ൈമനസ് r 
കّൂബിന്െറ  േകാഫിഫിഷّന്റ് ൈമനസ്  ൈമനസ്  ൈമനസ്  ന് തുലّമാണ് ഫാക് േടാറിയൽ  ന് 3 2 3 4 3
തുലّമാണ്, അത്  േപാെലയാണ് ൈമനസ്  ൈമനസ്  ൈമനസ്  ഫാക് ടീരിയൽ  ന് തുലّമാണ്, അത് 4 2 3 4 3
ൈമനസ് 4 ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ വികാസം 1 ആണ്  ؛സ് ൈമനസ് 2 ൈമനസ് ആർ ؛സ് 3 ൈമനസ് 
ആർ ഫുൾ സ്കٔയറിേല്؛ ׯസ് ൈമനസ് 4 ൈമനസ് ആർ ഫുൾ കّൂബിേല്ׯ തുലّമാണ്, ഒ്ؗ ؛സ് ടു 
ആർ ؛സ് ْതീ ആർ സ്കٔയർ ؛സ് േഫാർ ആർ കّൂബിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ഇതാണ് നുأെട 
പׯലുت േْശണിെയ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു  ഞ׹ൾ ബീജഗണിത കൃْതിമം നട؋ിയേؚാൾ ലഭിു׺, 
അതിനാൽ ഇത് ഫല؋ിന്െറ ഒരു رിരീകരണമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഞാൻ ഇേؚാൾ ْപُാٝവി׺ 
ഫല؋ിന്െറ ഒരു رിരീകരണമാണ്, നമു്؛ 1 ׯസ് ന്െറ പവർ ൈമനസ് 3 േകാഫ് പരിേശാധിׯാം, r r 
ന്െറ ൈമനസ്  ന്  ഫാക് േടാറിയലിന് തുലّമാണ് ചതുര؋ിന്െറ ൈമനസ്  ഗുണകം ൈമനസ് 3 1 r 3 3 
േല്ׯ ൈമനസ്  ന്  ഫാക് േടാറിയലിന് തുലّമാണ്, ഇത് കّൂബിന്െറ ؛സ്  ഗുണക؋ിന്  തുലّമാണ് 4 2 r 6
പവർ ൈമനസ് 3 േല്؛ 1 ׯസ് െമാ؋؋ിൽ 1 ൈമനസ് 3 ആർ ؛സ് 6 ആർ സ്കٔയർ ൈമനസ് 10 ആർ r 
കّൂബിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, കൂടാെത ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ r 
ൈമനസ് മൂ്ؗ എؗതിന് പകരം എؗതിന് സമാനമായ ഫലം ഞ׹ൾ ക؇ു.  ൈമനസ് ന് ഈ ഫലം r r- 
അടു؋തായി ലഭിുׯം , ْഫാײണൽ ഇൻഡക് സ് ഉപേയാഗി്׺ ദٔിപദ വിപുലീകരണ؋ിേല്ׯ 
േനാׯാം, അതായത് പവർ പകുതിയിേല്1 ׯ ൈമനസ് മുഴുവനാേയാ അെ׸بിൽ 1 ൈമനസ് x x 
മുഴുവനാേയാ പവർ ൈമനസ് പകുതിേയാ ആണ്, നമു്ׯ ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനായി പവർ x 
ൈമനസിേല്ׯ പരിഗണിׯാൻ ْശമിׯാം. പകുതി ഞ׹ൾ പവർ ൈമനസ് 1 േല്1 ׯ ൈമനസ് 6 
മുഴുവനും 1 ൈമനസ് മുഴുവനും പവർ ൈമനസ് പകുതിയിേല്1 ׯ ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ x x 
ൈമനസ് പകുതിയിേല്ׯ ഇത് തുലّമാണ് എ്ؗ അറിയുക, ഇത് േമാഡുലസിന് 1 ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ x x 
 ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് x x x ׯസ് കّൂബിന് തുലّമാണ്  ഒؗിൽ കുറവ് നമു്؛
പകുതിയും 0 ؛സ് ഒരു 1 ؛സ് 2 ചതുര؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ അനുമാനിׯാം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ ഇത് x x 
സٔയം ഗുണിׯാം, കൂടാെത ഗുണക׹െള 1 ؛സ് ؛സ് െകാ؇് തുലനം െചᅃٝാൽ. സ്കٔയർ ؛സ് x x x 
കّൂബ് ഈ സീരീസ് അേؚാൾ നമു്ׯ വّതُّ ٝസമവാകّ׹ൾ ലഭിുׯം, അവിെട നി്ؗ ഒരു 0 a 1 a 2 
മുതലായവയ്്ׯ ഈ മൂലّ׹ൾ പരിഹരിׯാൻ ْശമിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് പൂജّ؋ിന് 
തുലّമാണ്, ഒരു ؛സ് ര؇് ചതുരം ഗുണി׺ാൽ ഒരു പൂജّവും ഒരു ؛സ് ര؇് ചതുരവും , x x x x 
ഓേരാؗിനും ഒരു പദം കൂടി എഴുതെ؂, 1 ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് കّൂബിന് തുലّമാണ്, x x x 
അതിനാൽ നമു്ر ׯിരാ׸ം ലഭിؗുׯത് 0 ചതുരമാണ് , കൂടാെത നമു്ر ׯിരാ׸വുമായി 
തുലّമാׯാം  ഈ സീരീസ് ഒؗായതിനാൽ പൂജّം ചതുരം ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു 0 ആണ് e 
 അതിനാൽ ഒരു 0 എؗത് ,ുؗുׯർٚ എടുعീവ് ഫാئൾ േപാസി׹ഞ ײസ് ൈമനസ് 1  ന് തുലّമാണ്, പേ؛
1 ന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം, അത് ന്െറ ഗുണകം എؓാണ്, അത് ഒരു 0 ആണ് ؛സ് x a 1 a

എؗത് 2 േല്0 ׯ േല്ׯ തുലّമാണ് 1 എؗത് 2 ന് തുലّമാണ്, അത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു 1 a 0 
ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗ േْശണിയിൽ നിؗാണ് വരുؗത്, അതിനാൽ ര؇് ഒരുx 
ഒ്ؗ ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ചതുര؋ിന്െറ പകുതി ഗുണക؋ിന് തുലّമാണ്  0 ഒരു 2 x 
 സ് ഒരു a 2؛ ്؇സ് ഒരു 0 ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇് ഒരു പൂജّം ഒരു ര؛ സ് ഒരു 1 ചതുരം؛
ചതുരം ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇് ഒരു പൂജّം ര؇് എؗത് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ നാല് എؗത് a 
മൂ്ؗ ആണ്  നാല് െകാ؇് ര؇്, ര؇് എؗത് മൂ്ؗ െകാ؇് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ ര؇് മൂ്ؗ െകാ؇് എ؂് 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ഒരു ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് പകുതിയും 1 ؛സ് x 
പകുതിയിേല്؛ ׯസ്  ൈബ  േല്ׯ സ്കٔയർ ؛സ് ആണ് േഡാ؂്  െചയ് ത രീതിയിൽ x 3 8 x 
വിപുലീകരണം ഉപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ അത് ലഭിുׯേമാ എ്ؗ േനാׯാം െനഗئീവ് 
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പൂർ؉സംഖّകൾׯായി, െനഗئീവ് പൂർ؉സംഖّകൾׯായി ഞ׹ൾ എؓാണ് െചയ് തത്, നി׹ൾ 
ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ ഞ׹ൾ എؓാണ് െചയ് തത്  , -ൽ ന്െറ പവർ ന്െറ ഗുണകം  ൈമനസ് ൽ 1 x- k- 1 x-
െമാ؋ം ൈമനസ് ന് ൈമനസ് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് 1-ന് തുലّമാണ് n- n n n k 
ഫാക് േടാറിയൽ എؗത്  ഇവിെട ൈമനസ് ഹാഫിൽ ന്െറ യ് ്ׯ ബാധകമാׯാം, അതിനാൽ k p- q-
സമാനമായ വികാസം ഉപേയാഗി്׺ നമു്1 ׯ ൈമനസ് മുഴുവനായും പവർ ൈമനസ് പകുതിയും x 
ലഭിുׯം   ഫാക് േടാറിയൽ  സ് കٔയർ മുതലായവ  ؛സ് പകുതി ؛സ്  െകാ؇് ചതുര؋ിന് 2 1 x 3 8 x 
തുലّമാണ്, കൂടാെത ഒരു പൂജّം ഒؗിന് തുലّമാണ്, ഒؗിന് തുലّമാണ്, പകുതി ര؇് തുലّം മൂ്ؗ ന് എ؂്, 
അ׹െന നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ അേത ഉ؋രം ശരി സുഹൃׯു؋െള , അടു؋ െസഷനിൽ ഞാൻ ഈ 
െസഷൻ നിർുؗു؋ , ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ഞാൻ കൂടുതൽ വിപുലീകരിുׯം നؕി 
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