
 ఇంߖࡹ޶ అనంత࠳న ࠴ ߖࡹ ࣒ࡎࣄదܽ ఉపߕङ ङ޳࢑ ړߖࣃ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంݟ మ࠾ࡍ త޶పߖڜ ࡍऒ  
ఉపߕङ ࠪ ంۨࡍڷ ࣒ࡎࣄ ల޳న ప࠳అనంత ߘߝ ࡱࣃ ऱܼ డߘޑ, ఇࢩ࢑ ޴ ऱషణ࡮ۧ ࡹ ࠭ఖङ  ,న అంశం࠳
ఎం޶కం݄ ࠭࠲ అߝక ఫంࣾߤ ల ڝసం ࡱ࢑వలړࡵ ߘए ంచగలమࡏࠬ ߖ కھߘంܼࡏ.

కएࡅ ࡍߖ  भషद ࡱ࢑వ ۮపओ ంݟ ఉ޳హరణࡅ ڕకए  ఏకపࣾ ࡱ࢑వ ڝసం ࠭࠲ పࠫࡍత x x sin x cos x x 
ऴࡹށࢩ సంబంߖޑ߅ऒ  ఉపڵࡆంۨ గށంచవ۪ऐ  ఉ޳హరణࡏڷ ڕफ ࠬࡏ ఇపओ ܽవరࣄ۫ ڕన ߖڜऒ  x 
ऒߕࣆ నࡕస ࠲ऴతࠪ ڕవలࡱ࢑ छ޳ ݡ࠮ సంڝ  పओۮ ࡌ ంڡࣄ ࠑ ڷࡱߕ  ݟझ  pi pi pi pi ܿ ܿ ࠑ ޳ࡶ 
అ࡮ంܽߤ࣌ ړߖ܉ߖ ߗڒ ޻ అ޴ߝ ఒక ߖరంతర ఫంࣾߤ మࡏࠬ ࠾ࡍ సంښత వऴకࡔఖࣄ۫ ߘనటऱޙ࠼, అ޴ 
కएࡅ ߖࡹఖࡔ జߖ  అߖऒ నऒࠚ࢑  రछߖ ڕవలࡱ࢑  ۨంచబޔݡం޴ అߝ ऴపశऒ  వࣆफంߦ ࡏࠬ ,޴పం ࡱ࢑వߘ x 
ఎ࡮ గࣃށफ కएࡅ  ࡏ  ఏߕ޼ ఏకపࣾ ࡱ࢑వ ڝసం ڒబܽद ఇړߖߦߦ ޴ ࠪऴత޶ڒ ࠲ అܿవంܽ అߝక x x x 
ऒߕఉ ࡱ߇࢑ కएࡅ ށࢩన ऴ࠳అనంత ߘవలࡱ࢑ అܿవంܽ ށࢩన ऴ࠳బܽद అనంతڒ ࠼  ऴߦథࠫڒలߘ f 
గށంࡌࠪ ۯठ ऒߖ  అంࣆ޴फం޴.
ङߪకం ޳ࡶ   ܽంۃ ఫంࣾనࡱ࢑ ࡽవࡱ व࣊द࣒  ఉ܉ण म޳ࣄ ߩం࠼ ంతం ߘంݟ వۧऐ नܘऱڝ ޴ఇ ,࠼  ఇంటࡓछ  y ࡹ ࡽ
రछߖ ۨంచబݟన ߖరంతర ࢐సफవ ࡱ࢑వ కڵ࡯న ఫంࣾߤ అޙ࠼  

a b x ࠾ࡍమ ړ ࡽయࡍ ޒऴప ݦఉం ڕవర ݟంߘ
ऒߕࣆ  కం݄ ఎڕए వ ఏߕ޼ ఎߧझ ఇۨऐ ߤ࡮ నటऱޙ࠼ బࣗప޴ ఉంܿం޴ అࣆۨࣇ ߖफం޴.p 

కएࡅ న࣒࠳ ङݡࠪ ࠪڒ  ల࣒ ۮ ڕం޴న అߖऒ  సం  fx  bx b xڝ 
ఎߧझ एڕకం݄ త ߤ࡮ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ  f ߖఅ ߤరంతర ఫంࣾߖ ఒక ޴ߝబܽद అڒ ޴న࠳
అڕߘం޳ం, ఇߖ ޴జ࠳న ߤࡷ మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఏకపࣾం  ߖరంతర ఫంࣾߤ a b f 
అߩओ ࡍߖ ߕ޼ఏ ݡ भషद ࡱ࢑వ వదभ అ޴ߝ బࣗపߖ ޜ޴ అంచߕ ࢘యవ۪ऐ  xi fx
మݟ ࠾ࡍऴࡅ ڶకए  బࣗప޴ అ޴ߝ ఒక ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ పవ࡛ ړ ఒక  ప ऱ࣒ n n ߖఉంܿంద ࡹపంࡐ  x anx 
ࠬకందڒ ࣆࡱޘ ڔࡍబܽद ఎߧझ వ۪ऐڝబܽद మనం ఎం۪ ߘవࡱ࢑ ߤ࡮   ߭దभ ڒబܽद బࣗప޴ n 
దగ ړ వࡱ࢑ ࡽవ ఫంࣾనࡱ࢑ ठరڴ ఉంܿం޴, మࡗ ࠪటߦۮ ࡹओ లం݄ మనం ߖ బࣗప޴ fx fx px 
छ޳ యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ࡌ   ࣋ అۮ ߖపओ ంݟ, మనం ړ ڴࡏࠪࣆ rbitrary function sin x sine x
బࣗప޴ ఫంࣾߖ ߤ కھߘనగޙڵ࡯, అߩओ న ऴపశऒࣄۯ फࡍߪ ࠭࠲ ݡ  ఏࠫటం݄, అܿవంܽ బࣗపߖ޴ ఎ࡮ 
߰ం࡯޳ అߝ ऴపశऒ  మనం ఇߩओ  iit.޴ఉంܿం ࣄడవల۫ ߖ ࣒ࡎࣄ ߖࡹ ࡽߦ ݡ
छڙࣅ ࠭࠲   झߤ  మޜ ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ వङ వహࡍంۨన ఉపߕङ ङߕఈ ఉప ࡱࣃ छڙࣅ ࡏࠬ ,ݟడం۫ ߘలࣃ झߤ  
మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ ల ߖ޴ߕߩ ߰ంߗڒ ࡏޑ޶ పࠫࡍత ࡹ ࣒ࡎࣄ ࠙వన࢑ ߘవࡍంచڕࠬ ߘߝ ړߖݞ ఈ ࡓంݡ ప޳ల 
छڙࣅ झߤ छڙࣅ  झߤ  మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ మߖڜ ࠾ࡍऒ  ఉ޳హరణలڕ ۨనऒ  పࡍచయం ఇࣃफ .ߘ
నశऐߩ ڴలభంࣆ ߘల࠻࢑ష ఆ ࡏࠬ   రణ ۯయవ۪ऐ  సڒ ࡔబܽद ڙࣅछ झߤ ऒߖڜ ࡹ ߤజࣅ   ఎంܾܽ޳ࡶ ࡱ 
వࣆफ࢓లߘ ఆర न࡛ వర ڕహరణ޳న ऴకమం ఏࠫܽ, ఉࣄۯ  पࠪ ల ڝసం మనం ఆంగ ऱ వర पࠪ లߖ పࡍగణనړࡹ 
ࡍߖ ࡱࡌఈ 26 అࣾ ,࠼ఉంܼ ڕవర ࡱࡌం݄,  ఈ 26 అࣾڕࣆޓ भషद ऴకమంࡹ వࣃफ పओۮ ࡐఎవ ߖఅ ࠼  z ࡏ

ఒక ఆర ޴ߝఅ  ޶ࡶ न࡛  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఆంగ ऱ వర पࠪ ల࢑࢑ ࡹధ అࣾࡱࡌ వۯऐ  ऴకమం czbm 
అ࢑ ޻ధంڴ ఇంऴదధనࣆझ  రంࡱڷ అۮ ߖపओ ంݞږ  ݟ ఒక ऴ݋ࡵ࢙ ށࢩ ఇంߗ ڿݟలం ఆڕపచऐ  పߩࣆ e 
ओߩఇ ߩࡏఎ ࠾ࡍంజ మࡍߕ ङڣఒక ऴకమం సం ݡ వ۪ऐڒ   ऴప߄న సంఖङ లߘ ऴప߄న సంఖङ  13 11 7 5 3 2 ࡱ
అۮ ݞږ ߖపओ వ۪ऐ .
న సంఖङ߄బܽद ऴపڒ  సంఖङ ࡍస ࡱ ࡍߖ ۯసంభ࢑ం ࡱ भషद ऴకమం ఉం޴ 
ओߩఇ ޴ప ޴ࠫߖఎ ࡏఆ ڷࡱߕ ݡంࡓ फ అ࢑࣋࡯ࢣࡍప ߖ࢐ܽ ࡏࠬ  ࡱ࠻࢑ష ݡంࡓ నࣄంచవలߖమనం గమ ݡ
మనం గమߖంచగల࠭, ࠴దటڴ ऴకమ࠭ పࠫࡍత࠳నڒ ޴వ۪ऐ झࣆఇంऴదధన ޳ࡶ  కएࡅ   అనంత࠳న ݟڕ 
వర पࠪ ల రంࡱڷ 
పࠫࡍత ऴށࢩ, అం݄ ప޳ల సంఖङ  అం݄ ఏࠫܽ 
సంڣङ పరంݞږ ڴ పࠫࡍత࠳నߘ 0 ࠭࠲ ޴ం100 ݟ మధङ  ఉనऒ  అߖऒ సంఖङ ࣄࠐ  లۮ ߘపओ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
సంఖङ ࣄࠐ ల ࡅకए  పࠫࡍత సంఖङ  ࠪऴత࠲ ఉߕऒ యࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, అ࢑ ఒక ݡ࠮ ఐߘ ޶ంޛ ݟంࠢ 
घࠫޛ రछߖ ࡱރࢩత ऴࠫࡍప ڕవర ޴ ࣕంచడం ڜంత ࣆలభం, ࢐ܽ గࡍషद కߗస ࠴తफం సగܿࣆ ߘలభంڴ 
కھߘనవ۪ऐ  
వۨऐ ړށࢩత ऴࠫࡍప ࡹށࢩత ऴࠫࡍప ߗڒ న࢑ࡷద࠴ నߩओ  అం݄ ݡ
ప޳ల సంఖङ  ఏకపࣾంڴ ߭దभڴ޴ ఉండవ۪ऐ  అం݄ ߖ޳ అర बం ఏࠫܽ  ڙࣅछ झߤ  ల޳ప ߖࡹ 
సంఖङ దभ సంఖङ߭ ߕ޼ఏ ߝڕఎం۪ ࡏࠬ ࡹ   కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ , అం݄ ࠬࡏ ఆ ऴకమం ࡅకए  n 
కएࡅ లڒల࠮  కం݄ ఎڕए వ సంఖङ లߘ కھߘనవ۪ऐ , n 
ఉ޳హరణڕ అߖऒ  సࡍ సంఖङ ऒߖఅ ࡱ కएࡅ ݡంࡓ   అߖऒ  శڕफࡱ ఉ޳హరణࡓ ڕంڷࡱߕ ݡ ఎ޴ࠫߖ 
పదࣔࡏ ࠭߯ओ ఇవछ ߕ޼ఏ ړ పవ࡛  ݡంࡓ  బݟన ࡓంݡ శڕफࡱ అ࠼న ࡱ࢑వలࡏࠬ ߘ ߭ం۪ߝޕ k k 2 
ఉండవ۪ऐ  ߯ ऴۮ ړށࢩం޴నࡓ ޴ండవ సమసङ  ఏࠫటం݄ , ऴړށࢩ పޒࠫࡍ ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ పࡍగށంచంݟ 
ఉ޳హరణڕ  అ޴ సహజ సంఖङ ల ࡅకए  ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ ऴރࢩలߘ కڵ࡯ ఉం޳ ࠬ అందࣄ࡯ޘ ڔࡍన 
పޒࠫࡍ , సࠪ߄నం ޶ڒ అڕߕ ࡏࠬ ߖ ఏ సంఖङ ఇవछ ߕߞ గలڒ ࡏङ पࡌߪ ߘߝ ࡽటߧ ంߖڒऒ  ni 
కھߘనగలߘ అޔߩ۫ ߖం޴ , అ࢑ ޻ధం2 ڴ పవ࡛ ړ సࠪనం 1 2 వࡌڽ ࠬ వࡵ పڕߕ ޶ࡶ ޒࠫࡍ ఏߕ޼ kk
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߭దभ సంఖङ ఇవछ ߘ ంݟ ఎలऱߩओ एڝߘక ߖ ݢ వ۪ऐ  అం݄ 2 పవ࡛ ړ కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴, ni k k n 
మ1 ߩ࢙ࡗ ప ऱ࣒  kk k ړߖ޳వ ఒకࡱ࢑ వదभ ޴ంޔڷࡏఏࠫ జ న࢑ࡷద࠴ 3 2 1 ޴ంޔݡంచబށగࡍప ࠑ 1 
సࠪనం అం݄ ࡓంࡓ ݡంݡ సࠪనం ఒకܽ కߧ࡯ సగం ఒక ࠼ߦంړ ݋ సࠪనం ఐ޶ వదभ అం݄ పړ޴ k k 
సࠪనం, ࠬࡏ అర बం ڝࣆۯగޙڵ࡯ అ޴ ఒక ࠼ߦం݋ అޔ࢓ం޴ ఒక అం݄ వందڕ సࠪనం ఒక ࠼ߦం݋ k 
ऒߕࣆ  ఒక అ࠼ࢗ ޴ߝङ  ఒక ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ ऒߕࣆ   ఒకܽړ సࠪనం, k 
ఇ޴ ఎలऱߩओ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ݢ వڴ ఉంܿందߘߝ ߖ కߕھߘऒ  भ k޵ڜڼࡍ߭ ߗڒ ߘ
దగ ړݟڕ 1 ठరڴ ఉంܿంڵࡍ߭ ,޴నߩओ దగ ࡱవࡱ࢑ ݡ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ ఉంܼ࠼ ఒక ࢘ࡖక రక࠳న k 
ఉ޳హరణ ऴړం࠳ ޴޴న࣒ వߖ ࡽ݇ ߤ పవ࡛ ڕ పࡍగށంచంݟ , మనం ڙࣅछ झߤ  ऴ࢐࣋फ అ޴ ऴړం࠳ ޴న࣒ వߤ n 
పవ࡛ ఒకܽ త޶ప࠳ ޴ࡍన࣒ ఒక పవ࡛ ࡓంݡ త޶పࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒక పవ࡛ ݡ࠮ త޶ప࠳ ޴ࡍన࣒ అߖ 
కࣆߧߖफం޴  ఒక శړ फ ࠴ ڷࡱߕదలڷన࢑ మ࠾ࡍ అ࠳ ޴న࣒ వߤ పऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ వߤ పऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం ڒబܽद 
పऱ࣒ ࠾ࡍమ ߤన࣒ వ࠳  వࡅ ߤకए  ऴపޑङ ࠪऒ య సంభߖ࢐ऒ  మనం ۫డవ۪ऐ కएࡅ బܽद ऴకమంڒ   n 
  r a ߘߝ ऴకమం  ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆࡱక ڕవࡱ࢑ ఏ ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔం۪߭ ߘవలࡱ࢑
࢑వࡍంۧలڕߘంܿనऒ  త޶పࡍ పదం ఇߩओ  ߖށࢩన ऴࣄ࡯ޘ ڔࡍఅంద ࠬ ޴ఇ  ,޶ఉండ ڵ࡯క ߖޒࠫࡍఏ ప ݡ
అం޴ంۨన ऴకࠪߖऒ  ఒక 1 అۮ ߖపओ ంݟ, ఇకए డ అ޴ߝ ऴకమం ࡅకए  పదం a 2 a 3 ak kth 
పదం సమघ షߤ  ప ऱ࣒   a one a two plus a three or sigma ai one two sigma akk is equal 

ఇۨऐ ߖ న ऴړށࢩ సంబం߅ంۨన ࣒ࡎࣄ అంܼࡏ to 1 2 3  etceera a one a two a three etcetera 
ఇߩओ ङڣసం ࡱబంధనߖ ࠾ࡍమ ޴న࠳తࠫࡍऴకమం ప ݡ పరంڴ ఉం݄ అߩओ  ࡏࠬ యగల࠭ۯ మనం ݡ

फޑ࠴ ల޳దܽ 10 ప࠴ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡏࣃ۫ ߖన࢐ܽࡷద࠴ ऒߖ  సڴࡍठ  ߰ంڒ ࠭޳బܽद ࣒ࡎࣄ apjgp 
కएࡅ फޑ࠴ ࣒ࡎࣄ ޳ࡶ వࡱ࢑  ऒߖ బܽद ఇۨऐڒ ,ݟందం߰ ڴలభంࣆ  న ࡹ ࣒ࡎࣄ ఉంࣆࡱޘ ڕࠪ ޾ࡶ ޾ ap
అߩओ n.ࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹ޳ం߰ ࡮ఎ ߖ దܽ࠴ ݡ
 ఇۨऐ న ऴڣࡔ ޳ࡶ ށࢩగށత ࡗߩగమనంࡹ ఉనऒ టऱ࠴ ,ޙ࠼దܽ ప޳ల ޑ࠴फ ऒߖ  ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ మనڕ gp n 
छڙࣅ , ࣆࡱޘ झߤ  అనంతంڴ ఉం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ , అం݄ ఆ ऴకమంߖࡹ ప޳ల సంఖङ  అనంతం 

శړ फࡓ ړంړݡ సࠪనం మࡖక ఉ޳హరణ ࠳న࣒ 2 మࡖక ఉ޳హరణ ࡅకए  egak e  k ak 5 k ak 2 k pi 
एߘ࣌  సࠪనం మࡖక ఉ޳హరణ అ޴ߝ ఒకܽ ࠬద ࡓంࡓ ݡం޳ࡶ ݡ ఒకܽ ࠬద ࡓంࡏࠬ ݡ ak k pi k pi 
ఒకए ޒऴప ߖ࢐ܽ ऒߕఉ ࡱ޳క పߝన అ࠳फ అనంత࣋۫ ࡹߖ޳ ओߩఎలऱ ࡏࠬ ,࠼  ړߖత ऴకࠪ߅సంబం ݢ
घࡏ߷ ࡎభ ߘవࡱ࢑ ࡹ࡮ फ ۯయవ۪ऐ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ పదం ࡅకए  k kth ߖ࢐ܽ బܽदڒ ందగల࠭߰ ߘవࡱ࢑ 
.޴फంࣆవ ށࢩऴ ڕफ మన࣋ݟܔ
घڴࣄ   అ޴ߝ ఒకܽړ ఇߖऔ ࡍߖ ࣒ࡎࣄ ,సࠪనం ړܾߖ भషद ࡱ࢑వڕ కࣆࡱफం޳ࡶ ޳ అߝ ऴపశऒ  వࣆफం޴, k ak  
 ޴ఉం݄ అ ڴతంࠫࡍప ࣒ࡎࣄ
ऴపశऒ ߝఅ ޳వ ఉంࡱ࢑ ࣋ۯ తంࠫࡍప ړߖ޳ ޳ࡶ ޳फంࣆࡱక ڕవࡱ࢑ ంతڜ  వࣆफం޴.
 ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڝ  ڴసం ߯ ఉనऒ  సమघ షߤ ఒకܽړ ړ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޵ k ak snb n nth 
అర ߖफ అం݄ 1 అ࣋ۨࡹఆ ڴऴగతफ܉ బܽद మనంڒ ࡔతफం స࠴ కऀߦ వ ࡏతफం అంܼ࠴ కऀߦ बం n s 1 s 2 
అޔ࢓ం޴   ప ऱ࣒ సࠪనం   సࠪనం 1 ړ  a 2 s 3 1 plus a 2 plus a 3 

సࠪనం ఒక ݀ వరڕ ఒక ڒబܽद ࢐సफړߖ࢐ మనం a 1 plus a 2 plus sorry sn plus a s one s 
మ࠾ࡍ ఈ ऴړށࢩ పޒࠫࡍ ఉం݄, అనంࢇࢗ ړߖޑऱ ऴށࢩ వߤ పऱ࣒  ఎ ݀ పऱ࣒  కࣆࡱफం޳ࡶ ޴ two sn n a a 

फޑ࠴ కऀߦ ల 
సంబం߅త ऴށࢩ పߖޒࠫࡍ కڵ࡯ ఉం݄ ऴށࢩ కࣆࡱफం޴, ఉ޳హరణړ ڕ సࠪనం s one s two sn ak 
అڝߘంݟ  అߩओ ప  ݡ ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  వరڕ సࠪనం, ఇړࡹ ޴  ప ऱ࣒  వڒ ݋ࡕ ݀ ࠑ ߤబܽद k sn 1 n n n n 
అనంࢀࢗ ړߖޑऱనߩओ घڴࣄ ࣒ࡎࣄ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ړߖޑఅనం ݞږ తफం࠴ కऀߦ వ ݡ  ఒకޜߖ޳ n sn kk 
ఒకܽ అనంతం అޔ࢓ం޴ సࠫघ ak k ߖసࠪనం అ ړ న࣒ 1࠳ ړ పవ࡛ ޴ߝఅ ڴ࢑ధం ޻అ ݞంڕڒ తంࢀ
పࡍగށంచంڒ ,ݟబܽद ఒకܽ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ఒకܽ ఈܘ ఈకछ పऱ࣒ ܿ ࡽ  వߤ మనం ఇపओ  a a two ࠭ࣃ۫ ښܽ

ఈకछ ܘఈ ݡ࠮ ఈకछ ࡛ࠂ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡽ పऱ࣒ ܿ ࡽ  వ࠴ ߤదࡷన࢑ మ࠭࠲ ࠾ࡍ  ఒకܽ ࠳న࣒ ఒక a a s 
 సदంړ ߵ సࠪనం అࣆ ߖలభంڴ కھߘనవ۪ऐ  wo is equal to zero s three is equal to minus 

అం݄ ఆ ऴށࢩ కࣆࡱफంڒ ޶ڒ ޴బܽद ߖ ࣒ࡎࣄ చࡍऐ फనऒࣆ ओߩ  one s four is equal to zero ށࢩఆ ऴ ݡ
కࣆࡱफం޾ࡶ ޾ కڝߘए .࡯࢐
 ऴࡅ ށࢩకए  ࠭࠲ వలऱ޶అం ࠾ࡍవ మࡱ࢑ 
ఒక ఫంࣾߖ ߤ అంచߕ ࢘యړߖݞ ఏకపࣾ ݟऴࡅ ڶకए  బࣗపߖ޴ ఉపڵࡆంۧలڕߘం݄, ࠚ࢑ ࣒ࡎࣄనऒ ంڴ fx
ఉండޔࠓనऒ ం޶న, ఇߩओ भ޳࡯ࢣࡍప ߖޒగࡗߩ తށగڣࡔ ࠭࠲ ݡ ం, ࠬరందࡐ ఎߩओ  దܽ࠴ ࠲తށగڣࡔ ݢ
పదం మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ߖషओ ఉనऒ ޜफޒ फࣃߧߖక ڴ࢑ధం ఈ ࡱޔగࡗߩ   అం݄ పదం a kth , ࠼
పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽ ړ సࠪనం అߖ మనందऀߦ ࣆࡱޘ ڔࡍక ࠴తफం అߖ అߦۮ ߖओ  బܽद k ar sk skskڒ ࡯
అం݄ పऱ࣒   ప ऱ࣒ రऴసం పऱ࣒ޔసࠪనం  చ ړ   పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ڒబܽद ࡏࣃऱ సࠪనం  ప ऱ࣒  ar ar ar k r sk ar ar 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  పవ࡛ ࠳ ړన࣒ వߤ పऱ࣒  పవ࡛ ࠳ ړన࣒ అం݄ ࠳న࣒ ړ సࠪనం ߘߝ ar k ar k sk r sk 
फనऒࣆ࢘ࣄޓ ओߩ ऒߗఅవ ݡ  ర޶भ ۯయబߕޔݡऒ సࠪనం k ړ న࣒ పవ࡛࠳ అం݄ 1 ړ పవ࡛ ࠾ࡍమ ࠼ ar r k 
ऒߕھߘక ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳ 1 ޴ߝऱ అࡏࣃ న࣒࠳ బܽद 1ڒ ࠭  పవ࡛ ڒ ړబܽद అ޴ߝ r sk k r sk 
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 సం a r k r gpskڝ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ఒక ړ పవ࡛ ړ న࣒࠳ ఒక ړࡹ
 యగల࠭ ఒకܽ కం݄r k r rۯ మనం ޳ࡶ ంܼ࠭ھߘక ࠭࠲ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ 1 ړ న࣒ ߯ పవ࡛࠳ 1
ۨనऒ  k r r    ݟऴ࢐యం ߖఅ ړన࣒ 1࠳ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ ߝఅ ޳ఒకܽ కం݄ ߭దभ ޳ࡶ ޳
ప޳ల సంఖङ  అనంతంڴ ఉనऒ ओߩ  ݡ
పޒࠫࡍ అనంతం ߘం࠳ 1 ݟన࣒ ߘంݟ శړ फ ߘం࠳ 1 ݟన࣒ వరޔࢂࢗ ڕం޴, k a r k r 

కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ 1 కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, అߩओ ړశ ݟంߘ ݡ फ ޔࢂࢗ ړందߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद r r k 0 
ఈ పదం ڴ ఉంܿం޴  ఇߖऔ ऱనࢀࢗ ړ ޴ంޔࢂࢗ ړܾߖ ऱܿ࠳ 1 ڴన࣒ ޔࢂࢗ ړం޴ మߩ࢙ࡗ k k infi r nity 

కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ 1 కం݄ ఎڕए వڴ ఉం݄, r 
శړ फ అనంޔࢂࢗ ړߖޑంڒ ޴బܽद పޒࠫࡍ అనంతం ޔࢂࢗ ړం࠳ ,޴న࣒ 1 ࠬద ࠳న࣒ 1 r k k ar k r 

అనంతం ڒబܽद ࣒ࡎࣄ సڴࡍठ  కࣆࡱफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఆ࡛ࡌ ࣋ए छ ࠪ ంۨࡍڷ ࡛ ऱܼ నऒޔݡ ओߩ  ޳ࡶ ݡ
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ఖङ࠭ ڕࠪ ޴ఇ ޙ࠼నటऱ࠳సࠪన ړ ࡛ ఠం 1ߦ న࠳ r r 

కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄ అ޴ కࣆࡱफం޴, ఇ޴ , r 
మన࡯ऒ  ఆసړ फకర࠳న ڕࣆޓ ړ1 ࣒ࡎࣄవࣆफం޴  అڼ࡮  ప ऱ࣒  చޔరऴߖࣃऒ  క࠴  ߧ࡯తफంࡹ ఒక ࠳న࣒ r r a r 
ఎకए ޴फ అ࣋۫   ڕన࣒ వర࠳ ఒక ݟంߘ పవ࡛ ݟంߘ డ కࣆࡱफం޴  ऴపޙङ  న࣒ k r a r࠳ ంۨ ࠬద ఒకړ
వరڕ సంऀపफంڴ ఉంܿం޴, ఒక ړߖ޳ సࠪనం అߖ ఉంచడం ޳छ మనం 1 ప ࡌ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  r r r 
ङږ ࠗ అۮ ߖపओ వ۪ऐ , ఈ ࣒ࡎࣄ ఒక߯ߖ޳ ఒకܽ ࠳న࣒ ړ కࣆࡱफం޴, ఉ޳హరణڕ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ࠆࣔ   r 4 ࠑ 1 
 ప ऱ࣒ ప 8 ࠑ 1  ऱ࣒  ఈ ࠴తफం 
ऒߕఉ ࡱ޳క పߝన అ࠳అనంత ࡹ ࣒ࡎࣄ యڒ ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖబܽद ޑ࠴ ࠭࠲फ ऒߖ  గށంచ࠭ࡶ, అޙ࠼ ఈ 
ఫߖޑ࡯ऒ  ఉపڵࡆంۨ ఈ ࠴తफం  ߘం࠳  ݟన࣒ సగం ړ సࠪనం అۮ ߖపओ వ۪ऐ 1 ߖ ࣒ࡎࣄ బܽद మనం ఈڒ  1 2
ఉపڵࡆంۨ గށంచవ۪ऐ   ఈ ऴࡱ࢑ ށࢩవ అ࢑ ޻ధంࡓ ڴంڴݡ ఉండޜࠓందߝ పࡅ ޒࠫࡍకए  ࠙వన 
ఏࠫటం݄ ఒకܽ పऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ప ऱ࣒  వߤߞ ࠑ ߤ పऱ࣒  వࠑ ߤ టछ ంܾ ࣊ߤࢗ అం݄ 1 ߘߝ ప ऱ࣒ ప 3 ࠑ 1  ऱ࣒  3 ࠑ 1 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  1 అࣆ۫ ߖफߕऒ ङږ 3  ߘ छ޳ ࠗ ऒߕफࣆ۫ ߖ పవ࡛ ݟంߘ ద 3ࠬ 1 ࣒ࡎࣄ ߘߝ అం݄ ࡌ అం݄ kk ߘ
0 అۮ ߖపओ ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړߖݞ లం݄ అనంతం అߦۮ ߖओ లం݄ ఇ1 ޴ ࠬద 1 ࠳న࣒ 1 3 ࠑ అޔ࢓ం޴, 
ఇړ2 ࠑ 3 ޴ సࠪనం .
వ  పࡱ࢑ న࣒࠳  ݟڕ ݡంࡓ ݟంߘ  న࣒࠳  పవ࡛  ޴फంࣆࡱక ࣒ࡎࣄ బܽद ఈڒ  ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ 1 ړ ࡛ 1 r 1 r r 
సࠪనం, ఇ޴ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ڕ సࠪనం r 
సࡔ ఇߩओ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄ 1 ప ऱ࣒  r ڴ࢓ࡱࣆ ݟంߘ ߖ޵  యగలంۯ మనం ړన࣒ 1࠳ తफం పవ࡛࠴ 
గށంచంڒ ݟబܽद ࠭࠲ పవ࡛ ړߖࢲࠫߖ ఒక ప ऱ࣒ फޑ࠴  ऒߖ ऒߕफࣆ۫  ࠭  ఒకߖߖ޳ మనం పవ࡛ ࠳న࣒ 11 ړ r 
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖన࣒ అ࠳ న࣒࠳ , r 
ప 1 ڕఉంచడం వలऱ మన ړ న࣒࠳ ࡹ࢑సफరణ ࣒ࡎࣄ ߘవࡱ࢑ బܽदڒ ऱ࣒ ప 1 ړన࣒ 1࠳ తफం పవ࡛࠴  ऱ࣒  r r r 
సࠪనం పऱ࣒ ڕ న࣒࠳ తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳  छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ తफం࠴ న࣒࠳  ࠗ అం݄ 1 ࠳న࣒  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ r r r r r 
ङږ న࣒࠳ ࠗ పऱ࣒  పవ࡛ 4ړ సࠪనం, ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ࡱ࢑వ 1 కం݄ తڕए వ ఉం݄ అ޴ అࢂࢗ ࡮फం޴ r r r 
అ࢑ ޻ధం࠭࠲ ڴ పవ࡛ ࠳న࣒ వړ ߤ  ప ऱ࣒ फޑ࠴  ऒߖ  కھߘనగల࠭ అࠫߕࠑ ࡏࠬ ڼ࡮యࡽ ఎڡझ 1 ߤనलߦ  r 
झڡంܽ ఎ࡮ఇ ޶ం࠭ ࣋ۯ  ऴ߭షߤ లࡌࢡ۫ ߘ 
పऱ࣒ ߤవ ړ పవ࡛ ߘߝ ,  ఆ࡛ ࣟࡽ ఏంܽ అߖ అޙڵݟ వߤ పऱ࣒  
అߖ సࠪ߄నం ࠬࣆࡱޘ ڕ ࣋ए छ పవ࡛ ఇకए ڕవర ݟంߘ ࡛ డ nc one r plus nc 2 r ncnr n n nck 
అڝ߷ ޴ߝदࡍయڝ߷ ࡽदࡍయڝ߷ ࡽदࡍయ࠳ ࡽన࣒ ఇకए డ అ޻ ధన ࡌߪप ంకం ڒ ݟڕబܽद 1 ప ऱ࣒  n k n k n d r
फޑ࠴ ऒߖ  ఎ࢑ ࡮సफࡍంۧࣆࡱޘ ڕࠪ ࡹ  ఇۨऐ న ధߕతघ క ࡌߪप ంకం ڝసం శړ फ ڒబܽद ࡹ ࣒ࡎࣄ n n we al  n
 ప ऱ࣒ ऒߕఉ ࡱబంధనߖ 1  యڝࣆࡱޘ ߖంݟ, ఎం޶కం݄ ఇ޴ పࠫࡍత࠳నڒ ޴బܽद మనం ఈ ܌ࡗ పవ࡛ ࠳న࣒ 
వڕ ߤ వߤ పऱ࣒ బܽद ఇకएڒ ߘࣃ۫ తफం࠴  డ పవ࡛ ऴపږޒలంڴ ఉందߖ గమߖంచంڒ ,ݟబܽद మనం ࢟ܽ܊ߦ r 
 n n ࠾ࡍమ ࠭ޑ޶సం మనం ߰ంڝ లږޒऴప ߗڒ ށࢩత ऴࠫࡍప ޳ࡶ తफం࠴ తࠫࡍప ࠭ࢡ۫ సం ఏࠫڝ
ࡍߖ भషद ࠳  ࡹ ࣒ࡎࣄన࣒ ࠴తफం పవ࡛ ࠳న࣒  ޳ࡶ  ప ऱ࣒ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ݟంߘ  న࣒࠳ తफం పవ࡛࠴  r 1 1 r 1 1 
వరڕ మనం ࡱ࢑ ࢐ܽవలߘ గށంచగలమ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭  ఒకܽ కం݄ తڕए వ ఇߩओ ఇకए ߘߝ ݡ డ r 
ఆࣃ࢘ߧफ फࣃఇ ߖߖంత పڜ ڕࠬ ߗڒ ߘ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ߖܽ࢒ ޙ࠼అ ,ߘ ంచంݟ   ఈ సమసङ లޜ 
ऴߦరంࠚంచంݟ మݡࠪ ࠾ࡍङ ల࣒ ࠪݡङ ల࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ కएࡅ   ఇۨऐ న ࡱ࢑వ ڝసం r 
అܿవంܽ ߖబంధనల ࡱ࢑వలߘ ఎ࡮ ߰ందవ۲ऐ అపओ ,ߘޑߩ۫ ߘߝ  ܽ వరߖ޵ ࡏࠬ ڕऒ  ऴڔߦ द࣒  
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ంచం࠭࠲ ݟ తޒ࢐ࡏ తరగࡹޒ ࠫమघ ऒ࡯ फࣃ۫  ధనङ ࡮ۧ ࠭ Pru ࡏࠬ ࡱ޳࢐
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