
 ْകമ؋ിേലുׯം പരآരയിേലുׯം വീ؇ും സٔാഗതം, ഈ വിഷയ؋ിെല ചില ْപٍ׹٠ൾ ഞ׹ൾ 
തുടർؗും പരിഹരിുׯം, ഈ ْപഭാഷണ؋ിെല നി׹ളുെട ആദّെ؋ ْപശ് നമാണിത്,  ഓേരാ തവണയും 
പ്ؓ ദൂെര വീണതിന് േശഷം ഒരു പരؗ ْപതല؋ിൽ നി്ؗ ഒരു മീئറിന് മുകളിൽ നി്ؗ ഒരു പ്ؓ ഇടുക . 

അത് റീബൗ؇് െചؗുإ ദൂരം േപാസിئീവ് ആണ്, എؗാൽ ഒؗിൽ താെഴ നി׹ൾ ഒരു പരؗ h Rh 
ْപതല؋ിൽ നി്ؗ ഒരു മീئറിൽ നി്ؗ ഒരു പ്ؓ വീഴ്؋ിയാൽ, ഓേരാ തവണയും ദൂര؋ിന്െറ അئം 
വീണതിന് േശഷം പ്ؓ ഉപരിതല؋ിൽ ത؂ുേآാൾ ഓേരാ തവണയും നൽകിയിരിؗുׯ വിവര׹ൾ 
ആവർ؋ിׯാൻ എെؗ അനുവദിൂׯ  പ്ؓ മുകളിേലുׯം താേഴുׯം സ؀രിؗുׯ ദൂരം കെ؇ു؋ക, 
ഉയരം 4 മീئറാെണ്ؗ അനുമാനി്׺ പ്ؓ സ؀രിؗുׯ െമാ؋ം െസׯൻഡുകളുെട എ؉ം കെ؇ു؋ക, 
നമു്ׯ ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ ْശമിׯാം  , പ്ؓ ദൂരം സ؀രി്׺ പ്ؓ അടിുׯേآാെഴبാം h 
ْപٍ؋٠ിന്െറ കാതൽ.  ഉപരിതല؋ിൽ നി്ؗ ഉയര؋ിേല്ׯ  തിരിു׺വരും  ഈ േപായിന്റിൽ നി׹ൾ 
പ്ؓ വീഴ്ു؋കയാണ്, അത് തറയിൽ നിൽുׯേآാൾ അത് ഒരു ദൂരം താേഴ്ׯ സ؀രിുׯം , അത് 
നില്؋ അടിׯാനായി ഉയര؋ിൽ സ؀രിുׯകയാെണ׸ിൽ അത് തിരിു׺വരും ഒരു മീئർ അത് ra 
എؗ ഉയര؋ിേല്ׯ തിരിു׺വരും , തുടർ്ؗ അത് വലേׯ്؋ യാْത െചുإേآാൾ അത് താേഴ്ׯ വരും , 
അത് തിരിു׺വരും എؗതിനാൽ താേഴ്ׯ വരുേآാൾ അത് ദൂരം സ؀രിുׯം, അത് ദൂരം സ്കٔയർ ra r 

മുകളിേല്ׯ തിരിു׺വരും, അത് അേത ദൂരം താേഴ്ׯ വ്ؗ പിؗീട് റീബൗ؇് െചുإം കّൂബ് a r a , 
അ׹െന ആദّം അത് ഒരു ദൂര؋ിന്െറ ഉയര؋ിൽ നി്ؗ താേഴ്ׯ വീഴുؗു, അതിനാൽ അത് ഒരു ദൂരം 
താേഴ്ׯ സ؀രിുؗുׯ , അത് തറയിൽ പതിുؗുׯ, അത് നെأ എْതേ؋ാളം തിരിു׺വരുؗു 
എؗതിെന ആْശയി׺ിരിുؗുׯ, അത് എْതേ؋ാളം താേഴ്ׯ വരും എؗതിെന ആْശയി׺ിരിുؗുׯ. 
ഒരു ഉയരം നിരയിേല്ׯ തിരിു׺വരുؗു, അത് താേഴ്ׯ മറയ്ؗുׯ അേത ദൂരം തിരിു׺വരുؗു , തുടർ്ؗ
അത് താേഴ്ׯ സ؀രി׺ ദൂര؋ിന്െറ മട്׹ മടുؗു׹ , അതായത് ചതുരം എؗി׹െന R r a 
അ׹െന െമാ؋ം ദൂരം അെത േപാെല സൂചിؚിׯാൻ അനുവദിുׯം. ആദّെ؋ ഉയരം താേഴ്ׯ ْടാവൽ
ഡൗൺ ؛സ് റീബൗ؇്സ് മുകളിേല്ׯ പിെؗ താേഴ്؛ ׯസ് റീബൗ؇് മുകളിേല്ׯ സ്കٔയർ ra , ra r 
ഒരു പിؗീട് അേത ദൂരം സ്കٔയർ r a 
അ׹െന അത് ؛സ് 2 ؛സ് 2 സ്കٔയർ ؛സ് ആയിരിുׯം ഇനി ര؇ാമെ؋ േടം ra r a 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഈ അനؓമായ തുകയിൽ തുടർ്ؗ അെ׸بിൽ ര؇ാമത് വിളിുׯക, ഇത് ഒരു gp 

സ്കٔയർ കّൂബ് മുതലായവ ആദّ േടം ഉت ഒരു ആണ്, െപാതുവായ 2ra 2 r a 2 r a 2ra gp 
അനുപാതം ആദّ േടം മുതൽ വെരയുت ആണ്, കൂടാെത നൽകിയ േപാസിئീവും gp ra gp r r 
കുറവുമാണ് ഒؗിെനׯാൾ ഈ അനؓമായ തുക യഥാർ،؋ിൽ സംേയാജിതമാണ് , ആദّ േടം ഉت a 
ഒരു യുെട അനؓതയിേലتുׯ ആെകു؋ക ഒؚം െപാതു അനുപാതം എؗത് ഞ׹ൾ മുൻ gp a r 
ْപഭാഷണ׹ളിൽ വികസിؚിെ׺ടു1 ؋ ൈമനസ് എؗ േഫാർമുല െകാ؇ാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, r 
അതിനാൽ ആവശّമായ ദൂരം ഒരു ؛സ് ആണ്  അവേശഷിؗുׯത് ആദّ പദമായ േകാമൺ േറേഷّാ2ra 

ഉت ഒരു ആണ്, അതിനാൽ ആ യുെട അനؓതയിേലتുׯ തുക 2 ൈമനസ് ആണ്, r gp gp ra 1 r 
അതിനാൽ നൽകിׯഴി؁ാൽ ഞ׹ൾ്ׯ െമാ؋ം ദൂര؋ിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാൻ കഴിയും a 
േചാദّ؋ിന്െറ ര؇ാം ഭാഗം നി׹ൾ ആെക കെ؇؋ണെമ്ؗ ആവശّെؚടുؗു  ര؇ാമെ؋ ടിയുെട 
എ؉ം  ഹീ േബാൾ ഇവിെട സ؀രിുؗുׯ നأൾ ചലന നിയമം ഓർുׯക ؛സ് ചതുര؋ിൽ s ut 
പകുതിയും സٔതْؓമായി വീഴുؗ ശരീര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഗുരുതٔാകർഷണം മൂലമുت 
തٔരണം ْപാരംഭ ْപേവഗം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ യുെട ഏകേദശ മൂലّം ഒآതായി നൽകുؗു.  g 
േപായിന്റ് എ؂് മീئർ / െസׯന്റ് സ്കٔയർ, ഇത് നാല് േപായിന്റ ് ചതുരമാണ്, അതിനാൽ പ്ؓ t 
ഉൾെׯാؗുت െമാ؋ം ദൂരം എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാനായാൽ, നമു്ׯ െയ ഇനിؚറയുؗ t-
രീതിയിൽ േവർതിരിെ׺ടുׯാം ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് 4.9- ന് തുലّമായ 4.9 െകാ؇് നമു്ׯ ഒരു മൂലّം s-
ലഭിുׯം.  േവണെമ׸ിൽ ഉം ഉം േചാദّ؋ിന്െറ ര؇ാം ഭാഗം നി׹േളാട് പറയുؗു 4 മീئറിന് a r 
തുലّമായ നൽകിയി؂ിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ ന്െറ അടിرാന؋ിൽ ലഭിുׯം, ഇത് ഇവിെട r r- t 
ْപٍ٠ം പരിഹരിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ പൂജّമبാ؋ പദ׹ളുെട അനؓമായ േْശണി ഉ؇ാׯാൻ കഴിയും.  
നി׹ൾ ആْഗഹിؗുׯ ഏത് സംഖّയിേലുׯം പരിവർ؋നം െചുؗുإ എؗത് ഇനിؚറയുؗ 
കാരണ؋ാൽ േചാദّം രസകരമാണ് , ഒരു പരിമിത േْശണിയിേലാ പരിമിതമായ തുകയിേലാ 
വിപരീതമായി ഒരു അനؓമായ തുകയ്്ׯ എبായ് േؚാഴും കർശനമായ ഭാഷയിൽ പരിമിതമായ മൂലّം 
ഉ؇ാകണെമؗിب എؗത് ْശؑിുׯക. ഏെത׸ിലും തര؋ിൽ അെ׸بിൽ മെئെؓ׸ിലും വിധ؋ിൽ 
ഒരു അനؓമായ േْശണി സംേയാജിؚിؗുׯതാെണ്ؗ നമു്ׯ അറിയാെമ׸ിലും, യഥാർ، 
സംഖّകളുെട േْശണി ഞ׹ൾ മുൻ ْപഭാഷണ׹ളിൽ സൂചിؚി׺തുേപാെല ഒു؋േചരണെമؗിب . ഒരു 
ജിപിയുെട അനؓമായ പദ׹ൾ ഒരു അനിയْؓിതമായ അനؓമായ സീരീസിന് ലഭّമാേയׯിب, 
അതിനാൽ ചില സംഖّകളിേല്ׯ ഒു؋േചരുؗ പൂജّമبാ؋ പദ׹ളുെട അനؓമായ സീരീസ് 
ഉ؇ാׯാനുت ഞ׹ളുെട ْശമ؋ിൽ, വّװമായ കാരണ؋ാൽ ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിേല്ׯ സٔയം
ഒതു׹ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുׯം . ജّാമിതീയ പുേരാഗതി്ׯ , ഒു؋േചരലിനുت അവر ഞ׹ൾׯറിയാം, 
ഒു؋േചരലിന്െറ കാരّ؋ിൽ ഒരു ജّാമിതീയ േْശണിയുെട അനؓമായ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക 
ഞ׹ൾׯറിയാം , ഇത് മനشിൽ െവു׺െകാ؇് ഞാൻ ഒരു തؗിരിؗുׯ സംഖّയായിരിׯെ؂, ചില 
േْശണികൾ കെ؇؋ാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു, അത് ഒു؋േചരൽ അനؓ േْശണിയും 
ആെകു؋കയും  ആ േْശണി ന് തുലّമായിരിׯണം, നമു്ׯ ജّാമിതീയ േْശണിയുെട െഡാെമയ ്നിൽ l 
സീരീസ് തിരയാം, സ്കٔയർ മുതലായവ അവിെട ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതി ആയിരിׯെ؂  മു്آ aarar 

 ം , കൂടാെത a ar arുׯസ് മുതലായവ ഒരു ജّാമിതീയ േْശണിയായിരി؛ സ് സ്കٔയർ؛ സ്؛
സംേയാജന؋ിന്െറ കാരّ؋ിൽ ഒؗിൽ താെഴയുت േമാഡ് ന് സംേയാജിതമാണ്, ആ സംْഗഹം r ar 
പവർ ൈമനസ് 1 മുതൽ അനؓതയ്്ׯ തുലّമായത് 1 ൈമനസ് ആണ്. കെ؇േ؋؇ത് ഒരു n n 1 r 
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അനؓമായ േْശണിയാണ്, അതിന്െറ തുക നൽകിയ സംഖّയാണ്, അതിനാൽ സീരീസ് ജّാമിതീയ l 
േْശണിയാെണ്ؗ നമു്ׯ അനുമാനിׯാം, അതിനാൽ ന് തുലّമാകാൻ നമു്1 ׯ ൈമനസ് l r 
ആവശّമാണ്, അവിെട ന്െറ നിയْؓണം ആ േമാഡ് ആണ്.  ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതി r r 
ലഭിؗുׯതിന് ഒؗിൽ കുറവ്, 
അ׹െന തുക എؗതിെനാؚം അനുബؖ ജّാമിതീയ േْശണിയും, ൈമനസ് ൈമനസ് 191 l a by 1 r , 
ന് ഇടയിലുت ചില സംഖّ ഉت ന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഒരു വّവر മാْതേമ ഉൂت, r l 
പേײ അ؋രം കാരّ׹ൾ നിർ؉യിׯാൻ  നി׹ൾ്ׯ ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതി ആവശّമാണ് ആദّ 
േടം െപാതുവായ അനുപാതം എؗിവ ര؇് അ׾ാത׹ളാണ്, ആദّം ൈമനസ് ഒؗിനും ഒؗിനും a, 
ഇടയിൽ ചില അനിയْؓിതമായ മൂലّ׹ൾ ഉേ؇ാ , കൂടാെത  േമാഡ് ഒؗിൽ പറയുؗതിേനׯാൾ r 
കുറവുت തിരെ؁ടുؗുׯതിന് ഈ േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯക.  നിലപാട് പകുതി്ׯ തുലّവും r r l 
ന് തുലّവും ഒരു ൈമനസ് ആׯി നമു്ׯ ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി ലഭിുؗുׯ, അതായത് ൈമനസ് r l 1 

 ൾ r lr r lr r׹െനയാണ് , ഞ׹സ് എؗി؛ സ് സ്കٔയർ 1 ൈമനസ്؛ ൈമനസ് 1 ׯസ് േല്؛
ഇതുവെര നട؋ിയ നിരീײണം പറയുؗു ഞ׹ൾ ഒؗിൽ കുറവും ൈമനസ് ഒؗിൽ കൂടുതലും 
തിരെ؁ടു؋തിനാൽ ഈ സീരീസ് ഒു؋േചരും , കൂടാെത സീരീസിന്െറ ആെകു؋ക l 
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ  ഞ׹ളുെട സൗകരّാർ،ം ഞ׹ൾ ജّാമിതീയ േْശണിയിൽ ْപവർ؋ി׺ ഒരു
അനؓമായ സീരീസ് കെ؇ؗു؋ത് എبായ്േؚാഴും സാധّമാണ്. ഞാൻ േപാസിئീവ് ആകാം 
പൂജّമാെണ׸ിൽ പൂജّമാകാം അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ആകാം , ഞ׹ളുെട സീരീസ് നിشാര േْശണിയായ 0
0 ײസ് ആയി കുറയുؗു, അതിനാൽ ഇെതാരു വിപരീത ْപശ് നം േപാെലയാണ് , പേ؛  സ്؛  സ്؛ 0
നി׹ൾ്ׯ ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി നൽകുؗതിന് പകരം കൂടാെത േചാദّ؋ിന് കുറ്׺ സംഖّ 
നൽകിയിരിുؗുׯ എ്ؗ േചാദി׺ാൽ നമു്ׯ ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി നിർأിׯാനാകുേമാ, അതിന്െറ 
ആെകു؋ക തؗിരിؗുׯ സംഖّയാണ്, നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം നി׹ൾ്ׯ ചതുര׹ളുെട ഒരു 
പാേئൺ ഉ؇ായിരിുׯം ആ പാേئണിെല ചതുര׹ളിൽ ആദّം നാല് ചതുര׹ൾ്ׯ ബാഹّരൂപം 
നൽകിയിരിുؗുׯ  ചതുര؋ിന് നാല് മീئർ ചതുരْശ വിُീٝർ؉മു؇്, മ്ئ ചതുര׹ളിൽ ഓേരാؗിനും t 
ചതുര׹ളുെട വശ׹ളുെട മധّബിؕുׯൾ േചരുؗതിലൂെട ലഭിؗുׯതാണ്, അത് എبാ 
ചതുര׹ളുെടയും വിُീٝർ؉؋ിന്െറ ആെകു؋ക കെ؇ؗു؋തിന് മു്آ നി׹ൾ്ׯ ചതുര׹ളുെട 
ഒരു പാേئൺ നൽകിയിരിുؗുׯ.  മുآെ؋ ചതുര؋ിന്െറ ഓേരാ വശ؋ിന്െറയും മധّബിؕുׯൾ 
േചരുؗതിലൂെട നി׹ൾ്ׯ അടു؋ ചതുരം ലഭിുׯം, ഈ പാേئൺ തുടരുؗു, അതിനാൽ ഇത് 
പാേئണിെല നി׹ളുെട അ؀ാമെ؋ ചതുരമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ْപേദശ׹ളുെട ആെകു؋ക 
കെ؇؋ാൻ നി׹േളാട് ആവശّെؚടുؗ പാേئണിെല ആറാമെ؋ ചതുരമായിരിുׯം. എبാ 
ദീർഘചതുര׹ളിലും നൽകിയിരിؗുׯത് ഏئവും പുറتു؋ ചതുരാകൃതിയിലുر تല؋ിന്െറ 
വിُീٝർ؉ം 4 മീئർ ചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം മാْതമാണ്, നമു്ׯ ഈ കുറി്ؚ പരിഹരിׯാം , ഒരു 
ചതുര؋ിന് ഓേരാ വശവും നീളമുെ؇׸ിൽ , ഈ പാേئണിൽ ലഭിؗുׯ അടു؋ ചതുര؋ിന് 
മധّബിؕുവിൽ േചരുؗതിലൂെട ഇനിؚറയുؗ വശ؋ിന്െറ നീളം ഉ؇ായിരിുׯം. ചതുര؋ിന് 
വശ؋ിന്െറ നീളം ഉ؇ായിരുؗു, ഇത് മധّബിؕുവാണ്, അതിനാൽ ഈ ദൂരം ആണ് ഈ ദൂരം a a by 2 a

ആണ് നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ഒരു വലത് േകാണുت ْതിേകാണമു؇് , അത് നി׹ൾ്ׯ നൽകുؗ by 2 abc 
ആയി ഞാൻ സൂചിؚിׯെ؂ നി׹ൾ്ׯ ൈപതേഗാറസ് സിؑാؓം ഉപേയാഗിׯാവുؗ യുെട നീളം bc AB
സ്കٔയർ ؛സ് ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂലമായിരിുׯം, ഇത് നി׹ൾ്2 ׯ ചതുരവും ചതുരവും  ac a by 2 
നൽകുؗു  ൈസഡ് നീളം നുأെട പാേئണിെല അടു؋ ചതുര؋ിന് വശ؋ിന്െറ നീളം മുേഖന a a 
റൂ؂് 2 ഉ؇ായിരിുׯം. അടു؋ത് വശ؋ിന്െറ നീളം റൂ؂് 2 മുേഖന റൂ؂് 2 ആയിരിുׯം , a by 
അ׹െന നമു്ׯ വശ؋ിന്െറ നീളം ഉتേؚാെഴبാം നുأെട പാേئണിൽ അതിന് െതാ؂ടു്؋ x x 
വശ؋ിന്െറ നീളം വഴി റൂ؂് 2 ഉ؇ായിരിുׯം. അതിനാൽ അനുബؖ ْപേദശ׹ൾ ഒരു ചതുരം x a 
ൈബ റൂ؂് 2 സ്കٔയർ റൂ؂് 2 ആയിരിുׯം , a by 
അ׹െന ഒരു ചതുരം ഒരു ചതുരം 2 ചതുരം െകാ؇് 4 ആകും. എبാ ദീർഘചതുര׹ളുെടയും a 
വിُീٝർ؉ം കെ؇ؗു؋തിന്, ഈ സംഖّകളുെട ആെകു؋ക കെ؇ؗു؋തിന്, ഈ സംഖّകളുെട 
ആെകു؋ക ഒരു ചതുര؋ിനും ഒരു ചതുര؋ിനും തുലّമായ ْപേദശ׹ളുെട ആെകു؋കയും ഒരു 
ചതുരം 2 ലും ഒരു ചതുരവും 4 ലും കൂ؂ുക തുട׹ിയവ . ഈ അനؓമായ തുക ഒരു ജّാമിതീയവുമായി 
െപാരു؋െؚടുؗതായി എളുؚ؋ിൽ നിരീײിׯാനാകും. ആദّ േടമിെനാؚം പുേരാഗതി  ഒരു 
ചതുരവും െപാതു അനുപാതവും 1 െകാ؇് 2 ആണ്. അതിനാൽ െപാതു അനുപാതം 1-ൽ 
കുറവായതിനാൽ തുക ആദّ േടം 1 ൈമനസ് െപാതു അനുപാതമായിരിുׯം, വാُവٝ؋ിൽ അത് 
ഒു؋േചരുؗതാണ്, 
അ׹െനയാണ് നമു്ׯ ആ അനؓമായ തുകയ്്ׯ ഒരു പരിമിത മൂലّം എഴുതാൻ കഴിയുؗത്  ര؇് ഒരു 
ചതുര؋ിന് ഏئവും പുറتു؋ ചതുര؋ിന് നാല് മീئർ വിُീٝർ؉മു؇്, അതിനാൽ ഒരു ചതുരം നാല് 
മീئർ ചതുരം ഒരു ചതുരം നാല് സംഖّാ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഏരിയകളുെട ആെകു؋ക 
ര؇ിൽ നി്ؗ നാലിന് തുലّമാണ്, ഇത് എ؂് മീئർ ചതുരْശ യൂണിئിെനാؚം എ؂് ആണ്. െല ഒരു gp-
ْപശ് നമാണ്, നമു്ׯ ഒരു ന്െറ ര؇ാം േടം തുടരാം  ആണ് , െപാതു അനുപാതം ന്െറ gp- 1000 n- n 
മൂലക׹ൾ ന്െറ എؗിവ ഒؗായിരിുׯം  പി ഏഴിേനׯാൾ വലുത്,  സൂ٣ظമായ n- p, b 
നിരീײണ؋ിന്െറ സാധّമായ എبാ മൂലّ׹ളുെടയും ആെകു؋ക, അത് ജിപിയിെലയും ജിപിയിെല 
പദ׹ളുെട ഉൽപؗേ؋യും ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯെവ്ؗ െവളിെؚടുു؋ം . ദി  െപാതു അനുപാതം 1 ന്െറ

ആണ്, എؗത് സٔാഭാവിക സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ഒരു പദം േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ െപാതു n n 
അനുപാതവും േപാസിئീവ് ആണ് , െപാതു അനുപാതം േപാസിئീവ് ആെണ׸ിൽ , ആ ജّാമിതീയ 
പുേരാഗതിയുെട എبാ നിബؖനകളും േപാസിئീവ് ആയിരിׯണം, അതാണ് നൽകിയിരിؗുׯ pn 

Pru
tor
@
IIT
K



ഉൽؚؗെ؋ സൂചിؚിׯാൻ ഞ׹െള സഹായിؗുׯ ഒരു നിരീײണം പദ׹ളുെട അതിനാൽ n p 
ആറ് എؗത് ആറ് പദ׹ളുെട ആദّ ആറ് പദ׹ളുെട ഫല؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ന് തുലّമാണ്, p phi 
ഇത് ആറാം േടമിേലتുׯ ആദّെ؋ അ؀് പദ׹ളുെട ഗുണന؋ിന് തുലّമാണ് , ആറാം പദെ؋ t 
ആറ് ആം പദെ؋ സൂചിؚിുؗുׯ അതിനാൽ ആറ് ഉൽؚؗം  ആറ് പദ׹ളുെട ഫലമാണ് tn n p 
ആദّെ؋ അ؀് പദ׹ൾ  ആׯി സംײിപ് തതയ് ׯായി , എؗത്  നൽകിയിت؂ു ആദّെ؋ t6 pn p 6

പദ׹ളുെട ഉൽؚؗം 5-േനׯാൾ വലുതാെണؗും എؗത് ഒؗിെനׯാളും വലുതാെണؗും n p t 6 
സൂചിؚിുؗുׯ, എبാ പദ׹ളും േപാസിئീവ് ആെണؗും ഒؚം  ആറ് തുലّമാണ് ആׯി ആറ് p p phi t 

എؗത് േനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ന്െറ എؗത് 1- േനׯാൾ വലുതായിരിുׯം, p6 p5 p5 p6 
അതായത് എؗത് 1-േനׯാൾ വലുതായിരിുׯം.  എؗത് ആറിേനׯാൾ കുറവാണ്, t6 erm , p7 p 
അതിനാൽ ഏഴ് ഒؗിൽ കുറവാണ്, അതിനാൽ തؗിരിؗുׯ യുെട ആറാമെ؋ േടം t GP-
ഒؗിെനׯാൾ വലുതാെണؗും ഏഴാമെ؋ േടം ഒؗിൽ കുറവാെണؗും ഞ׹ൾ നിരീײി1000 .ുؗുׯ 
ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ഉം ഉം ര؇ാം േടമുമായി ബؖിؚിׯാം, ഒരു എؗത് t6 t7 GP aarar 
സ്കٔയർ കّൂബ് രൂപമാെണ്ؗ ഓർأിുׯക, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ കാരّ׹ൾ ആദّ േടമിലൂെട ar 
സൂചിؚിׯാം ഇത് ര؇ാം േടം മൂؗാം േടം നാലാം േടം, 
അ׹െന നമു്ׯ ബؖിؚിׯാം ഞ׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯ ര؇ാമെ؋ േടമിന്െറ  എبാ 
നിബؖനകളും ْശؑിുׯക.  ആറാമെ؋ േടം ര؇ാം േടമിന് തുലّമായ തവണ എْതയാണ് ശװി 4 r 
കാണുക ഈ മൂؗാം േടം തവണ ര؇ാം േടം നാലാം േടം ര؇ാം േടം ചതുരം ര؇ാം േടം r r 
അ׹െന ആറാം േടം ശװി നാല് തവണ ര؇ാം േടമും ര؇ാമേ؋തും ആയിരിുׯം  പദം ആയിരം r 
എ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ അതുേപാെല തെؗ ഏഴ് എؗത് ഏഴാമെ؋ േടം ആയിരിുׯം, അത് പവർ t r 
ൈഫയിേല്ׯ ര؇ാമെ؋ േടമിന് തുലّമായ ഒരു െനാേ؂ഷൻ മാْതമായിരിുׯം , അത് ആയിര؋ിേല്ׯ

പവർ അ؀് ആകും r 
അ׹െന പവർ ആറ് ഒؗിെനׯാൾ വലുത് 1000 പവർ 4 ആയി വിവർ؋നം െച1  ുؗുإ-േനׯാൾ , t r 
അത് പവർ 4-ൽ 1-ൽ ആയിരം കൂടുതലാണ് , െപാതു അനുപാതം 1-ൽ ആെണ്ؗ ഓർുׯക, r n 
അതിനാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് 1-ൽ പവർ 4-ൽ 1-ൽ അധികം 1- ആയിരേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, ഇത് n 

പവർ നാല് ഉപേയാഗിؗുׯത് ആയിര؋ിൽ താെഴയാണ് . ര؇ാമെ؋ വിവരം അതായത് ൽ n t7 1 
കുറവാണ്, നമു്1000 ׯ പവർ ലഭി5 ,ുؗുׯ എؗത് പവർ അ؀് െകാ؇് ആയിരം ഒ്ؗ എؗതിെന r n 
സൂചിؚിؗുׯ ഒؗിൽ കുറവാണ് , അതായത് പവർ ൈഫ ആയിരേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, n 
അ׹െന നأൾ ന്െറ മൂലّം തിരയുകയാണ്. പവർ നാല് ആയിര؋ിൽ താെഴയും പവർ ൈഫ n n n 
ആയിര؋ിൽ കൂടുതലും ഉت ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ, ആറിൽ കുറവാെണ׸ിൽ പവർ നാല് n n n 
ആയിര؋ിൽ താെഴയാെണ്ؗ കാണാൻ ْപയാസമിب, നി׹ൾ്ׯ ഒ്ؗ ര؇ിന്െറ നാലാമെ؋ 
ശװിെയുׯറി്׺ ചിؓിׯാം. മൂ്ؗ നാല്, അ؀് എؗിവ ആയിര؋ിൽ താെഴയാണ്, നാലിൽ n 
കൂടുതേലാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ മാْതം അ؀ാമെ؋ ശװി ആയിരേׯ؋ാൾ വലുതാെണ്ؗ 
കാണാൻ ْപയാസമിب, അതിനാൽ ന്െറ മൂലّ׹ൾ 6-ൽ താെഴയുت മൂലّ׹ൾׯായി ഞ׹ൾ n 
തിരയുؗു .  4 എ്ؗ പറയുؗത് ആയിര؋ിൽ താെഴയാെണؗും നാലിെനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ 
ആയവയും അ؀ാമെ؋ ശװി ആയിരേׯ؋ാൾ കർശനമായി വലുേതാ ആെണ്ؗ പറയുؗതിന് 
തുലّമാണ് അതിനാൽ ന്െറ സാധّമായ മൂലّ׹ൾ നാല്, അ؀് എؗി׹െനയാണ് ഇേؚാൾ n 
േചാദّ؋ിനുت ഉ؋രം എؓാണ്  ന്െറ സാധّമായ എبാ മൂലّ׹ളുെടയും ആെകു؋ക n 
ആവശّമുت തുക ഒآത് നാല്, അ؀് സാധّമായ മൂലّ׹ൾ, അതിനാൽ ആവശّമായ തുക ഒآത് 
ആണ് , നി׹ൾ്ׯ അടു؋ ْപശ് നമു؇് , ഒരു യുെട ആദّ  നിബؖനകളിൽ ചിലത് ആദّ GP- 12 14 
നിബؖനകളുെട ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാണ് ആദّ 12 പദ׹ളുെട ആെകു؋കയും ആദّെ14 ؋ േടം
തുകയും തുലّമാണ്, ആദّ 17 പദ׹ളുെട ആെകു؋ക 92 ആണ്, ജിപിയിെല മൂؗാമെ؋ േടം എؓാണ് 
എؗത് ഒരു ജിപിയുെട നിബؖനകളുെട ആെകു؋കെയുׯറിتു׺ േചാദّ؋ിന് n 
അടിرാനപരമായി അത് പരിഹരിׯാം  ആ എؗത് അെ׸بിൽ ന്െറ പദ׹ളുെട l sn aap gp n 
ആെകു؋കയ്്ׯ ഒരു زാൻേഡർഡ് െനാേ؂ഷനായി ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ 
നൽകിയിരിؗുׯത് എؗത് ആദّെ؋ ദٔിപദ׹ളുെട തുകയ്്ׯ തുലّമാണ്, ആദّ പതിനാല് s12 s14 
പദ׹ളുെട ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാണ്, എؗാൽ പതിؗാലു എؗത് ദٔിതീയ ؛സ് തുക  s s 
ആദّെ؋ ഡّുവൽ േടം ؛സ് 13-ആം േടം, അത് ؛സ് എ്ؗ ഞാൻ എഴുതുؗു, അത് t13 t14 s2l 
നൽകുؗു ؛സ് 13-ആം േടം ؛സ് 14-ആം േടം , അതായത് 13-ആം േടം ؛സ് 14-ആം േടം എؗത് 0-ന് s12 
തുലّമാണ് അവിെട ആ رിരാ׸െ؋ െപാതുവായ അനുപാതം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അത് ؛സ് t 13 rt 
13 0 ന് തുലّമാണ്, ഇത് തവണ 1 ؛സ് തുലّമാണ്  ഒരു ജിപിയിൽ 0 എؗത് മെبئാ പദ׹ളും 0 t 13 r 
ആയിരിുׯം, അതായത് 14 15 എبാ പദ׹ളും 0 ആയിരിുׯം, കാരണം ഇത് 13-ആം പദെ؋ സ്കٔയർrr 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ലഭിؗുׯതാണ്, 
അ׹െന ഒരിׯൽ 13-ആം േടം 0 ആയാൽ മെبئാ പദ׹ളും 0 ആയിരിുׯം. ആദّ 17 പദ׹ളുെട 
ആെകു؋ക, ആദّെ13 ؋ പദ׹ളുെട ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമായിരിുׯം, അതായത് ആദّ 12 a  
പദ׹ളുെട ആെകു؋ക, 0 ന് തുലّമായ എبാ പദ׹ളും 0 ആയി നൽകുؗതിനാൽ ഈ േകസ് t 13 
ഒഴിവാׯി , നമു്ׯ േശഷിؗുׯത് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആശ׸ാകുലരായ r 
ജിപി്ׯ െപാതുവായതുെ؇്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ. അനുപാതം ൈമനസ് 1 ആകെ؂, ആദّ പദെ؋ 
ജّാമിതീയ പുേരാഗതി ആരാർ ചതുരം ആകും, 
അ׹െന അത് ഒരു ൈമനസ് ൈമനസ് ആയിരിുׯം, aa a 
അ׹െന നുأെട ഈ ലളിതമായ രൂപ؋ിേല്ׯ ഒരു ൈമനസ് ൈമനസ് ആയി കുറയ്ുؗുׯ. gp aa a 
അതിനാൽ ഈ ജിപിയുെട നിബؖനകളുെട ആെകു؋ക ഉം ൈമനസ് ഉം പല ْപാവശّം n a a 
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േചർؗുׯതിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ തുലّമാെണ׸ിൽ അത് 0 ആയിരിുׯം, ഓേരാ യും n a n 
ആെണ׸ിൽ ൈമനസ് െകാ؇് റؐാുׯം, പുറ؋ാെണ׸ിൽ ഓേരാؗും ൈമനസ് ഉപേയാഗി്׺ a n 
റؐാുׯം എؗാൽ നമു്ׯ അവസാനമായി യ്്ׯ നൽകുؗ തുകയായി അവേശഷിുؗുׯ, a ba 
അതിനാൽ ഈ ْപേതّക ന്െറ നിബؖനകളുെട ആെകു؋ക ആെണ׸ിൽ 0 ആയിരിുׯം, gp n n n 
ആെണ׸ിൽ എؗത് ആദّെ17 ؋ പദ׹ളുെട ആെക തുക 92 ആണ് ആദّ 17 പദ׹ൾ 92 ആദّ n n 
നിബؖനകൾ്ׯ തുലّമാണ്, ചിലർ്ׯ കടെؚ؂ിരിുׯേآാൾ  17 ഒئയടി ആയതിനാൽ നമു്92 ׯ ന് n 
തുലّമാണ് നുأെട ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട ആദّ പദം 92 ആണ് , െപാതു അനുപാതം ഇതിനകം 
ൈമനസ് 1 ആയി ലഭിു׺, അതിനാൽ മൂؗാമെ؋ േടം 92 ആയിരിുׯം , അടു؋ ْപٍ٠വുമായി നമു്ׯ 
മുേؗാ؂് േപാകാം ഈ അടു؋ ْപٍ٠ം ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ വായിുؗുׯ  ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയുെട
ആദّ 25 പദ׹ളുെട ആെകു؋ക 5 25 ഉം അടു25 ؋ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക 725 ഉം ആണ്, ഈ 
ആ؛ിേׯഷന്െറ െപാതുവായ വّതّാസം എؓാണ്  ഈ ْപٍ٠ം ഉറ؋ׯിന്െറ നിബؖനകളുെട n 
ആെകു؋കയാണ് ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ നമു്ׯ ْശമിׯാം t1 t2 etc t25 t26 etc t50 
മുതലായവ  നൽകിയിരിؗുׯ ഗണിത പുേരാഗതിയുെട [സംഗീതം] നിബؖനകളാണ് അടു؋തായി 
നമു്ׯ േചാദّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ വിവര׹ൾ ചി؋صിൽ വിവർ؋നം െചإാം, അതായത് 
ആദّെ25 ؋ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക എؗത് ആണ്. ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയുെട s25 phi 25 n 
അടിرാന؋ിൽ, അടു25 ؋ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക ആയി 7 25 ആണ്, അതായത് ഇത് k 25 k25 , 

 ത് 725 ആണ്.  26 േടമിൽ t26 t27 t50 lؗുׯതുലّമാണ്, വെര നൽകിയിരി ׯസ് മുതലായവയ്്؛ സ്؛
തുട׹ി 52-ൽ അവസാനിؗുׯ ഒരു എപിയുെട ചില നിബؖനകൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു 
െറഡിെമᅃٛ ്േഫാർമുല ഇെ്ؗب ഞാൻ നി׹െള ഓർأിؚിുؗുׯ, എؗിരുؗാലും 26-ആം േടം ആദّ t26 
േടമും 25-ലും നൽകുെമ്ؗ ഓർുׯക. െപാതുവായ വّതّാസ؋ിേല്ׯ സമാനമായി 27-ആം പദവും t27 
െനാേ؂ഷനിൽ നൽകിയിരിؗുׯത്  25-െന ബؖിؚിുׯക എؗ ഉേؐശേ؋ാെട 26 ഉം കൂ؂ിേ׺ർ്؋, k d-
അതായത് ന്െറ അടു25 ؋ നിബؖനകളുെട ആെകു؋ക മായി, അതായത് അേത െല ap- s25- AP-
ആദّെ25 ؋ നിബؖനകളുെട ആെകു؋ക നമു്ׯ െചإാം 27-ആം േടമിന് േശഷം എനി്؛ ׯസ് t 1 d 
 ഇതിൽ നി്ؗ 27-ആം േടം d 26 d d d ,ുؗുׯസ് 25 ആയി വിഘടിؚി؛ സ് 25 എ്ؗ എഴുതാം, ഇത്؛
ര؇ാം േടം ؛സ് ആെണ്ؗ നിരീײിׯാൻ കഴിയും സമാനമായ രീതിയിൽ 28-ആം േടം 25d 
നൽകിയിരിؗുׯത്.  േഫാർമുല ഫ്ز േടം ؛സ് 27 ഡി ഫ്ز േടം ؛സ് 2 ഡി ؛സ് 25 ഡി എ്ؗ വീ؇ും 
എഴുതാം, ഇേؚാൾ ؛സ് 2 ഡി 30 ആെണ്ؗ നിരീײിുׯക, അതിനാൽ 28 േടം മൂؗാം േടം ؛സ്t1 t28 t3 
25 ഡി ആയി എഴുതാം.  25-ാം കാലയളവ്  ؛സ് ഇത് ഉപേയാഗി്׺ നമു്25 ׯ ന് m t25 25d k 25 
പദْപേയാഗം എഴുതാം, അത് മുതൽ വെരയുت തുകയ്്ׯ തുലّമാണ് , ؛സ് ؛സ് t 26 t 27 t50 t1 25d 

 ക, വെരt 2 d t1 t2 t25ുׯെന പുനഃസംഘടിؚി׹സ് എؗി؛ സ്؛ െന എഴുതാം. ഇത്׹സ് 25 എؗി؛
 ളു؇് ഇതിൽ നി്ؗ d d d k׹പദ تിലു؋ര؋െന 25 അ׹സ് മുതലായവ 25 എؗി؛ സ് 25؛ സ് 25؛
25 എؗത് ആദّെ25 ؋ പദ׹ളുെട ആെകു؋കയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതായത് ؛സ് 25 തവണ 25  ഈ s 25 

യിൽ നി്ؗ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ േവർതിരിെ׺ടുׯാം d d k 25 minus s 25 by 625 , 
തؗിരിؗുׯ എؗിവയുെട മൂലّ؋ിന് പകരമായി നമു്ׯ ൈമനസ് 525 ന് k25, s25 d 725 by 625 
തുലّമായ ലഭിുׯം.  8 ൈബ 25 എؗ നിലയിൽ, നൽകിയിരിؗുׯ ഗണിത പുേരാഗതിയുെട d 
െപാതുവായ വّതّാസം 8 ആണ്.  by 25 
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