
 இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் வரிைச மற்௥ம் ெதாடர ்ஶ௣த்த எட்டாவௌ ௳ரி௵ைரக்ஶ 
உங்கள் அைனவைர௞ம் வரேவற்ழேறாம்.
  
எந்த இரண்௄ ெதாடரச்஼்யான ெசாற்க௬க்ஶம் இைடேய உள்ள ேவ௥பா௄ ஒேர மாொரியாக 
இ௠க்ஶம் மற்௥ம் இந்த மா௣௧ ெபாௌவான ேவ௥பா௄ மற்௥ம் எண்கணித ௚ன்ேனற்றம் என 
௚தல் ெசால்௩டன் ஶ௣ப்௔டப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் என்ற ெபாௌவான ேவ௥பாட்ைட d 

௔ளஸ் 2 என ஶ௣ப்௔டலாம் எனேவ இந்த இல்  வௌ ெசால் ித்ொரத்தால் aa plus da d ap n 
ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் 1 இல் வழங்கப்ப௄ழறௌ   ப்ளஸ் கைட஼ ெசால் வௌ ெசால் n d n 
மாற்றாக ௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக க்ஶ சமமான ித்ொரத்ைதப் ெப௥ழறௌ 2sn n n 
க்ஶ 

ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ல் ஆனௌ வழக்கம் ேபால் ௚தல் ெசால் மற்௥ம் சம்பந்தப்பட்ட 2 a n d a d 
இன் ெபாௌவான ேவ௥பா௄ இங்ேக உங்களின் அ௄த்த ௔ரசச்ைனயாஶம், இொல் ap 

என்பௌ இன் ௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக s 1 ap n 
என்பௌ ஒற்ைறப்பைட மற்௥ம் இரண்௄ என்பௌ இந்த ெதாடரின் n s 

ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைகயாஶம்.
இந்த ஼க்கல் ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெசாற்களின்  s1 by s2 n 

ஷட௄்த்ெதாைகையப் பற்௣யௌ, ேம௩ம் தாமத௘ன்௣ இந்த ஼க்கைலத் ோரப்்ேபாம் a one a 
மற்௥ம்two 

 அதனால் எண்கணித ௚ன்ேனற்றம்  b d
என்ற ஶ௣௝ட்டால் அதன் ெபாௌவான ேவ௥பாட்ைடக் ஶ௣க்கலாம்  பரி஽லைன௜ல் உள்ள  so 

எண்கணித ௚ன்ேனற்றம் ௚தல் கால மற்௥ம் ெபாௌவான ேவ௥பா௄ ஆழயவற்ைறக் a1 d 
ெகாண்௄ள்ளௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம்  
எனேவ 1 ஷட்டல் ஒ௠ 2 ஷட்டல் ௚த௧யன ஷட்டல் ஆனௌ என்௥ ெகா௄க்கப்படட்ால், a s1 

இன் ௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைகக்கான ஆயத்த ித்ொரம் எங்களிடம் உள்ளௌ, ap n 
இௌ ஆல் 2 ெப௠க்கல் 2 ௚தல் ௚தல் வாரத்்ைதயாக ஷட்டல் க௯த்தல் 1 ெபாௌ ஆக n n di 
வழங்கப்ப௄ழறௌ  நாம் ஆல் ஶ௣க்கப்படட் எனேவ இந்த ித்ொரத்ைதப் d fference, s1 
ெப௥ழறௌ  , ெதளி௵க்காக ஒற்ைறப்பைட இடங்களில் நிக௱ம் இந்தத் ெதாடரின் ெசாற்களின் 
ஷட௄்த்ெதாைகயாக ெகா௄க்கப்படூ்௠ப்பைதக் காண்க.s2 
 இந்தத் ெதாடரின் பைழய இடங்களில் இந்தத் ெதாடரின் ௚தல் ஼ல ெசாற்கள் எனேவ s 2 
என்பௌ 1 ஷட்டல் 3 ஷட்டல் 5 ஷட்டல் ேபான்றைவ ஷட்டல் ஆஶம், ஏெனனில் என்பௌ n ode 
என்௥ ெகா௄க்கப்படட்தால், பரி஽லைன௜ல் உள்ள ெதாைகயானௌ என்பௌ நிக௱ம் s2 
ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக௞டன் ௚ூவைடழறௌ.
 ஒற்ைறப்பைட இடங்கள் 

அதாவௌ மற்௥ம் பலவற்௣ல் உள்ள வரிைச ௙ண்௄ம் ஒ௠ எண்கணித , s2, a1 a3 f5 
௚ன்ேனற்றம்  
என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ேவாம்  எனேவ ஒ௠ க௯த்தல் என்பௌ a1 a2 a3 ap a3 a2 
ெபாௌவான ேவ௥பா௄ என்பௌ 2 ைமனஸ் க்ஶ ஒத்ததாஶம் எனேவ d a 1 a 3 minus a 

அேத ேபால் க௯த்தல் க௯த்தல் ஷட்டல் க௯த்தல் ஆஶம் ேமேல 1 2d f5 a3 f5 a4 f4 a 3 
நாம் ெசய்தைதப் ேபான்ற ைகயா௬தல் நமக்ஶக் ழைடக்ழறௌ  இௌ இப்பூச ்ெசன்றால், 2d  
௚ன்ேனற்றம் மற்௥ம் பலவற்௣ன் ெதாடரச்஼்யான ௳ொ௚ைறக௬க்ஶ இைட௜லான a1 a3 a5 
ேவ௥பா௄ ஒேர மாொரியாக இ௠ப்பைதக் காணலாம், இௌ எனேவ ஆக உள்ளௌ , 2d a1 a3 f5 
எனேவ இௌ ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றம் ௚தல் கால ெபாௌவான ேவ௥பா௄ அ௄த்த a1 2d 
ேகள்௳ இந்த எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் எத்தைன ெசாற்கள் உள்ளன மற்௥ம் பல a1 a3 a5 
இந்த ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் ெசாற்களின் எண்ணிக்ைக 

ஷட்டல் 1 ஆல் 2 ஆக உள்ளௌ, எனேவ என்பௌ ஷட்டல் 1 ஆல் 2 ெசாற்களின் n s 2 n 
ஷட௄்த்ெதாைகயாக உள்ளௌ.

க்ஶ சமமான ெபாௌவான ேவ௥பாட்௄டன்  2d 
, ப்ளஸ் ஷட்டல் 1க்ஶ சமமான ித்ொரம் ஐப் ெப௥ழறௌ 2 ைமனஸ் 1 மடங்ஶ ெபாௌவான n s2 
ேவ௥பா௄ ஷட்டல் 1 ஆல் 2 என்பௌ இந்த ஷட௄்த்ெதாைக௜ல் உள்ள சம்மன்களின் n 
எண்ணிக்ைக மற்௥ம் 2 என்பௌ என்பௌ ௚தல் ெசால்  மற்௥ம் 2 என்பௌ a 1 a 1 ap d 
ெபாௌவான ேவ௥பாடாஶம், இந்த க்ஶ சமமான ௔ளஸ் 1 ஐ 4 ஆல் 2 ஷட்டல் s 2 n a 1 n 
க௯த்தல் 1 மடங்ஶ ஐ எளிதாக்ஶவைத நாங்கள் கவனித்ேதாம் , எனேவ ேகள்௳௜ல் உள்ள d s1 
மற்௥ம் க்கான ித்ொரம் எங்களிடம் உள்ளௌ ராைவக் கண்௄௔ூப்பதன் ௛லம்  s2 tio s 1 by

அதாவௌ ஆல் 2 ௚ைற 2 ஷட்டல் க௯த்தல் 1 ௚ைற இௌ ஐ ஷட்டல் 1 ஆல் s 2 n a 1 n d s 1 n 
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4 ௚ைற 2 ஷட்டல் க௯த்தல் 1 மடங்ஶ இௌ ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்ொனால் 2 ஆல் a 1 n d n n 
ஆஶம்  ௔ளஸ் 1  இௌ பைழய இடங்களில் நிக௱ம் ெசாற்களின்  ஷட௄்த்ெதாைக௞டன் ஷூய 
௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் ௳ழதம் ஆஶம் n 
ெபாௌவான ௳ழதமாக , ௚தல் கால மற்௥ம் ெபாௌவான ௳ழதமான உடன் ஒ௠ a r 
ெபாௌவான ஐ ஆரார ்சௌரமாக ஶ௣ப்௔டலாம் அல்லௌ பட்ூய௧டலாம், ேம௩ம்  gp 
இந்த இன் வௌ காலமானௌ, gp n

பவர ் ைமனஸ் 1 ித்ொரத்தால் ெகா௄க்கப்படட்ைத நாம் நிைன௵ப௄த்ௌேவாம்.r n 
அல்லௌ ஆல் வௌ ெசால்  , இந்த இன் ௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக ,   n tn n gp n 

ித்ொரம் உள்ளௌ ௷௔ ஒ௠ நிைலயான வரிைச ஆக ஶைறக்ழறௌ, எனேவ ௚தல் ெதாைக  aaa 
௳ொ௚ைறகள் மடங்ஶ அொகமாக இ௠க்ஶம், n n 

அதாவௌ ஒ௠ ப்ளஸ் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் ௚த௧யன ஒ௠ ௚ூ௳லா ௷௔௜ன் ar ar 
ஷட௄்த்ெதாைக 1 ைமனஸ் ஆக இ௠க்ஶம், ெபாௌ ௳ழதமானௌ 0 மற்௥ம் 0 க்ஶ இைட௜ல் r 
௚௱ைமயான மொப்ைபக் ெகாண்ூ௠ந்தால், க்ஶம் ஶைறவாக இ௠ந்தால்  1 ௔றஶ mod r 1 
ெதாடர௖்ைடய வூ௳யல் ெதாடரக்ள் ஒன்௣ைணக்கக்ஷூயதாக இ௠க்ஶம், ேம௩ம் அதன் 
ஷட௄்த்ெதாைகயானௌ ஆல் 1 க௯த்தல் என்ற ித்ொரத்ைதப் ெப௥ழறௌ.a r 
  இைதப் பற்௣ ேபச ௚ூயாௌ , இைத நிைன௵ப௄த்ொக் ெகாண்ட ௔றஶ  , மற்௥ம் என்ற ap gp 
க௠த்ொல் வரிைச மற்௥ம் ெதாடரக்ளில் ஼ல ஼க்கல்கைளச ்சமாளிக்க ௚யற்஼ப்ேபாம் இங்ேக 
உங்கள் ௚தல் ௔ரசச்ைன ஒ௠ இன் கால அள௵ மற்௥ம் க்ஶ ஒன்௥.pf ap q q 

௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக 1 க்ஶ 2 மடங்ஶ ஷட்டல் 1 என்பைத  ap pq pq 
நி௡௔௞ங்கள், இௌ என்பௌ க்ஶ சமம் அல்ல என்பைத நி௡௔௞ங்கள் இௌேவ உங்கள் p q 
ேகள்௳ 
 ஼க்க௧ல் ap 

வௌ காலத்ொற்கான ித்ொரங்கைள நிைன௵ப௄த்ௌழறௌ என்பைதக் கவனி௞ங்கள்  n 
ோர௵்க்கான இன் ௚தல் ெசாற்களின் ஒ௠ மற்௥ம் ஷட௄்த்ெதாைக, ௚தல்  தவைண ap n ap 
மற்௥ம் என்ற ெபாௌவான ேவ௥பாட்ைட நிைன௵ப௄த்ௌழறௌ  .db 

ேம௩ம் நாம் ஆல் ஶ௣க்ஶம் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைகயானௌ ித்ொரத்தால் 2   d sn n n 
ெப௠க்கல் 2 ஷட்டல் க௯த்தல் 1 ஆல் அல்லௌ ஆல் 2 ௚ைற ௚தல் பதம் மற்௥ம் கைட஼a n d n 
காலத்ைத 2 ௚ைற இந்த ித்ொரத்ைதக் ஶ௣ப்௔ட௄் சம்மந்தப்பட்ட ெதாைக௜ல் 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ என்பைத நிைன௵ப௄த்த௵ம் .
  ேகள்௳௜ல் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள தகவல் ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் 1 க்ஶ ஆக p d 
ெமா௯ெபயரக்்கப்ப௄ழறௌ, அதாவௌ ெசால் 1 ைப க்ஶ சமம் அேத ேபால் வௌ ெசால் ph q q
ித்ொரத்தால் ெகா௄க்கப்படட் ஒ௠ ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 க்ஶ க்ஶ 1 ஆல் ெலட் q d p 
ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ.
 இந்த இரண்௄ சமன்பா௄கைள௞ம் 1 மற்௥ம் 2 என்௥ ஶ௣ப்௔௄ழேறாம் .
 ேதைவயான ெதாைகக்ஶ நமக்ஶத் ேதைவயானௌ ௚தல் ெசால் மற்௥ம் ெபாௌவான a 
ேவ௥பா௄ என்பைத நிைன௳ல் ைவ௞ங்கள், இந்த இரண்௄ சமன்பா௄களி௧௠ந்ௌம் இந்த d 
௚தல் ெசால் மற்௥ம் ெபாௌவான ேவ௥பாட்ைடக் கண்ட௣ய ௚யற்஼ப்ேபாம், 
உங்களிடம் இரண்௄ சமன்பா௄கள் மற்௥ம் இரண்௄ உள்ளன.
  ெதரியாதவரக்ள் அதாவௌ ௚தல் ெசால் மற்௥ம் ெபாௌவான ேவ௥பா௄ a the fi  d 
இரண்டாவௌ சமன்பாடை்ட ௚த௧ல் க௯ப்ேபாம், இௌ ைமனஸ் 1 ைமனஸ் ைமனஸ் 1 p q 
மடங்ஶ க்ஶ சமமான 1 ைப ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக ைமனஸ் மடங்ஶ சமமாக d q by p p q d 

க௯த்தல் ஆல் p q qp 
என்பௌ 1 ஆல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் இைதப் பயன்ப௄த்ொ நமௌ க்ஶ இௌ ெபாௌவான d qp ap 

ேவ௥பாட்ைடக் ெகா௄க்ழறௌ  மற்௥ம் இந்த இரண்௄ சமன்பா௄களில் ஒன்ைறப் பயன்ப௄த்ொ 
௚தல் சமன்பா௄ 1 க்ஶ க்ஶ சமமான ௚தல் காலக் ஶ௣ப்ைபத் தனிைமப்ப௄த்ௌேவாம்.q 
 க௯த்தல் ைமனஸ் 1 இ௧௠ந்ௌ க்ஶ சமம், இௌ 1 ைப க௯த்தல் க௯த்தல் 1 மடங்ஶ p d q p d, 
இௌ 1 ஆல் என்௥ நாம் கண்ட௣ந்ேதாம்,  இௌ ஆல் ஒன்ைற எளிதாக்ஶழறௌ.qp q 
   இந்த இரண்௄ தகவல் ஐப் பயன்ப௄த்ொ ௚தல் ெசால் 1 மற்௥ம் ெபாௌவான ேவ௥பா௄spq pq 
1 ௛லம் pq  
உள்ளௌ.

௛லம் ஒன்௥ இௌ   pq 
ஐ ெச௠ஶவதன் ௛லம் ெபறப்ப௄ழறௌ  எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௚தல் ெசாற்களின் n n 

ஷட௄்த்ெதாைக௜ல் க்ஶ சமம் 1 மற்௥ம் க்ஶ சமம் 1 க்ஶ சமம்   .pqa pq d pq 
  ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தல் ஐ 2 ஆல் ைமனஸ் 1 ஆல் ஐ வழங்ஶழறௌ, ேம௩ம் ஒன்௥ pq pq pq p
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க்௟ப் ௛லம் 1 ஐக் ெகா௄க்ழறௌ ேம௩ம் ஒன்௥ ேம௩ம் கனசௌரத்ைத இரண்டாக p 
எளிதாக்ஶேவாம், இௌ ஒன்௥ ஷட்டல் இப்ேபாௌ ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் pq by pq pq 
ஒன்௥ ஆல் 2 ஆஶம், இௌ ேதைவயான ோரை்வ நி௥௵ழறௌ நாங்கள் அ௄த்த ௔ரசச்ைனக்ஶ pq 
ேம௩ம் ெசல்ல மற்௥ம் ஆழயைவ ஒ௠ ௷௔௜ன் ெதாடரச்஼்யான ௛ன்௥ ெசாற்கள் ab c 
ேம௩ம் ஒ௠ பவர ்1 ஆல் சமம் ௔ பவர ்1 ைப சமம் ஼ பவர ்1 ஆல் இசட் x y 
என்பௌ இல் உள்ளௌ என்பைத நீங்கள் கவனிக்கலாம்.xyz ap 
 ஒ௠ மற்௥ம் இன் ெதாடரச்஼்யான ெசாற்கள் இங்ேக மற்௥ம் என்ற ௛ன்௥ எண்கள்gp ap mn p 

இல் உள்ளைத நிைன௵ப௄த்ௌழன்றன   ௛ன்௥ ெசாற்கள் இல் உள்ளன என்பைத gp ap 
நிைன௵ப௄த்ௌங்கள், அதாவௌ ந௄த்தர காலமானௌ மற்ற இரண்௄ ெசாற்களின் எண்கணித 
சராசரியாக உள்ளௌ, இப்ேபாௌ ோர௵்க்ஶ உடனூயாக ஒ௠ சக்ொ ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ 
அள௵கள் ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ௛லம் ஒ௠ சக்ொ சக்ொ ஒன்௥ ௛லம் k x kb y k 
மற்௥ம் சக்ொ ஒன்௥ ௛லம் ஆஶம், ேம௩ம் என்பௌ இ௠௖ற௚ம் உள்ள சக்ொைய c z k k x 
எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , இௌ சக்ொக்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்  பவர ்k x k y 
மற்௥ம் என்பௌ சக்ொக்ஶ சமம் என்பைத கவனத்ொல் ெகாள்ள௵ம், இல் இ௠ப்பதால்c k abc gp 

சௌரம் க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்வௌ ேபால், என்பௌ பவர ் சௌரம் என்௥ ெசால்வௌ , b ac b k y 
ேபான்ற மற்ற இரண்௄ ெசாற்களின் வூ௳யல் சராசரிக்ஶ சமம்.

மற்௥ம் பவர ் ஆனௌ சக்ொ௜ன் உற்பத்ொக்ஶ சமம் என்பௌ பவர ்2 க்ஶ சமம்  a ck x k k y k 
பவர ் ௔ளஸ் க்ஶ சமம் என்பௌ ஶ௣௝௄களின் சட்டத்தால் ௔ன்பற்றப்ப௄ழறௌ இந்த x z  
சமத்ௌவம் 2 சமம் ௔ளஸ் என்பைத ஶ௣க்ழறௌ y x 

௔ளஸ் ஆல் 2 , அதாவௌ என்பௌ மற்௥ம் இன் எண்கணித சராசரி, இௌ மற்௥ம் x z y x yz xy z
என்௥ ெசால்வௌ ேபான்றௌ  ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெதாடரச்஼்யான ௛ன்௥ 
ெசாற்கள் இந்த உண்ைமைய நாங்கள் எங்கள் ேகாட்பாட௄் ௳ரி௵ைரகளில் நி௥௳௞ள்ேளாம் 
, அ௄த்த ஼க்கைலத் ெதாடரே்வாம், அ௄த்த ஼க்கல் ௔ன்வ௠மா௥ ஷ௥ழறௌ , மற்௥ம் m n 
ேநரம்ைறயான உண்ைமகள் , மற்௥ம் இன் எண்கணித சராசரி ௛லதனம் மற்௥ம் m n a 
வூ௳யல் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் காற்௖ள்ளி௜ன் சராசரி என்பௌ ௛லதனம் m n 

ஆஶம், அதன் ேவரக்ள் மற்௥ம் என்பௌ சௌரம் க௯த்தல் 2 ேகாடாரி ஷட்டல் சௌரம் 0 g m n x g 
க்ஶ சமம் என்பைதக் காட௄்ழறௌ  
நாங்கள் அைதத் ோரக்்ழேறாம் 

இல் உள்ள ௛ன்௥ எண்கள் ஆனௌ ஒ௠ ஷட்டல் ஆல் 2 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் , ap abc c 
மற்௥ம் ஒ௠ ஷட்டல் ஆல் 2 ஆனௌ இன் எண்கணித சராசரி எனப்ப௄ம் மற்௥ம் c a c 
என்பௌ ல் இ௠க்ஶம் அேத ேபால் என்பௌ க்ஶ சமமான சௌரம் , அௌ என்பௌ gp abc ac b b 
வரக்்க ௛லத்ைதக் ஶ௣க்ழறௌ  இன் மற்௥ம் இன் வரக்்க ௛லமானௌ மற்௥ம் ac ac ac a c 
இன் வூ௳யல் சராசரி என ஶ௣ப்௔டப்ப௄ழறௌ , இன் எண்கணித சராசரி மற்௥ம் என்பௌ m n 

ஷட்டல் ஆல் 2 ஆஶம், இௌ ஷட்டல் என்பௌ க்ஶ சமம்.m n m n 2a 
 இேதேபால் , மற்௥ம் இன் ௷ேயாெமட்ரிக் சராசரி என்பௌ இன் m n m 
வரக்்க௛லமாஶம், என்பௌ ஆஶம், இௌ என்பௌ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் என்ற n g mn g 
௳ைளெபா௠ைளக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ ஷட்டல் என்பௌ க்ஶம் என்பௌ சௌர m n 2a mn g 
ெலட்ூற்ஶம் சமம்.
 இப்ேபாௌ அைத ஒௌக்ழ     
ைவத்ௌ௳௄ேவாம்.
  உண்ைம௜ல் மற்௥ம் ஆழய ேவரக்ைளக் ெகாண்ட ஒ௠ இ௠பூயானௌ, சௌரம் க௯த்தல்m n x 
ேவரக்ளின் ஷட௄்த்ெதாைகைய ஷட்டல் ௛லம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமான ேவரக்ளின் x 
ஷட௄்த்ெதாைகயாகக் ெகா௄க்கப்ப௄ம், ெகா௄க்கப்படட் தகவ௩டன் ஷட்டல் என்பௌ m n 
இரண்௄ மற்௥ம் என்பௌ சௌரத்ொற்ஶச ்சமமானௌ, நாம் ெதாடரலாம்.a mn g 
 a 
எண்கணித சராசரி மற்௥ம் என்பௌ g 
இரண்௄ ேநரம்ைற 
எண்களின் வூ௳யல் சராசரியாக இ௠ந்தால் 
, ஒ௠ சௌர ைமனஸ் சௌரத்ொன் ௔ளஸ் அல்லௌ ைமனஸ் ௡ட் என்பைதக் காட்ட௵ம், இௌ g 
௚ந்ைதய ஼க்கைலப் ேபாலேவ உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ எண்கணித சராசரி மற்௥ம் வூ௳யல் 
சராசரிையப் பற்௣யௌ.
 இரண்௄ ேநரம்ைற எண்கைள நிைன௵ ஷரே்வாம் இரண்௄ எண்களின் எண்கணித சராசரி a 
மற்௥ம் இரண்ூன் ஷட்டல் மற்௥ம் இரண்௄ எண்களின் வூ௳யல் சராசரி மற்௥ம் b b a b 
என்பௌ இன் வரக்்க ௛லமாஶம் என்பைத ேம௩ம் நிைன௵ப௄த்ௌங்கள் , இரண்௄ ab 
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எண்களின் எண்கணித சராசரி எப்ேபாௌம் வூ௳யல் சராசரிைய ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ 
சமமாகேவா இ௠க்ஶம்.
 எண்கள் சமமாக இ௠ந்தால் எண்கணித சராசரி ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா g 
இ௠ந்தால், சௌரத்ொன் வூ௳யல் சராசரி ௡ட் க௯த்தல் சௌரம் என்பௌ நிஜ எண் ஆஶம் g 
ொ௠த்தப்பட்ட எண்கள், எண்கள் ேநரம்ைற எண்கள் மற்௥ம் ஆக இ௠க்கட௄்ம், ௔ன்னர ்b m n 
நமக்ஶ வழங்கப்ப௄வௌ இன் எண்கணித சராசரி மற்௥ம் எனேவ ஷட்டல் ஆல் 2 m n m n 
௛லதனமாக வழங்கப்ப௄ழறௌ இௌ இரண்௄ அ௣யப்படாத எண்களின் a 
ஷட௄்த்ெதாைகையக் ெகா௄க்ஶம்.
 நாம் ேத௄ம் இன் வூ௳யல் சராசரி மற்௥ம் என்பௌ ெதரியாத எண்களின் m 2a n 
ெப௠க்கத்ைத அளிக்ஶம் என்௥ம் என்பௌ என்௥ம், நாம் ேத௄ம் என்பௌ சௌரம் g mn g n g 
என்௥ம் ,
 அதனால் இரண்௄ எண்கைளக் கண்௄௔ூப்பொல் ஼க்கல் ஶைறழறௌ.
 இ௠க்ழறௌ  மற்௥ம் தயாரிப்௖ சௌரம் ஆஶம், இௌ 2a g 
இ௠பூ சமன்பா௄களில் உங்க௬க்ஶத் ெதரிந்ொ௠க்கலாம், இ௠ப்௔௑ம் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள 
௳வரங்கைளப் பயன்ப௄த்ௌேவாம் ஷட்டல் மற்௥ம் என்பௌ சௌரத்ொற்ஶ சமம் m n 2a mn g 
இந்த இரண்ைட௞ம் ெகாண்௄ நாம் ஐக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், என்பைத நிைன௳ல் m n 
ெகாள்ேவாம்.

ைமனஸ் ௚௱ சௌரம் சௌரம் ைமனஸ் 2 ஷட்டல் சௌரம் ஆஶம், இௌ ஷட்டல்  m n m mn n m n 
௚௱ சௌரம் க௯த்தல் 4 என க௠தலாம், இவ்வா௥ ெகா௄க்கப்படட் ெதாைக மற்௥ம் இரண்௄ mn 
எண்களின் ெப௠க்ழனால் அந்த இரண்௄ எண்களின் ேவ௥பாட்ைடக் காணலாம் நமக்ஶக் 
ழைடக்ஶம் மொப்௖ இௌ 4 ஒ௠ சௌரம் க௯த்தல் 4 ழராம் சௌரம் என்பௌ இௌவைர எங்களின் 
அவதானிப்௖ என்னெவன்றால், ஒ௠ ைமனஸ் என்பௌ n 
ஒ௠ சௌர ைமனஸ் சௌரத்ொன் நான்ஶ மடங்ஶ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் ௛லத்ொற்ஶச ்சமம்.g 
  சௌரம் இௌ ைமனஸ் இப்ேபாௌ நம்௘டம் ஷட்டல் மற்௥ம் ைமனஸ் உள்ளௌ, m n m n m n 
அொல் இ௠ந்ௌ ஐ தனிைமப்ப௄த்தலாம் மற்௥ம் இரண்ைட௞ம் ஷடூ் இரண்௄ என்பௌ m n m 
ஒ௠ சௌர ைமனஸ் சௌரத்ொன் இரண்௄ ஒ௠ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் இரண்௄ மடங்ஶ g 
௡டூ்ற்ஶ சமம் ஐ தனிைமப்ப௄த்ௌவௌ என்பௌ ஒ௠ ஷட்ட௩க்ஶ சமம்  அல்லௌ ஒ௠ சௌர m m 
ைமனஸ் சௌரத்ொன் ைமனஸ் ௡ட், இன் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட மொப்ைப எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், g m m 
இன் இரண்௄ சாத்ொயமான மொப்௖கள் உள்ளன, 
அதாவௌ ஒ௠ சௌர ைமனஸ் சௌரத்ொன் ௔ளஸ் ௡ட் g 
இந்த சமன்பாட்ூல் ஒன்ைறப் பயன்ப௄த்ொ, நாம் ஐப் ெபறலாம், இரண்டாவதாக, n 
மற்ெறான்ைற எ௄த்ௌக் ெகாள்ளலாம்.

இன் மொப்௖ மற்௥ம் ஐக் கண்ட௣ந்ௌ, இன் சாத்ொயமான மொப்௖கள் ஒ௠ சௌர ைமனஸ்   m n n 
சௌரத்ொன் ௔ளஸ் அல்லௌ ைமனஸ் ௡ட் என்பைத நாங்கள் ெப௥ேவாம்  இல் உள்ள g n 

ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் க்ஶ சமமான க்ஶ க்ஶ சமம் மற்௥ம் இயல் எண்கள் ஐ xy y f x f y f 
௛ன்றாக மொப்௔டலாம் , இன் ஷட௄்த்ெதாைக 1 ௚தல் க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் 120 இன் xx n n 
மொப்ைபக் கண்ட௣யலாம்.

ேபான்றவற்௥டன் இைணக்கப்படூ்௠க்க ேவண்௄ம், இ௠ப்௔௑ம் இௌ ஒ௠   ap gp 
ஷட௄்த்ெதாைக க்ஶ சமமான 1 க்ஶ சமமான இன் 120 க்ஶ சமம் என்பைத கவனத்ொல் x x 
ெகாள்ள௵ம், இௌ ௳ரிவாக்கப்பட்ட வூவத்ொல் 1 ஷட்டல் இன் 2 ஷட்டல் இன் 3 ஷட்டல் f f 
மற்௥ம் இன் சமம் 120 ேகள்௳ ஒ௠ ெதாட௠டன் ெதாடர௖்ைடயௌ க்ஶ ெசல்ேவாம் n f s f 
என்பௌ ஒவ்ெவா௠ க்ஶம் இன் க்ஶ க்ஶ சமம் ஷட்டல் க்ஶ சமமான ஒ௠ x y f f x y 
ெசயல்பா௄ 
மற்௥ம் இந்த உடன் இயல் எண்கைள  1 ஷட்டல் 1 ஆக கணக்ழடலாம், இௌ 1 இன் f 2 y f 
உடன் ஒத்ௌப்ேபாழறௌ.

இன் 1 இன் என்பௌ இரண்ூன் என்பௌ ஒ௠ சௌரத்ொன் க்ஶ சமம் அேத ேபால் 3 இன்   f f f f f
என்பௌ 
2 ஷட்டல் 1 இன் ஆக இ௠க்ஶம் இன் ெசாத்ொன் ௛லம் 2 ஷட்டல் 1 என்பௌ 2 இன் இன் 1 f f f f 
இன் 2  1 சௌரத்ொன் எனக் கணக்ழடப்ப௄வதால், இ௥ொயாக 3 இன் என்பௌ 1 இன் ஐப் f f q f 
ெப௥ழறௌ, ேம௩ம் இல் மொப்௔டப்ப௄ம் என்பௌ 1 எ௄க்கப்படட் சக்ொ௜ல் n f nth 
மொப்௔டப்ப௄ழறௌ, இௌேவ இன் ெசாத்ொல் இ௠ந்ௌ கவனிப்௖ இப்ேபாௌ நமக்ஶக் f 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ.
  அந்த ஷட௄்த்ெதாைக என்பௌ இன் க்ஶ சமம் 120க்ஶ சமம், இௌ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ x x nf 
, இௌ 1 ஷட்டல் இன் 2 ஷட்டல் என்பௌ இன் வைர 120 , அதாவௌ இன் 1 ஷட்டல் f f n f f f 
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என்பௌ ஒ௠ சௌர ஷட்ட௧ன் ஆஶம் இன் ௚த௧யன ஷட்டல் என்பௌ ஒ௠ சக்ொ இன் f n f n f 
என்பௌ ஒ௠ இ௠பௌ என்பௌ 1 இல் உள்ள இன் மொப்௖ 3 என்௥ ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, இந்த f f 
மொப்ைப 3 ஷட்டல் 3 சௌரம் ஷட்டல் ேபான்றைவ 3 சக்ொ வைர 120 ஆஶம்.n 
 ேகள்௳௜ல் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள அைனத்ௌ தகவல்கைள௞ம் ேசகரித்ௌ, இந்த சமன்பா௄ 3 
ஷட்டல் 3 சௌரம் ஷட்டல் ேபான்றைவ ஷட்டல் 3 பவர ் க்ஶ சமமான 120 உடன் n 
௚ூவைடழேறாம்   ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௳ொ௚ைறகளின் ஷட௄்த்ெதாைக என்பௌ 
3 3 சௌரம் 3 கன சௌரம் என்௥ நீங்கள் பாரக்்ழ௤ரக்ளா, எனேவ இௌ ௚தல் பதம் 3 உடன் ஒ௠ 
வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றம் மற்௥ம் ெபாௌவான ௳ழதம் 3 இடௌ ௖றமானௌ இன் GP 
௳ொ௚ைறகளின் ஷட௄்த்ெதாைகைய ௚த௧ல் ஶ௣க்ழறௌ  ெசால் 3 ஆக௵ம், ெபாௌவான 
௳ழதம் 3 ஆக௵ம்.
 ஒ௠ ௷௔௜ன் அூப்பைட௜ல் ௚த௧ல் ஷட௄்வதற்கான ித்ொரத்ைத நிைன௵ ஷரே்வாம், இௌ 

என்பௌ சக்ொ௜ல் ைமனஸ் 1 ஆல் க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம், இௌ ஒ௠ ௷௔௜ன் sn r n r 
ஷட௄்த்ெதாைக 2 ௚தல் ௳ொ௚ைறகைளப் பயன்ப௄த்ௌழறௌ  இௌ சமன்பாட்ூன் இடௌ n 
௖றம் 3 க்ஶ 3 பவர ் க௯த்தல் 1 ஆல் 3 ைமனஸ் 1 இௌ 120 க்ஶ சமம் எனேவ 3 இ௧௠ந்ௌ 3 பவர ்n n
ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் 120 க்ஶ 2 இௌ 240 எனேவ 3 பவர ் க௯த்தல் 1  240 ஆல் 3 க்ஶ சமம் இௌ 80 n 
எனேவ 3 சக்ொ க்ஶ சமம் 3 பவர ் என்பௌ 81 க்ஶ சமம், இௌ 3 81 என்பௌ 9 இ௧௠ந்ௌ 9 ஐ n 81 n 
ெவளிப்ப௄த்தலாம், இௌ 3 ெப௠க்கல் 4 ௚ைற மற்௥ம் 4 க்ஶ சமமான ௳ைளசச்ல் ேகள்௳ையத் 
ோரக்்ஶம் ௔ன்வ௠ம் வரிைச௜ன் ஼ல ெசாற்கைளத் ெதாடரே்வாம்.
 ெகா௄க்கப்படட் வரிைச 7 77 777 777 மற்௥ம் ௳ொ௚ைறகள் வைர ெகா௄க்கப்படட் வரிைச, n 
அதாவௌ 7 77 777 மற்௥ம் பல எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொேலா அல்லௌ வூ௳யல் 
௚ன்ேனற்றத்ொேலா இல்ைல என்பைத ஒ௠வர ்எளிதாகக் கவனிக்க ௚ூ௞ம், எனேவ நாம் 
ஆயத்த ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்த ௚ூயாௌ.
 ஒ௠ அல்லௌ இன் ௳ொ௚ைறகளின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶக் ழைடக்ழறௌ, இ௠ப்௔௑ம் ap gp n 
இந்தச ்஼க்கைலப் ௔ன்வ௠மா௥ ைகயா௬ேவாம்   ஒ௠ங்ழைணதல் என்ற க௠த்ௌ, இௌ 
ா௠க்கமாக இ௠க்ழறதா இல்ைலயா என்பௌதான், இந்த ெதாைகைய எல்ைலயற்ற 
ெசாற்க௬டன் நீங்கள் க௠த்ொல் ெகாண்டால், எங்களிடம் வைரய௥க்கப்படட் மொப்௖ இ௠க்க 
௚ூயாௌ, ஏெனனில் ெபரியதாக மா௥ம்ேபாௌ தன்னிசை்சயாக வளரழ்றௌ, இ௠ப்௔௑ம் n n 
நாம் இல்ைல ௚ூ௳௧ வைர௜லான ஷட௄்த்ெதாைகையக் கண்௄௔ூக்ஶம்பூ ேகட்ேடன், நான்
௚ன்௖ ாடூ்க்காடூ்யபூ நாம் ௚த௧ல் ெசாற்கைள மட௄்ேம ெதாஶக்க ேவண்௄ம், இங்ேக n 
஼ரமம் என்னெவன்றால், இௌ ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றேமா அல்லௌ வூ௳யல் 
௚ன்ேனற்றேமா அல்ல, அதன் ஷட௄்த்ெதாைக நமக்ஶத் ெதரிந்ொ௠க்ஶம், அதன் 
ஷட௄்த்ெதாைக 7 ஐ ெவளிேய இ௱ப்ேபாம்.
  இௌ 7 இல் 1 ஷட்டல் 11 ஷட்டல் 1 1  ஷட்டல் ேபான்றைவயாக இ௠க்ஶம்  ௳ைள௵கைள 
நீக்ஶவதற்ஶ ஒ௠ அயனி மற்௥ம் வஶத்தல் ௛லம் ெப௠க்ஶேவாம், இதனால் ெகா௄க்கப்படட் 
ெதாைக 7 ஆல் 9 ஐ 9 ஆக௵ம் 99 ஷட்டல் ேபான்றவற்ைற௞ம் எ௄த்ௌக் ெகாள்ழறௌ.
  9 ஆக 10 ைமனஸ் 1 99 ஆக 100 ைமனஸ் 1 ஆக௵ம் , நான் அவ்வா௥ ஷ௥ம்ேபாௌ n 
௳ொ௚ைறகள் வைர மட௄்ேம இப்ேபாௌ இௌ 7 ஆல் 9 ஆக 10 ஷட்டல் 100 ஷட்டல் 1000 ஷட்டல் 
ேபான்றைவ ௳ொ௚ைறகள் மற்௥ம் க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 1 ேபான்றைவ ேசரக்்கப்பட்டௌ  n n 
ைமனஸ் ஆக இ௠க்ஶம் ௚ைற இப்ேபாௌ ஒ௠ n n gp 
பத்ௌ ேதான்௣௜௠ப்பைதக் காணலாம்  லஸ் ௏௥ மற்௥ம் ஆ௜ரம் ஷட்டல் ௚த௧யன ஒ௠ p 
வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ௌடன் ௚தல் பதம் பத்ௌ மற்௥ம் ெபாௌ ௳ழதம் பத்ௌ என ஒத்ௌள்ளௌ 
எனேவ அந்த ௷௔௜ன் ௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக ஏ௱ ைப ஒன்பௌ ஆஶம் .n 
 
இங்ேக பத்ௌ என்பௌ ைமனஸ் 1 ஆல் ைமனஸ் 1 ஆக௵ம், ௔ன்னர ்இரண்டாவௌ ெசால் r 
ைமனஸ் இௌ௵ம் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ ேதைவயான ித்ொரமாஶம், எனேவ ெகா௄க்கப்படட் n 
ெதாைக ஒ௠ ௷௔ அல்லௌ ஏ௔௞டன் ெபா௠ந்த௳ல்ைல என்றா௩ம், அௌ ஏேதா ஒ௠ வைக௜ல் 
அல்லௌ மற்ெறான்ைற ௷௔யாக மாற்றலாம்.
 இந்தச ்஼க்கைலத் ோரக்்க எங்க௬க்ஶ உத௳யௌ 
, அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜௩ம் ேம௩ம் ஼க்கல்கைளத் ெதாடரே்வாம், நன்௣ Pru
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