
 ഈ ْപഭാഷണ؋ിെല ْകമെ؋യും േْശണിെയയും കുറിتു׺ എ؂ാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
നി׹െള എبാവെരയും സٔാഗതം െചുؗുإ, ഈ വിഷയ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഇതുവെര ചർ׺ െചᅃٝ 
ആശയ׹െളുׯറിتു׺ നി׹ളുെട ധാരണ വർؑിؚിׯാൻ ഉേؐശിتു׺താണ് ഇത്. തുടർ׺യായ ര؇് 
പദ׹ൾ തأിലുت വّതّാസം അേതപടി നിലനിൽുׯകയും ഈ رിരാ׸െ؋ െപാതുവായ 
വّതّാസം എؗും ഗണിത പുേരാഗതി എؗും ആദّ േടം എؗും എؗ െപാതു വّതّാസം ؛സ് a d aa da
-സ് ൈമനസ് 1-ൽ  d AP n؛ ,അതിനാൽ ഈ ൽ  ആം പദം ,ുؗുׯസ് 2 എؗും ْപതിനിധീകരി؛ a n d 
എؗ സൂْതവാകّം നൽകുؗു. കൂടാെത അവസാന പദം ആം പദമാണ്, പകരം ആദّെ؋ n sn n 
പദ׹ളുെട ആെകു؋ക ന് തുലّമായ സൂْതവാകّം സٔീകരി2 ുؗുׯ േല്؛ 2 ׯസ് ൈമനസ് 1 n a n 
േല്ׯ എؗത് സാധാരണ േപാെല ആയിരുؗു ആദّ പദവും ആണ്  ഇവിെട ബؖെؚ؂ ന്െറ d d ap-
െപാതുവായ വّതّാസം നി׹ളുെട അടു؋ ْപശ് നമാണ്, അത് ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ വായിുؗുׯ, 
ഒരു ന്െറ ആദّ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക ആെണ׸ിൽ,  എؗത് ഒئയടി്ׯ ആെണ׸ിൽ , ap- n s 1 n s 

എؗത് ഈ േْശണിയിെല പദ׹ളുെട ആെകു؋കയാണ്.  ഈ ْപٍ٠ം ഒരു ഗണിത two s1 by s2 
പുേരാഗതിയുെട പദ׹ളുെട ആെകു؋കെയ ബാധിുؗുׯ, കൂടുതൽ കാലതാമസം കൂടാെത നമു്ׯ n 
ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം a one a two , 
അ׹െന ഗണിത പുേരാഗതി അതിന്െറ െപാതുവായ വّതّാസം എؗ ചി؋صാൽ b d so 
സൂചിؚിׯാം പരിഗണനയിലുت ഗണിത പുേരാഗതി്ׯ ആദّ േടം ഉം െപാതുവായ വّതّാസം ഉം a1 d 
ഉെ؇്ؗ ْശؑിുׯക. ഇേؚാൾ നൽകിയിരിؗുׯ വിവര׹ൾ ഈ ലളിതമായി ഉപേയാഗി്׺ വിവർ؋നം 
െചإാൻ ْശമിׯാം. 
അ׹െന ഒരു 1 ؛സ് ؛സ് ؛സ് എؗത് ആയി നൽകിയിരിുؗുׯ  ഞ׹ൾ എ്ؗ a 2 etcetera a s1 d 
സൂചിؚി׺തിനാൽ ഈ സൂْതവാകّം സٔീകരിുؗുׯ  , വّװതയ്ׯായി വّװതയ്ׯായി ഈ s1 s2 
േْശണിയുെട പദ׹ളുെട ആെകു؋കയാണ് എ്ؗ ഞാൻ പറയണം . പഴയ رല׹ളിൽ ഈ s2 
സീരീസിന്െറ ആദّ കുറ്׺ നിബؖനകൾ ആയതിനാൽ എؗത് 1 ؛സ് എ 3 ؛സ് എ 5 ؛സ് s 2 
മുതലായവ ؛സ് ആണ്  . വിചിْതമായ رല׹ൾ , അതായത് എؗി׹െനയുت ൽ a1 a3 f5 s2-
ഉൾെؚ؂ിരിؗുׯ ْകമം വീ؇ും ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയാണ്, ഈ കുറി്ؚ رാപിׯാൻ 3 ൈമനസ് a 1 
എؗത് 3 ൈമനസ് ؛സ് ൈമനസ് ആയി എഴുതാം.  a 2 a2 a1 a1 a2 a3 
അ׹െന ഒരു ൈമനസ് ആണ് െപാതുവായ വّതّാസം സമാനമാണ് ഒരു 2 ൈമനസ് ap a3 a2 d a 1 
ന്െറ കാരّമാണ് അതിനാൽ ൈമനസ് ആണ് അതുേപാെല ൈമനസ് ആണ് a 3 a 1 2d f5 a3 f5 
ൈമനസ് ؛സ് ൈമനസ് മുകളിൽ ഞ׹ൾ െചᅃٝതിന് സമാനമായ കൃْതിമതٔം നമു്ׯ a4 f4 a 3 
ലഭിുׯം  ഇത് ഇതുേപാെല മുേؗാ؂് േപാകുേآാൾ, എؗ പുേരാഗതിയുെട തുടർ׺യായ 2d a1 a3 a5 
നിബؖനകൾ തأിലുت വّതّാസം അതുേപാെല തെؗ തുടരുؗത് നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അത് 2d
ആയതിനാൽ ആണ്, അതിനാൽ ആദّ േടം െപാതു വّതّാസമുت അടു؋ a1 a3 f5 a1 a3 f5 a1 2d 
േചാദّം ഈ ഗണിത പുേരാഗതിയിൽ എؗതിൽ എْത പദ׹ളു؇്, കൂടാെത ഈ a1 a3 a5 
സംْഗഹ؋ിന്െറ പദ׹ളുെട എ؉ം ؛സ് 1 ൈബ 2 ആെണ്ؗ കാണുؗത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, n 
അ׹െന എؗത് ഒരു ന്െറ ന്െറ 1 ൈബ 2 പദ׹ളുെട ആെകു؋കയാണ്. ന് തുലّമായ s 2 ap- n 2d 
െപാതു വّതّാസ؋ിൽ , ؛സ് ؛സ് 1 ന് തുലّമായ േഫാർമുല സٔീകരി2 ുؗുׯ ൈമനസ് 1 ഇര؂ി n s2 
െപാതു വّതّാസം ؛സ് 1 ൈബ 2 ആണ് ഈ സംْഗഹ؋ിൽ ഉൾെؚ؂ിരിؗുׯ സമൻസുകളുെട എ؉ം , n 

ആയിരുؗു എؗത് ആദّ പദമാണ് ഈ ന് തുലّമായ ؛സ് 1 െകാ؇് 4 2 ؛സ് 2 a 1 a 1 s 2 n a 1 n 
ൈമനസ് 1 തവണ ലഘൂകരിؗുׯത് ഞ׹ൾ നിരീײി׺തുേപാെല ഉം 2 ഉം ആണ് െപാതുവായ d ap d 
വّതّാസം, അതിനാൽ േചാദّ؋ിൽ ഉൾെؚ؂ിരിؗുׯ എؗിവയ്تുׯ േഫാർമുല നമുുׯ؇്. s1, s2 

ക؇ുപിടിു׺െകാ؇്  അതായത് െകാ؇് 2 തവണ 2 ؛സ് ൈമനസ് 1 മട്׹ ra tio s 1 by s 2 n a 1 n 
അതായത് എؗത് ؛സ് 1 െകാ؇് 4 തവണ ഹരിുׯക ؛സ് 1 ഇത് ആദّ പദ׹ളുെട d , s 1 n n   

ആെകു؋ക അനുപാതമാണ്  സാധാരണ അനുപാതം എؗ നിലയിൽ , ആദّ േടം െപാതു a , 
അനുപാതം എؗിവയുت ഒരു സാധാരണ ജിപിെയ ആരാർ സ്കٔയർ ആയി ْപതിനിധീകരിുׯകേയാ r 
ലിുزെചുإകേയാ െചإാം , അതിനാൽ ഈ ജിപിയുെട ആം േടം നൽകിയിരിؗുׯത് യിേല്ׯ n- a- r 
പവർ ൈമനസ് 1 എؗ േഫാർമുല ഉപേയാഗി׺ാെണ്ؗ നമു്ׯ ഓർׯാം.  ഈ ജിപിയുെട ആദّ n n 
പദ׹ളുെട ആെകു؋ക ആേയാ ന്െറേയാ സൂْതവാകّം എؗ േഫാർമുലയു؇്.   رിരമായn tn sn gp 

എؗ ْകമ؋ിേല്ׯ കുറയുؗു , അതിനാൽ ആദّേ؋തിന്െറ ആെകു؋ക  നിബؖനകൾ aaa n n 
മട്׹ കൂടുതലായിരിുׯം, െപാതു അനുപാത؋ിന് 0-നും 0-നും ഇടയിൽ േകവല മൂലّമുെ؇׸ിൽ, mod 

ന് 1-ൽ കുറവാെണ׸ിൽ, 1 ൈമനസ് എؗ ഒരു അനؓമായ യുെട ആെകു؋ക, അതായത് ؛സ്r- r GP- a 
 ാവുؗതുംar arׯസ് മുതലായവ . 1 അേؚാൾ അനുബؖ ജّാമിതീയ േْശണി സംْഗഹി؛ സ് സ്കٔയർ؛

അതിന്െറ ആെകു؋ക ൈമനസ് എؗ േഫാർമുല സٔീകരിുׯകയും െചുؗുإ , അത് മ്ئ a 1 r 
സؕർഭ׹ളിൽ േമാഡ് എؗതിേനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയ േْശണി ؛സ് ؛സ് r 1 a ar ar 
സ്കٔയർ ؛സ് മുതലായവ ഒു؋േചരുؗതب.  ഇതിെനുׯറി്׺ സംസാരിׯാൻ കഴിയിب, ഇത് ഓർأി׺  
േശഷം, എؗ ആശയെ؋ കുറി്׺ കൂടുതൽ വّװമായി സീകٔൻസിലും സീരീസിലുമുت ചില ap, gp 
ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാൻ ْശമിׯാം, ഇവിെട നി׹ളുെട ആദّെ؋ ْപٍ٠ം ഒരു ന്െറ കാലാവധി pf ap- 

എؗിവ ഓേരാؗായി.  ആദّ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക 1 ന്െറ 2 മട؛ ്׹സ് 1 ആെണ്ؗ q, q pq pq 
െതളിയിുׯക, എؗത് ൈബ ഒ്ؗ ആെണ്ؗ െതളിയിുׯക, ഇത് ന് തുലّമب എؗതും ap p p q 
നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇതാണ് നി׹ളുെട േചാദّം  ഉൾെؚടുؗ ْപശ് നം നിരീײിുׯക .  ap 
െസാലّൂഷനുت ഒരു ന്െറ ആദّ പദ׹ളുെട ഒരു എപിയും ആെകു؋കയും ആദّ  േടമിെനയും ap- n 

െയയും അനുവദിുׯക , ആദّ േടം െപാതു വّതّാസം േടം എؗിവയുت ഒരു ന് ഒരു db a, d nth ap-
 ക.  n dുׯെത്ؗ െപാതുവായ വّതّാസം ഓർؗുׯസ് ൈമനസ് 1 എؗ േഫാർമുലയാണ് നൽകിയിരി؛
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കൂടുതൽ ഓർുׯക, നأൾ െകാ؇് സൂചിؚിേׯ؇ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക, 2 തവണ 2 ؛സ് sn n a n 
ൈമനസ് 1 എؗ േഫാർമുലയിലൂെട അെ׸بിൽ ആׯി 2 തവണ ഫ്ز േടമും അവസാന േടമും 2 d n 
തവണ ഈ േഫാർമുല േരഖെؚടു؋ി .  േചാദّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ വിവര׹ൾ ഒരു ؛സ് ൈമനസ്p 
1 േല്ׯ ആയി വിവർ؋നം െചുؗുإ, അതായത് പദം 1 ൈബ ന് തുലّമാണ്.  ഈ ര؇് d ph q 
സമവാകّ׹ളും ഞ׹ൾ 1 ഉം 2 ഉം ആയി നിحയിുؗുׯ. ആവശّമുت തുകയ്്ׯ നമു്ׯ 
ആവശّമുتത് ആദّെ؋ േടം ഉം െപാതുവായ വّതّാസവും ആെണ്ؗ ഓർുׯക, ഈ ര؇് a 
സമവാകّ׹ളിൽ നിؗുت ഈ ആദّ പദവും െപാതുവായ വّതّാസവും കെ؇؋ാൻ നമു്ׯ ْശമിׯാം,
നി׹ൾ്ׯ ര؇് സമവാകّ׹ളും ര؇് സമവാകّ׹ളും ഉ؇്. അ׾ാതർ അതായത് ആദّ a the fi  
പദവും െപാതുവായ വّതّാസവും നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ സമവാകّം ആദّം മുതൽ കുറയ്ׯാം, അത് d p 
ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ൈമനസ് 1 മട്׹ ന് തുലّമായ 1 ൈബ ൈമനസ് 1 ൈബ േല്ׯ q d q p 
തിളു׺മറിയുؗ ൈമനസ് തവണ തുലّമാണ്. [സംഗീതം ] മുേഖന, ലളിതമാുׯേآാൾ p q d qp d 
എؗത് 1-ന്െറ ന് തുലّമാണ് , ഇത് ഇത് ഉപേയാഗി്׺ നുأെട ന് െപാതുവായ വّതّാസം നൽകുؗുqp- ap- 
 , ഈ ര؇് സമവാകّ׹ളിെലാ്ؗ നമു്ׯ ആദّ േടം േനാ؂് േവർതിരിׯാം , ആദّ സമവാകّം 1-ന്െറ ന് q-
തുലّം നൽകുؗു. ൈമനസ് ൈമനസ് 1 േല്ׯ അത് 1 ന്െറ ൈമനസ് ൈമനസ് 1 മട്׹ ഇത് p d , q p d, 
1 ൈബ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി  , ഇത് ന്െറ ഒؗിേല്ׯ ലളിതമാുؗുׯ, ഇത്  1 ന്െറ ന് qp q pq 
തുലّമായ ആദّ പദം അസാധുവാുؗുׯ, 
അ׹െന ഞ׹ളുെട ഈ ര؇് വിവര׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ആദّ പദം 1 നും െപാതുവായ AP spq  pq 
വّതّാസം 1 നും ഉ؇്.  ന്െറ ഒ്ؗ ്״؛ െചؗുإതിലൂെട ഇത് ലഭിുׯം  ഗണിത പുേരാഗതിയുെട pq pq n 
ആദّ പദ׹ളുെട തുകയ്تുׯ േഫാർമുലയിൽ നും നും തുലّമാണ്,  ഈ ْബാئ്ׯ n pqa 1 pq d 1 pq 
വികസിؚിുׯേآാൾ ന് േല്ׯ ഇത് ലളിതമാുؗുׯ, ഇത് കّൂബിൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ആകും.  pq 2 pq p 
കൂടുതൽ ലഘൂകരണം ൈബ 2 ൈബ ൈമനസ് 1 ൈബ നൽകുؗു 1 ؛സ് വൺ നമു്ׯ pq pq pq pq 
കൂടുതൽ കّൂബ് ര؇ായി ലളിതമാׯാം ഇത് ഒ്ؗ കൂടി ആണ് ഇേؚാൾ റؐാׯെؚടും , p pq by pq pq 
ഒ്ؗ  ന് ആവശّമായ പരിഹാരം رാപിുؗുׯ ഞ׹ൾ അടു؋ ْപശ് ന؋ിേല്ׯ നീുؗു׹ pq by 2 ab 

എؗിവ ഒരു ജിപിയുെട തുടർ׺യായ മൂ്ؗ പദ׹ളാണ്, കൂടാെത ഒരു പവർ 1 ൈബ തുലّമാണ് ബി, c x 
പവർ  യ് ്ׯ തുലّമായ സി പവർ  ൈബ ഇെസഡ് എؗത് െതളിയിുׯക, എപിയിലാെണ്ؗ 1 1 xyz 
െതളിയിുׯക,  ബؖെؚ؂ ْപശ് നം നി׹ൾ്ׯ നിരീײിׯാൻ കഴിയും.  ഒരു എؗിവയുെട gp , ap 
തുടർ׺യായ പദ׹ൾ ഇവിെട ഓർؗുׯത് എؗീ മൂ്ؗ സംഖّകൾ ൽ ഉتത്,  മ്ئ ര؇് mn , p gp-
പദ׹ളുെട ഗുണന؋ിന്െറ മൂല؋ിന് തുലّമായ മധّപദം െനയാണ് സൂചിؚിؗുׯത്.  മൂ്ؗ പദ׹ൾ n-

ൽ ഉെ؇്ؗ ഓർുׯക , മധّ പദം മ്ئ ര؇് പദ׹ളുെട ഗണിത ശരാശരിയാണ്, ഇേؚാൾ പരിഹാര؋ിന്ap-
ഉടൻ തെؗ ഒരു പവർ 1 ന് തുലّമാണ് പവർ 1 ന്െറ തുലّം പവർ 1 ന് തുലّെമ്ؗ നമു്ׯ x b y c by z 
അനുമാനിׯാം ആേക؇ അളവുകൾ ഇْപകാരം ഒരു പവർ ന്െറ ഒരു പവർ ആണ് പവർ ഒ്ؗ k x kb y 
ആണ്, പവർ ഒ്ؗ ആണ് പവർ ഒ്ؗ എؗത് ആണ് ന്െറ ഇരുവശു؋മുت പവർ c y k, c z k x 
എടുുׯേآാൾ ഇത് പവർ ന് തുലّമാണ്  പവർ എؗിവ പവറിന് തുലّമാേണാ എؗത് k x k y , c k 
ْശؑിുׯക, എؗത് ൽ ഉتതിനാൽ സ്കٔയർ എؗത് ന് തുലّം എ്ؗ പറയുؗതിന് abc gp- b ac-
തുലّമായ മ്ئ ര؇് പദ׹ളുെട ജّാമിതീയ ശരാശരി്ׯ തുലّമാണ് , അതായത് എؗത് പവർ b k y 
സ്കٔയർ എؗതിന്െറയും പവർ എؗത് പവറിന്െറയും ഗുണന؋ിന് തുലّമാേണാ അത് a ck x k k 
പവർ 2 തുലّമാേണാ പവർ ؛സ് ന് തുലّമാേണാ ഇത് സൂചികകളുെട നിയമْപകാരം y k x z 
പിؓുടരുؗു ഈ സമതٔം 2 തുലّമാണ് ؛സ് എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് തുലّമാേണാ എ്ؗ y x y 
വായി؛ ുؗുׯസ് ന്െറ 2 , അതായത് എؗത് എؗിവയുെട ഗണിത ശരാശരിയാണ്, ഇത് x z y x, yz xy,

എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്  ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയുെട തുടർ׺യായ മൂ്ؗ പദ׹ളാണ് ഈ z 
വُٝു ത നുأെട തിയറി െലعറٗുകളിൽ رാപി׺ിت؂ു ഈ വُٝു ത നമു്ׯ നുأെട അടു؋ ْപശ് ന؋ിൽ
തുടരാം, അടു؋ ْപٍ٠ം ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ വായിׯാം എؗിവ േപാസിئീവ് റിയൽ ആകെ؂ m , n 

എؗിവയുെട ഗണിത ശരാശരി മൂലധനം ഉം ജّാമിതീയവുമാണ് േകാമയുെട ശരാശരി m, n a m n 
എؗത് മൂലധനം ആണ്, തുടർ്ؗ ഉം ഉം ഉت കٔാْഡാئിക് ചതുരം ൈമനസ് 2 ؛സ് ചതുരം 0g m n x ax g 
ന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിുׯക , ഇത് മുآെ؋ ْപശ് ന؋ിെല േപാെല  ന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു ഗണിത 0
പുേരാഗതിയുെടയും ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെടയും തുടർ׺യായ മൂ്ؗ പദ׹ളുമായി 
ബؖെؚ؂ിരിുؗുׯ. അത് പരിഹരിൂׯ    എؗതിന്െറയും യുെട സ്കٔയർ റൂ؂ിെന യുെട ac ac a 
ജّാമിതീയ ശരാശരി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, എؗതിന്െറ ഗണിത ശരാശരിയാണ് നമു്ׯ c 
നൽകിയിരിؗുׯത്, ന്െറ ഗണിത ശരാശരിയാണ്, എؗത് ؛സ് െകാ؇് 2 ആണ്, ഇത് ؛സ് m n m n m n 
എؗത് ന് തുലّമാണ്. സമാനമായി , എؗിവയുെട ജّാമിതീയ ശരാശരി, ന്െറ വർ״മൂലമാണ് 2a m, n m 

എؗത് ആണ്, അതായത് ഉൽؚؗം ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, g, n g mn g 
അ׹െന നമു്؛ ׯസ് നും സ്കٔയർ െലئിനും തുലّമാണ്  ഇേؚാൾ അത് മാئിെവുׯക m n 2a mn g m 
േകാമ എؗ േവരുകളുت ഒരു ചതുരാകൃതിയിലുتത് ൈമനസ് ആׯി ൈമനസ് എؗത് 0 ന് n x m x n 
വികസിുׯേآാൾ നമു്ׯ ചതുരْശ ൈമനസ് ؛സ് തവണ ؛സ് എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്. ഇത് x m n x mn 
അറിയെؚടുؗ ഒؗാണ് ഉം ഉം േവരുകളുت ഒരു കٔാْഡാئിക്, േവരുകളുെട ചതുരം ൈമനസ് m n x 
തുകയായി നൽകിയിരിുؗുׯ, നൽകിയിരിؗുׯ വിവര׹ൾെׯാؚം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ 
േവരുകളുെട ؛സ് ഗുണനഫലം നൽകുേآാൾ, ؛സ് എؗത് ര؇് എؗത് ചതുര؋ിന് x m n a, mn g 
തുലّമാണ്, നമു്ׯ മുേؗാ؂് േപാകാം. ഗണിത ശരാശരിയും ര؇് േപാസിئീവ് സംഖّകളുെട a g 
ജّാമിതീയ ശരാശരിയും ആെണ׸ിൽ േചാദّം ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ വായിുؗുׯ, തുടർ്ؗ 
സംഖّകൾ ഒരു ചതുര ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് റൂ؂ാെണ്ؗ കാണിുׯക , g 
ഇത് മുآെ؋ ْപٍ٠വുമായി വളെര സാമّമുتതാണ്, ഇത് ഗണിത ശരാശരിെയയും ജّാമിതീയ 
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ശരാശരിെയയും ബാധിുؗുׯ ര؇് േപാസിئീവ് നآറുകൾ നമു്ׯ ഓർׯാം ര؇് സംഖّകളുെട ഗണിത 
ശരാശരി ര؇് സംഖّകളുെട ഒരു ؛സ് ആണ് , ര؇് സംഖّകളുെട ജّാമിതീയ ശരാശരി a, b b a, b 
എؗിവ ന്െറ വർ״മൂലമാണ് , ര؇് സംഖّകളുെട ഗണിത ശരാശരി എേؚാഴും ജّാമിതീയ ab 
ശരാശരിേയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണؗും ഓർുׯക. സംഖّകൾ തുലّമാെണ׸ിൽ, ഒരു ഗണിത 
ശരാശരി െയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ , ഒരു ചതുര؋ിന്െറ ജّാമിതീയ ശരാശരി റൂ؂് g 
ൈമനസ് സ്കٔയർ ഒരു യഥാർ، സംഖّയാണ്, നി׹ൾ ഒരു േനാൺ-െനഗئീവ് സംഖّയുെട g 
വർ״മൂലെുׯ؋റി׺ാണ് സംസാരിؗുׯത്, അതിനാൽ നമു്ׯ വിളിׯാം  േഭദഗതി െചᅃٝ സംഖّകൾ 
അ׹ׯൾ േപാസിئീവ് സംഖّകൾ ഉം ഉം ആകെ؂, അേؚാൾ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ന്െറ b m n m 
ഗണിത ശരാശരിയാണ്, n 
അ׹െന ؛സ് െകാ؇് 2 മൂലധനമായി നൽകിയിരിുؗുׯ ഇത് ര؇് അ׾ാത സംഖّകളുെട m n a 
ആെകു؋ക നൽകുؗു. എؗതിന്െറ ജّാമിതീയ ശരാശരിയായും എؗത് എؗ മൂലവും m 2a n mn 
അ׾ാത സംഖّകളുെട ഗുണനഫലം നൽകുؗ എؗും നأൾ തിരയുؗ സ്കٔയർ ആെണؗും g n g 
അതിനാൽ ْപٍ٠ം ര؇് സംഖّകൾ കെ؇ؗു؋തിേല്ׯ ചുരുുؗു׹.  ആണ്  ഉൽؚؗം 2a, g 
ചതുരമാണ്, അത് നി׹ൾ്ׯ ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّ׹ളിൽ പരിചിതമായിരിׯാം , 
എؗിരുؗാലും നൽകിയിരിؗുׯ വിശദാംശ׹ൾ ْപേയാഗിׯാം ؛സ് എؗത് ന് തുലّമാണ് , m n 2a mn
എؗത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് . ൈമനസ് മുഴുവൻ ചതുരവും സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ؛സ് g m n m mn n 
സ്കٔയർ ആണ് , ഇത് ؛സ് മുഴുവൻ ചതുരം ൈമനസ് 4 ആയി കണׯാׯാം, m n mn 
അ׹െന നൽകിയ തുകയും ര؇് സംഖّകളുെട ഗുണനവും നമു്ׯ ആ ര؇് സംഖّകളുെട വّതّാസം 
കെ؇؋ാനാകും ഞ׹ൾ്ׯ ലഭّമായ മൂലّം ഇത് 4 ഒരു ചതുരം ൈമനസ് 4 ْഗാം ചതുരമാണ്, അതിനാൽ 
ഒരു ൈമനസ് എؗത് ഒരു ചതുരْശ ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ നാല് മട؛ ്׹സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് n g 
റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ഒരു ചതുര ൈമനസ് യുെട ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് 2 റൂ؂്  ചതുരം ഇത് g m
ൈമനസ് ആണ് ഇേؚാൾ നമു്؛ ׯസ് ഉം ൈമനസ് ഉം ഉ؇്, അതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ n m n m n m 
േവർതിരിെ׺ടുׯാം, ര؇് ലഭിׯാൻ ഇവ ര؇ും േചർׯാം, ര؇് എؗത് ഒരു ചതുര؋ിന്െറ n m m 
ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ര؇് ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് ര؇് ഇര؂ി റൂ؂ിന് തുലّമാണ് എؗത് g a m 
ഒئെؚടുؗു؋ത് എؗത് ഒരു ؛സിന് തുലّമാണ്  അെ׸بിൽ ചതുരം ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ m g 
ൈമനസ് റൂ؂് 
അ׹െന ന്െറ ഒരു ْപേതّക മൂലّം എടുؗുׯ ന് ര؇് സാധّമായ മൂലّ׹ളു؇്, അതായത് ഒരു m m 
ചതുര ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ ؛സ് റൂ؂് , ഈ സമവാകّ׹ളിൽ ഒ്ؗ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ലഭിുׯം, g n 
ര؇ാമതായി നമു്ׯ സാധّമായ മെئാ്ؗ എടുׯാം. ന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋ക, ന്െറ സാധّമായ m n n 
മൂലّ׹ൾ ഒരു ചതുര ൈമനസ് ചതുര؋ിന്െറ  ؛സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് റൂ؂് ആെണ്ؗ നമു്ׯ g 
ലഭിുׯം  െല ഓേരാ യ് ുׯം ന്െറ ന്െറ ന്െറ ന്െറ േല്ׯ തുലّവും  , സٔാഭാവിക n- xy- f- f- f- f- f- y 
സംഖّകൾ ഒؗിൽ മൂലّനിർ؉യം െചإെ؂ , ന്െറ ആെകു؋ക 1-നും നും തുലّമാെണ׸ിൽ, xx- n-
1-ന്െറ മൂലّം 120-ന്െറ മൂലّം 120-ന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋ക .  മുതലായവയുമായി ap gp 
ബؖിؚി׺ിരിുׯക, എؗിരുؗാലും അതിൽ 1 ന്െറ ന്െറ 120 ന് തുലّമായ ഒരു സേأഷൻ സം nf x 
ഉൾെؚടുؗു എؗത് ْശؑിുׯക  . 120 േചാദّം ഒരു പരآരയുമായി ബؖെؚ؂താണ്, നമു്ׯ േല്ׯ s-
േപാകാം  ഓേരാ ന്െറയും ന്െറ ؛സ് യുെട ന്െറ ന്െറ േല്ׯ യുെട െയ x f x y f f f y f 
തൃപ് തിെؚടുؗു؋ ഒരു ഫംഗ് ഷനാെണؗും  ഈ  ഉت സٔാഭാവിക സംഖّകെള  ന്െറ ആയി f 2 y 1 f 
കണׯാׯാം, ഇത് 1 ന്െറ യുമായി േയാജിുؗുׯ  എഫ് 1 േല്ׯ, അതായത് ര؇ിന്െറ എഫ് എؗത് ഒരു f 
ചതുര؋ിന്െറ എഫ് ന് തുലّമാണ്, അതുേപാെല 3 ന്െറ എഫ് എؗത് 2 ന്െറ എഫ് ആയിരിുׯം ؛സ് 1 
ആയിരിുׯം ന്െറ േْപാؚർ؂ി ْപകാരം 2 ؛സ് 1 എؗത് എഫ് 2 ന്െറ 1 എഫ് 2 ന്െറ എഫ് ആണ്  1 f 
ചതുര؋ിന്െറ ആയി കണׯാׯിയാൽ ഒടുവിൽ നമു്3 ׯ ന്െറ ലഭിؗുׯത് 1 ന്െറ ആണ് , f f q f 
ഇ׹െന തുടരുേآാൾ ൽ മൂലّനിർ؉യം െചؗുإ എടു؋ ൽ മൂലّനിർ؉യം n- f 1 nth power-
െചإെؚടുؗു , ഇതാണ് ഇേؚാൾ ന്െറ േْപാؚർ؂ിയിൽ നിؗുت നിരീײണം. എؗ സംْഗഹം 1 f- x 
മുതൽ ന്െറ 120 ന് തുലّമാണ്, ഇത് നൽകിയിരിؗുׯത് 1 ؛സ് എഫ് 2 ؛സ് എഫ് വെര 120 ആണ്, nf 
അതായത് ര؇ിന്െറ എഫ് 1 ؛സ് എഫ് ഒരു ചതുര؋ിന്െറ എഫ് ആണ് ന്െറ മുതലായവ കൂ؂ി n f 
എؗത് ഒരു ശװിയുെട ആണ് എؗത് ഒരു പവർ ആണ് ഒരു ഇരുപത് ആണ് ന്െറ മൂലّം 1 െല f n n f f 
ന്െറ മൂലّം 3 ആയി നൽകിയാൽ ഈ മൂലّം 3 ؛സ് 3 സ്കٔയർ ؛സ് മുതലായവ 3 പവർ വെര 120 ആണ്. n 
േചാദّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ എبാ വിവര׹ളും േശഖരിുׯേآാൾ, ഈ സമവാകّം 3 ؛സ് 3 സ്കٔയർ
 ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട n  120 ുؗുׯസ് 3 പവർ ന് തുലّമായി അവസാനി؛ സ് മുതലായവ؛
പദ׹ളുെട ആെകു؋ക എؗത് പദ׹ൾ 3 3 ചതുരം 3 കّൂബ് ആെണ്ؗ നി׹ൾ കാണുؗുേ؇ാ 
അതിനാൽ ഇത് ആദّ േടം 3 ഉت ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയും െപാതു അനുപാതം 3 ഇടത് വശം ഒരു 
ജിപിയുെട ആദّ പദ׹ളുെട ആെകു؋കയുമാണ്  പദം 3 ആയും െപാതു അനുപാതം 3 ആയും . ഒരു gp 
യുെട അടിرാന؋ിൽ ആദّം സംْഗഹിׯാനുت േഫാർമുല നമു്ׯ ഓർأിׯാം, ഇത് ആണ് , ഇത് sn 

പവർ ൈമനസ് 1 ന്െറ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, ഇത് ഒരു യുെട ആെക 2 ആദّ പദ׹ളാണ് r n r gp n 
ഇത് നമു്ׯ സമവാകّ؋ിന്െറ ഇടതുവശ്3 ؋ ആയി 3 പവർ ൈമനസ് 1 ൈബ 3 ൈമനസ് 1 ആണ്, ഇത്n 
120 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 3 മുതൽ 3 പവർ ൈമനസ് 1 എؗത് 120 േല്2 ׯ ആണ്, അത് 240 n 
ആയതിനാൽ 3 പവർ ൈമനസ് 1  240 ന് 3 ന് തുലّമാണ്, അത് 80 ആണ്, അതിനാൽ 3 പവർ ന് n n 81 
തുലّമാണ് 3 പവർ എؗത് 81 ന് തുലّമാണ്, അത് 3 81 ന്െറ ശװിയുെട അടിرാന؋ിൽ n 
ْപകടിؚിׯാൻ കഴിയുؗത് 9 േല്9 ׯ ആണ്, അത് 3 4 തവണ ഗുണി׺ാൽ ന് തുലّമാണ്, ഇത് േചാദّം n 
പരിഹരി4 ؗുׯ ന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ േْശണിയിെല ചില നിബؖനകൾ കെ؇ؗു؋ത് 
തുടരാം. നൽകിയിരിؗുׯ േْശണി 7 77 777 777 ആണ്, കൂടാെത നിബؖനകൾ വെര , n 
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നൽകിയിരിؗുׯ േْശണി 7 77 777 എؗി׹െനയുت ْകമം ഗണിത പുേരാഗതിയിേലാ ജّാമിതീയ 
പുേരാഗതിയിേലാ അെ്ؗب എളുؚ؋ിൽ നിരീײിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ നമു്ׯ െറഡിെമᅃٛ ്
േഫാർമുല ഉപേയാഗിׯാൻ കഴിയിب. ഒരു എപിയുെടേയാ ജിപിയുെടേയാ നിബؖനകളുെട n 
ആെകു؋കയ്്ׯ ലഭّമാണ്, എؗിരുؗാലും ഞ׹ൾ ഈ ْപശ് നം ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ ൈകകാരّം 
െചുإം , നമു്ׯ ആവശّമുت അനؓമായ തുകയ്ׯായി സ് എൻ ഏഴ് ؛സ് എഴുപ؋ിേയഴും ഏഴ് ഏഴ് ഡി
ഏഴ് ؛സ് എؗി׹െന പദ׹ൾ വെരയുت തുകെയ സൂചിؚിׯാം. ഒു؋േചരൽ എؗ ആശയം, അത് n 
സംْഗഹിׯാവുؗതാേണാ അبേയാ എؗത് നി׹ൾ ഈ തുക അനؓമായ പദ׹േളാെട 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ , ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു പരിമിതമായ മൂലّം ഉ؇ാകിب, കാരണം n 
വലുതാകുേآാൾ വലുതാകുേآാൾ അനിയْؓിതമായി വളരുؗതിനാൽ ഞ׹ൾبׯ  അനؓത n 
വെരയുت തുക കെ؇؋ാൻ ആവശّെؚ؂ു , ഞാൻ േനരെ؋ ചൂ؇ിׯാണി׺തുേപാെല നأൾ ആദّം n
പദ׹ൾ മാْതം സംْഗഹിׯണം എؗതാണ് ഇവിെടയുت ബുؑിമു؂്, ْപതّ؋ײിൽ ഇത് ഒരു ഗണിത 
പുേരാഗതിേയാ ജّാമിതീയ പുേരാഗതിേയാ അب, അതിന്െറ ആെകു؋ക നമു്ׯ പരിചിതമായ ഒരു 7 
പുറെ؋ടുׯാം.  ഞാൻ ഇവിെട മുതലായവ പറയുേآാൾ അത് 7 മുതൽ 1 ؛സ് 11 ؛സ് 1 1 ؛സ് മുതലായവ
ആയിരിുׯം, ഞാൻ ഇവിെട ഉേؐശിؗുׯത് നിബؖനകളുെട ആെകു؋ക മാْതമാണ്, n 
എؗിരുؗാലും ْബാئׯിനുتിെല തുക ഒരു എപിയുെടേയാ ജിപിയുെടേയാ പദ׹ളുെട 
ആെകു؋കയب, അതിനാൽ ْപٍ٠ം അവേശഷിുؗുׯ നമു്ׯ എഴുതാം  ഇഫക് ുئകെള അസാധുവാׯാൻ
ഒരു അേയാണും വിഭജനവും െകാ؇് ഗുണിׯാം, 
അ׹െന തؗിരിؗുׯ തുക േഫാം 7-ൽ 9-ൽ നി്ؗ 9-ഉം 99-ഉം എؗി׹െന എടു9  .ുؗുׯ ആയി 10 
ൈമനസ് 1 99 ആയി 100 ൈമനസ് 1 എؗി׹െന ഞാൻ 
അ׹െന പറയുേآാൾ ഞ׹ൾ അർ،മാؗുׯത് നിബؖനകൾ വെര മാْതമാണ് ഇേؚാൾ ഇത് 7 ന് 9 n 
മുതൽ 10 വെര 100 ؛സ് 1000 ؛സ് എؗി׹െന നിബؖനകൾ വെരയും ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 n 
മുതലായവയും േചർു؋  തവണ ൈമനസ് ആണ്, ഇേؚാൾ ഒരു പ്؋ ْപതّײെؚ؂തായി n n gp p 
നി׹ൾ്ׯ കാണാം  ലസ് നൂറും ആയിരവും ؛സ് മുതലായവ ആദّ പദവും പവും െപാതു അനുപാതം 
പവുമായി ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുമായി േയാജിുؗുׯ, അതിനാൽ ആ ജിപിയുെട ആദّ n 
പദ׹ളുെട ആെകു؋ക ഏഴ് ൈപ ഒآത് ആണ്. ഇവിെട പ്؋ എؗത് ൈമനസ് 1 ന്െറ ൈമനസ് 1 r 
ആണ് , തുടർ്ؗ ര؇ാമെ؋ േടം ൈമനസ് ഇതാണ് തുകയ്്ׯ ആവശّമായ സൂْതവാകّം, അതിനാൽ n 
തؗിരിؗുׯ തുക ഒരു ജിപിയുമാേയാ എപിയുമാേയാ െപാരു؋െؚടുؗിെ׸بിലും ഇത് ഏെത׸ിലും 
വിധ؋ിൽ അെ׸بിൽ മെئാ്ؗ ഒരു ജിപിയിേല്ׯ മാئാൻ കഴിയും ഈ ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ ഞ׹െള 
സഹായി׺ത് അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിലും കൂടുതൽ ْപٍ׹٠ളുമായി ഞ׹ൾ തുടരും, നؕി 
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